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Ouvrages  du  même  tuteur  qui  se  trouvent  chez  le  même 
Libraire. 

URANOGRAPHIB,  ou  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D’ASTRONOMIE  , à l’usage 
dos  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques  , des  Géographes , des 
Marins , des  Ingénieurs,  etc. , accompagné  de  planisphères  ; cinquième  édi- 
tion, considérablement  augmentée,  i vol.  in-8°,  avec  10  planches,  1837. 
Prix  : 9 fr.  5o  c. , et  1 1 fr.  5o  c.  franc  de  port. 


Astronomie  pratique,  usage  et  composition  de  la  Connaissance  des  tenu, 
ouvrage  destiné  aux  Astronomes,  aux  Marins  et  aux  Ingénieurs.  "Paris, 
i83o  ; prix,  7 fr.  5o  c. , et  9 fr.  5o,  franc  de  port. 

Géodésie,  ou  Traité  de  la  figure  de  la  Terre  et  de  ses  parties,  contenant  la 
Topographie,  l’Arpentage,  le  Nivellement,  laGéomorphie  terrestre  et  as- 
tronomique , la  construction  des  Cartes  et  la  Navigation  ; Leçons  données 
à la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  i835;  prix,  7 fr.  5oc. 

Traité  élémentaire  de  Mécanique,  adopté  dans  l’insttuctièn  publique , 5‘  édi- 
tion, 1826,  in-8°.  Prix  : 7 fr.  5o  c.  peur  Paris,  et  gfr. , franc  déport. 
Élémens  de  Statique,  in-8°,  1810.  Prix  : 3 fr.  pour  Paris,  et  4 fr. , franc  de 
port. 

Le  Dessin  linéaire,  destiné  à l’enseignement  des  Ecoles  primaires , quel  que 
soit  le  mode  qu’on  y suit,  3e  édition,  avec  atlas  de  16  planches  gravées  en 
taille-douce.  Paris,  1827.  Prix,  8 fr. , et 9 fr.  5o  c.  franc  de  port. 

La  Goniométrie,  ou  Procédé  pour  décrire  des  arcs  et  des  angles  de  tous  les  de- 
grés. Paris,  1820.  Prix:  1 fr.  a5  c. 

Flore  parisienne , 1 vol.  in-i8. 

Élémens  de  Technologie , ou  description  des  procédés  des  arts  et  de  l’Econo- 
mie domestique;  ouvrage  destiné  à l’instruction  do  la  jennesse.  1 vol. 
in-8°,  avec  7 planches  en  taille-douce,  1 333.  Prix  : 7 fr. 
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l.  DES  COMBINAISONS  ET  DES  PUISSANCES. 


Permutations  et  Combinaisons. 


4^5.  LoRSQi^des  termes  sont  composés  de  lettres  sembla- 
bles ou  différentes,  placées  dans  divers  ordres,  nous  nomme- 
rons ces  assemblages  des  Arrangemens,  ou  des  Permutations; 
niais  si  l’une  de  ces  lettres  au  moins  est  différente  dans  chaque 
terme,  et  qu’on  n’ait  point  égard  aux  rangs  des  lettres,  ces 
termes  seront  des  Combinaisons  (*).  Ainsi  abc,  bac,  cba,  bca, 
sont  4 permutations,  et  abc,  aÿd , bcd , acd,  4 combinaisons 
3 à 3. 


(*)  Les  combinaisons  sont  aussi  appelées  Produits  différons  ; nous  rejetons 
cette  expression  défectueuse  ; car  ah  et  cd , qui  sont  les  combinaisons  dilTc-  1 
rentes  do  deux  lettres , -peuvent  cependant  former  des  produits  égaux,  comme 
3 X 8=6x  4=  îuxa.  On  a distingué  aussi  les  permutations  des  arrtmgenuns , 
réservant  le  icr  nom  aux  arrangomens  de  p lettres  entre  elles , ou  //  à p : mais 
celle  distinction  n’a  aucun  but  utile  , et  nous  n'en  ferons  pas  usage,  non  plus 
que  de  plusieurs  autres  dénominations. 

r.  11.  ; . ! 


2 ALGÈBRE. 

Pour  désigner  le  nombre  des  permutations  qu’on  peut  faire 
avec  m lettres,  en  les  prenant p kp,  nous  écrirons  [mPp~\  ; le 
nombre  des  combinaisons  sera  indiqué  par  \mCp~\ . 

Proposons-nous  de  trouver  le  nombre  y de  toutes  les  permuta- 
tions de  m lettres  prises  p à p,  ou  j-—[mPp~\.  Considérons  d’a- 
bord les  arrangemens  qui  commencent  par  une  lettre  telle  que  a, 
mais  qui  diffèrent , soit  par  quelque  autre  lettre  à droite  de  a, 
soit  seulement  par  l’ordre  suivant  lequel  elles  sont  rangées.  Si 
l’on  supprime  cette  initiale  a,  on  aura  un  égal  nombre  d’assem-  ' 
blages  d ep  — i lettres;  ce  seront  visiblement  tous  les  arran- 
gemens possibles  des  m — i autres  lettres  b,  c,  d...,  prises/? — i 
ensemble;  désignons-en  le  nombre  par  <p  = [(m — i)P(p — i ]. 
Donc  si  l’on  prend  ces  m — i lettres  b,  O,  d...,  qu’on  forme  avec 
elles  toutes  les  permutations  p — x à p — 1,  qu’enfin  on  place 
a en  tête  de  chaque  terme,  on  aura  toutes  celles  des  permuta- 
tions php  qui  ont  a pour  initiale.  En  effet,  pour  que  l’une  de 
celles-ci  fût  omise  ou  répétée  plusieurs  fois,  il  faudrait  qu’après 
y avoir  supprimé  a,  qui  est  en  tête,  les  assemblages  restans 
présentassent  la  même  erreur,  et  que  quelque  permutation 
p — i hp  — i des  lettres  b , c,  d...  fût  el]e-même  omise  ou  ré- 
pétée; ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Il  y a donc  autant  d’arrangemens  de  m -4»  r lettres  prises 
p — i à p — j , que  d’arrangemens  de  m lettres  php,  où  a est 
initial  : soit  <p  ce  nombre.  Or,  si  l’on  raisonne  pour  b comme  on 
a fait  pour  a,  on  trouvera  de  même  tp  permutations  qui  com- 
mencent par  b-,  il  y en  a <p  qui  ont  c en  tête,  etc...;  et  comme 
chaque  lettre  doit  êitre  initiale  à son  tour,  le  nombre  cherché 
y est  composé  d’autant  de  fok?  qu’il  y a de  lettres , 
yz=.m<p,  ou  [mPj/jSpw.  [(m — i)  P(p — i)]. 

11  suit  de  là  que,  r°.  pour  obtenir  le  nombre  y'  d’arrange-  . 
mens  de  m lettres  2 à 2,  <p  est  alors  le  nombre  d’arrangemens 
de  m — î lettres  prises  i à i , ou  p ~m—  i ; donc/' = m (m—  i ), 

2°.  Sil’on  veut  le  nombre  j®  d’arrangemens  de  m lettres  3 à 3, 
p est  3,  et  <p  désigne  la  quotité  d’arraugemens  de  m — i lettres 
a à 2,  quotité  qu’on  tire  de  y"  en  changeant  m en  w—  i ; 

* 

V. 
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$ =:  (m  — i)  ( m — 2);  d’où  y"—  m (m  — 1)  (m  — 2). 

3°.  On  trouve  de  même  pour  le  nombre  des  arrangemens  4 à 4, 
r"  —m  (m  — 1)  (m  — 2)  (m — 3),  et  ainsi  de  suite.  • 

Il  est  visible  que  pour  passer  de  l’une  de  ces  équ.  à la  sui- 
vante, il  faut  y changer  m en  m — 1 , puis  multiplier  par  m;  ce 
qui  revient  à joindre  aux  facteurs  m,  m — 1...,  l’entier  qui  suit 
le  dernier  de  ces  nombres  ; ainsi,  pour  p lettres,  ce  dernier  mul- 
tiplicateur sera  m — (p — 1),  cl’où 
% * 

y =[  w.P/>]=  m (m  — 1)  (ra  — 2) . . . X (m  — p -f- 1) . . . ( 1); 
le  nombre  des  facteurs  est  p.  C’est  ainsi  que  9 choses  pëuvent 
se  permuter  4 à 4 d’autant  de  façons  différentes  qu’il  est  mar- 
qué par  le  produit  des  4 facteurs  9. 8.  7.  6 = [9P4]  = 3024; 
c’est  le  nombre  de  manièves  dont  9 personnes  peuvent  occuper 
4 places.  Les  arrangemens  de  m choses  1 à 1 et  2 à 2 réunis, 
sont  en  nombre  m -f-  m (m  — 1)  = m*. 

En  faisant  m—p,  on  obtient  le  nombre  a d’arrangemens  de 
p lettres  p à p,  toutes  les  p lettres 'entrant  dans  chaque  terme, 
z~[pPp]=cp(p~-\)...Z.2. 1 = 1. 2.  3.4..  .p...  (2).  r 

Le  nombre  d’arrangemens  des  7 notes  de  la  gamine  musicale  est 
1.2.3...  7=5o4o  : en  comptant  les  demi-tons,  on  a 479  00 1 (ioo. 

476.  Cherchons  le  nombre,  x des  combinaisons  différentes  de  ni 
lettres  prises  p à p,  ou  x~[mCp~) . Supposons  césar  combinaisons 
effectuées,  et  écrites  successivement  sur  une  ligne  horizontale  ; 
inscrivons  au-dessous  de  la  ire  toutes  les  permutations  des  p 
lettres  qui  s’y  trouvent,  et  nous  aurons  une  colonne  verticale  for- 
mée de  z termes  (équ.  2).  Le  second  terme  de  la  ligne  horizon- 
tale donnera  de  même  une  colonne  verticale  de  z termes  compo- 
sant toutes  les  permutations  Aesp  lettres  qui  y sont  comprises,  et 
dont  une  lettre  au  moins  est  différente  de  celles  qui  entrent  dans 
la  combinaison  déjà  traitée.  La  3e  combinaison  donnera  aussi  z 
termesdiflférens  desautres,  etc.  On  formera  doncainsi  un  tableau 
composé  de  x colonnes,  ayant  chacune  z termes;  en  tout  xz  ré- 
sultats, qui  constituent  visiblement  tous  les  arrangemeos  possi- 
bles denos/n  lettres  prises/.»  à/;,  sa  11s  qu’aucun  soit  omis  ni  répété. 


ALGKBKE. 


Le  nombre  Je  ceux-ci  étant  ^ (ëqu.  r ),  on  a xz — y,  doit 
y 

— îr tivnir 


[pPpV 


m m- 

x—  [mCp)=-.  — 


^-3 ... ,x  ÎL=£+J...  (3). 
3 p 


Les  ëqu.  i et  2 étant  composées  chacune  dep  facteurs,  l’équa.  (3) 
en  a aussi  p,  qui  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  entiers 
et  suivent  l’ordre  naturel,  décroissans  à partir  de  m pour  le  nu- 
mérateur, et  croissans  jusqu’à  p pour  le  dénominateur.  Comme, 
par  sa  nature,  x doit  être  un  nombre  entier,  la  formule  (1)  doit 
être  exactement  divisible  par  (2)  : au  reste,  c’est  ce  qu’011  pour- 
rait prouver  directement. 

477.  On  a -*•  ’ 

, mm — 1 m — 2 m — 

{mCq\  *****  T.—  • — ■ ■ * ’ —J—1- 

Soit  p > q,  tous  les  facteurs  de  cette  équ.  entrent  dans  l’équ. 

(3),  qu'on  peut  par  conséquent  écrire 

, m — q m — q — 1 m — p 1 

xe=X . ; • • • • 

’q  + i q + * P 

I.  Cherchons  d’abord  s’il  se  peut  que  x = .r':il  est  clair 
qu’il  faut  que  le  produit  de  toutes  ces  fractions  se  réduise  à 1, 
ou  que  les  nuipé  râleurs  forment  le  même  produit  que  les  dé- 
nominateurs-; si  l’on  prend  ceux-ci  en  ordre  inverse,  on  a 

(m—  q)  {m  — q — 1)  ...  =p  {p  t)  -.•(?+!). 

Or,  ces  deux  membres  admettent  un  égal  nombre  de  facteurs 
continus  et  décroissans;  si  chaque  facteur  d’une  part  n’était  pas 
égal  à celui  qui  a même  rang  de  l’autre  part,  l’égalité  serait 
impossible,  puisque,  suppression  faite  des  facteurs  communs, 
il  resterait  des  facteurs  tous  plusgcandsd’uncôtéquedel’autre 
et  en  pareil  nombre.  Ainsi,  cette  équ.  exige  que  m — q=p,  pour 
que  x = x'  ; de  là  ce  théorème  : 

\rnCp~\  = \_mCq']  quand  m=p  -j-  q.  , 

* 

100  lettres  prises  83  à 88,  et  prises  12  à 12,  donnent  un  égal 
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nombre  de  combinaisons;  et,  en  effet,  [too  C88]  a pour  numév. 
ioo.gg...89.88. ..  i3,  et  pour  dénom.  i .2.3...  12. 1 3.  ..88;  sup- 
primant les  facteurs  communs  i3.  1 i5 88,  il  reste 

10°-  99-  ;-&9 __  I00  q 12  çette  remarque  sert  à rendre  plus  lâ- 

I. 2.3.. .12  1 

ciles  lés  calculs  de  la  formule  (3),  quand  p ~ m.  On  a plu- 
tôt trouvé  100  C 4 que  100  C g6  = 3 921  225. 

Concluons  de  là  <Jue  si  l’on  écrit  successivement  les  nombres 

de  combinaisons  de  rn  lettres  1 à'i , 2 à 2,  3 à 3, '.  les 

mêmes  valeurs  se  reproduiront  en  ordre  rétrograde  au-delà  du 
terme  du  milieu.  -Par  ex. , pour  8 lettres,  ces  nombres  sont  . 
8,  28,  56,  70,  56,  28,  8.  {Foy . le  tableau  ci-après.) 

II.  Supposons  q =tp  — 1 ; x n’a  qu’un  seul  facteur  de  plus 
que  x' , et  l’on  a 

x=zx. L j ou  [mCp]=[mC(p — 1)], — — ...  (4)- 

i°.  O11  en  tire  cette  règle,  qui  sert  à déduire  successivement  les 

unes  des  autres  les  quotités  de  combinaisons  de  m lettres  1 à i , 

. ' , v j,  . ‘ . ! . mm  — 1 m — 2 , 

2 a 2 , 3 a 3 . . . Ecrivez  les  Jractions  — . , — ^ — ...  et  mul- 

I 4 2 u<- 

✓ 

tipliez  chacune  par  le  produit  de  toutes  les  précédentes.  Par 
ex.,  pour  8 lettres  à combiner,  on  écrit  *,  , §,  et  l’on  a 

8 ; 8 X \ — 28;  28  X | = 56. . ; c’est  ainsi  qu’on  trouve  que  8 
numéros  de  la  loterie  forment  8 extraits,  28  ainbes,  56  ternes, 

70  quaternes  et'56  quines.  Les  go  numéros  donnent  90 extraits, 
4oo5  ainbes,  117  480  ternes,  2 555  190  quaternes,  l\ 3 g4g  268 
quines. 

m — i m— 2 


2°.  Nosfacteurssuccessifsm, 


. ont  des  numé- 


rateurs décroissans  et  des  dénomianteurs  croissans  : tant  que  ces 
fractions  sont  > 1,  le  produit  augmeute  ; il  va  en  diminuant, 
dès  que  le  rang  i du  terme  est  tel  qu’on  ait 

*•*  s 

m—1  + 1 m+i 

< r,  d ou  1 > — — ; 

l 1 


1 


I 
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et  nous  savons  qu’on  retrouve  les  mêmes  produits  en  sens  ré- 
trograde. 

ier  Cas,  m pair  — 2*  : on  a + j;  ainsi  les  termes 

* ' * , * 

* at  -4- 1 

chussent  jusqu’au  rang  i — et,  où  le  dernier  facteur  est  — — : 

ce  terme  est  [m  C±m],  ou 

lyf  _ 2 * ( 3 « — Q ( * ~h  » )_  («  "KO  («  ~1~2) 

I.  2.  3... flf  I.  2.3.. ce 

On  écrit  au  de'nominateur  la  suite  naturelle  1 .2.3. . . .ce,  et 
on  la  continue  au  numérateur  jusqu’à  2 ce.  Complétons  le 
numérateur  par  les  facteurs  1 .2.3. . < 

m - i-2-3-4 2 * . 

. Ci- 2. 3 «)•  ’ 

• > ’ ' i*N  1 S » 

or  les  facteurs  pairs  qui,  en  haut,  sont  en  rangs  alternatifs  sont 
2.4.6. . .2«  = 2ttX  t.2.3. 4.  ; donc  enfin  le  plus  grand 

terme , ou  celui  du  milieu , est 

M [m  C-  m]  = 2l  W 1 -M.  7-1-— ' '-(W~ 


.2 


.3.4., 


m 


2e  Cas,  m impair  — 2 * + 1-  La  condition  indiquée  de- 
vient i a -f-  1 ; ainsi  les  termes  ne  décroissent  que  si  le  rang 
i dépasse  « -f  i ; et  comme,  pour  ce  rang,  le  dernier  facteur  se 

réduit  à “ =i,  ce  terme  est  égal  au  précédent,  en  sorte 

* -f- 1 

qu’il  se  répète  aux  rangs  » -j-  i et  a,  ou  j (m  ± i).  Faisons 
donoi  — ee  et  nous  aurons  pour  les  deux  termes  du  milieu, 
qui  sont  les  plus  grands  [m  Cj(m±i)] 

_ (2a-f-  1)2  « ....  «4-2  (ee-f-2)  («-f-  3)..  (2ce-f-l) 

I .2.  3.  ce  I.2.3..  .a 

En  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouve 

■ 

M==  [m  Cf(m±.  i]  =2t(«'->) 


M 


».2. 3. 4 . . 

C’est  ainsi  que  les  plus  grands  nombres  de  combinaisons  qu’on 
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M=[l8^9]  = 29X 


= 48620  ; 


puisse  faire  avec  18  et  avec  19  lettres  sont 

1.3.5. . . 17 

1 .2.3. .  . .9 

M-i  19  61 9]  = i9X  = 92378  ’ 

du  reste  chacun  des  nombres  de  combinaisons  doit  toujours 
être  entier.  ' ' K 

* fi  *+:.  , 

3°.  L’équ.,  (4)  donne  aussi 

. * , , m+i  m+ 1 m m — u + î 

x A-  x — x . ‘ — = . — . . . - , 

P * 2 P 

à cause  de  l’équ.  n°  477  et  de  q ~p  — 1 ; ce  2e  membre,  com- 
paré à l’équ.  (3),  donne  » , 

[(m-f  1 ) Cpl  = [ mCp ] + \_mC.{p  — 1 )] . 

' - - * I . * 

Cette  relation  apprend  à déduire,  par  une  simple  addition, 
les  combinaisons  de  m -f-  1 lettres  de.celles  de  m lettres;  c’est 
ainsi  que  dans  le  tableau  suivant , qu’on  nomme  le  Triangle 
arithmétique  de  Pascal,  chaque  nombre  est  la  somme  des  deux 

termes  correspondons  de  la  ligne  précédente.  Ainsi  on  a 

...  -,  1 
, . 7e  ligne. . . i,  7,  ai,  35,  35,  21  , 7,  1.  ' 

Pour  composer  la  8e  ligne,  on  fera  i 4-7  = 8,7+21:=  28, 

31  + 3^  = 56,35  + 35  = 70,  etc. . . 

Cette  loi  expliqué  le  retour  des  mêmes  termes  en  sens  in- 
verse , puisqu’il  suffit  qu’il  ait  lieu  dans  une  ligne  pour  qu’il 
se  trouve  aussi  dans  la  suivante.  Du  reste,  nous  savons  déduire 
les  termes  d’une  même  ligne  les  uns  des  autres,  et  de  proche 
en  proche  (td.)  , ou  à l’aidp  des  termes  de  la  ligue  qui  pré- 
cède (3°.),  ou  enfin  directement  à l’aide  de  l’équ.  (3)  qui  en 
est  le  terme  général., 


K 
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COEFFICIENS  Dü  BINOME, 


ou  Quotités  de  Combinaisons. 


I 

A 

1 

I 

I 

I 

1 

I 

1 

I 

1 

3 

3 

f 

1 

3 

6 

10 

I 

4 

10 

1 

5 

_ 

■-  : 

G 

S 

9 

10 

i5 

21 

a8 

3fi 

45 

20 

35 

56 

84 

120 

i5 

35 

?° 

126 

210 

6 
ai 
. 56 
126 
252 

i 

84 

210 

I 

8 

36 

120 

I 

9 

45 

I 

10 

». 

1 1 
66 
286 
1001 
3oo3 

I 

1 

1 

I 

l 

I 

I 

I 

I 

I 

1 ( 
12 
i3 

*4 

i5 

55 

66 

78 

.$ 

.65 

220 

286 

364 

455 

33o 

495 

7>5 

1001 

i365 

462 

793 

1287 

2002 

3oo3 

462 

9=4 

1716 
3oo3 
5oo5 
8008 
12376 
.8564 
27 1 32 
38760 

33o 

79| 

1716 

3432 

6435 

1144» 

'944? 
3 1 82! 
5o388 
77520 

.65 

495 

ai 

3oo3 

6435 

. 55 

220 
7.5 
2002 
5oo5 

16 

~:s 

19 

20 

120 

i36 

i53 

■71' 

190 

56o 
680 
816 
969 
1 .40 

1820 

238o 

3o6o 

3876 

4845 

4368 
6188 
8568 
1 1628 
i55o4 

12870 

243h> 

X 

125970 

1 1440 
24310 
48620 
02378 
167960 

8008 

92478 

184706 

0 

1 à 1 

2 à 2 

3à  3 

4 à 4 ! 5 ù 5 

6à6 

7 à7 

8 à 8 

9»  9 

loi  10, 

III.  Soient  i , m,  a,  0,  c. . . . b,  a,  m , i,  les  nombres  d’une 
ligne;  ceux  de  la  suivante  (3°.)  sont  i , i 4 - m,  m-\-  a,  a-\- b . . . 
a + m , m -f-  1,  1 s la  somme  des  termes  de  rangs  pairs  est. . . 
1 4-m-f  a + + mf  1,  la  même  que  ceux  de  rangs 

impairs,  et  aussi  que  la  somme  des  termes  de  la  ligne  précédente. 
En  ajoutant  tous  les  termes  de  la  ligne  m+ 1 ,on  a donc  le  double 
de  la  somme  de  la  ligne  m.  Or,  la  2e.  ligne  du  tableau  est 
1 +24-1=4  = 2%  donc  les  lignes  suivantes  ont  pour  somme 
2%  2%  . . 2m.  Ainsi,  la  somme  des  combinaisons  de  m lettres  est 
2m;  celle  des  termes  de  rangs , soit  pairs,  soit  impairs,  est  9.'"“', 
somme  qu’on  trouve  pour  les  combinaisons  de  m — 1 lettres. 

47^-  Partageons  les  m lettres  a,  b,  c,d. , . en  deux  ordres,  les 
unes  en  nombre  m\  les  autres  en  nombre  m",  [m—  m'  + m")  ; 
puis  cherchons  toutes  les  combinaisons p à p formées  de  p'  des 
premières  lettres  jointes  avec  p"  des  autres  (p=p'+p"). Pour 
cela  faisons  toutes  les  combinaisons  des  i "*//  à p' , et  celles  des 
dernières  p"  à p";  le  nombre  en  sera  m'Cp'  et  m"Cpn\  accou- 
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plans  chacun  «les  im  résultats  à chacun  dés  seconds;  p fac- 
teurs d’une  part,  réunis  à p"  de  l’autre,  formeront  p facteurs; 
et  il  est  visible  que  ces  systèmes  accompliront  tous  ceux  qu’on 
cherche.  Leur  nombre  est  donc 


X=  lm'Cp'1  X \jn"Cp"] . . . (5). 

I.  Dans  combien  de  combinaisons  des  m lettres  a,  b,  c. . . . 

t . - » t * 

entre  la  lettre  al  m'  =p'  = i,  et  X ~ (m  — i ) C(p  — i). 

II.  Combien  decombinaisonscontienneritnsansô,  et  b sanso? 
m'  = a,p'  = 1;  d’où  X=îX  [( m — 2)  C(p  — 1)]. 

III.  Combien  renferment  a et  b ensemble?  m'—p'~  2, 
X —(m  — 2)  C (p  — 2). 

IY.  Combien  ne  contiennent  ni  a,  ni  bl  m = 2, p'  = o et 
X — {m  — 2)  Cp, 

V.  Sur  les  combinaisons  de  m lettres pbp,  combien  en  est-il 
qui  contiennent  deux  des  3 lettres  a,  b , cl  m'  3 , p’  — 2 , 
X=3x[(w-3)C(p-i)}: 

VI.  Les  combinaisons  de  rolèttres4à  4 sont  en  nombre  210  : 
si  l’on  distingue  trois  lettres  <z>  b,  c,  on  peut  demander  com- 
bien il  y a de  ces  combinaisons  qui  ne  contiennent  aucune  de 
ces  trois  lettres,  combien  en  renferment  une  seule,  combien  2, 
combien  toutes  les  trois  ensemble  ï on  trouve 

» * 4 

i°.  Aucune  des  trois  lettres. . . 3Co .7C4  = 1 x 35  r=  35 


i°.  Une  seule — > . . ..  1 . 3Ci  7(3  = 3 x 35=  io5 

3°.  Deux i 3C2.7C2  = 3 x ai  = 63 


4°.  Toutes  les  trois ZCi.’jCi  = 1x7=  7 

* ■ 

Nombre  total  des  combinaisons , 210 

S *V  . “’n  ' 

Quant  aux  permutations  de  m lettres  p à p,  qui  contien- 
nent p’  lettres  prises  parmi  ta'  qu’on  a désignées , leur  nombx 
lr=XXuî.3....p,  En  effet,  il  suffit  de  prendre  chacune 
des  X combinaisons,  et  de  permuter  entre  elles  les  p lettres 
qui  y entrent.  * . > 

479.  Effectuons  les  permutations  p à p des  m lettres  a , b,  c . . . v, 
de  toutes  les  manières  possibles.  Otons- en  p — 1,  telles  que 

i,k v ; apportons  l’une  d’elles  i à côté  de  chacune  îles 

m-p  -f  1 autres  a,b,c. . . A;  d’où  ta,  ib,  ic. . . ih.  Changeons 


* 
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tour  à tour  t en  a,b,c. . . h,  et  nous  aurous  tous  les  arrangement 
2 à 2 des  m — p -f-  a lettres , i,  a, b. . . h.  En  tète  de  ces  résul- 
tats, plaçons  la  a'  lettre  supprimée  k ; kia,  kib. . . . kih  ; puis, 
changeonssuccessivement  k en  i,a,b. ..  h,  et  nous  aurons  toutes 
les  permutations  3 à 3’ des  m — p 3 lettres  k,  i,  a,  b. . . h,  et 
ainsi  de  suite. 

I . • 

Par  ex.,  pour  permuter  3 à 3 les  5 lettres  a,  b,  c,  d,  e, 
j’ôte  de  t e,  et  portant  d près  de  a,  b , c,  j’ai  da,  db , de; 
changeant  d e n a , b et  c , il  vient  tous  les  arrangemens  2 à 2 
des  4 lettres  a,  b,  c,  d. 

' da,  db,  de,  ad,  ab,  ac,  ba,  bd,  be,  va,  cb,  cd. 

Il  reste  à apporter  e en  tête  de  chaque  terme,  eda,  edb,  edc. . . , 
puis  à changer  e en  a,  en  b,  en  c,  et  en  d;  on  a alors  les  60  ar- 
rangeinens  demandés  (*). 

48o.  Soit  proposé  de  former  les  combinaisons  p à p.  Cher- 
chons-les  d’abord  2 à 2;  ôtons  a,  et  apportons  cette  lettré 
près  de  b,  c.  .v. , savoir  ab , ac,  ad  . . : ce  sont  les  combinai- 
sons 2 à 2 où  entre  a.  Plaçons  de  même  b près  de  c,  d. . . , "puis 
c près  des  lettres  d,  e. , . qui  sont  à droite,  etc. , nous  aurons 
toutes  les  combinaisons  2 . à 2.  . . * 

Pour  combiner  3 à 3,  ôtons  a et  combinons  2 à 2 les  autres 
lettres  b,  c,  d. . ainsi  qu’on  vient  de  le  dire;  puis  apportons 
a près  de  chaque  terme,  b près  de  chacun  de  ceux  où  b n’est 
pas  déjà,  c près  de  ceux  qui  n’ont  ni  b ni  c,  etc:,  et  nous  au- 
rons les  combinaisons  3 à 3. 

En  général,  pour  combiner  p a p,  ôtez  p — 2 lettres  i,k . . . t>, 
et  combinez  2 à 2 les  autres  lettres  a,  b , c. . . h;  portez  près 
de  chaque  résultat  l’une  des  lettres  supprimées  i , puis  a près 

« (*)  Cette  théorie  sert  à trouver  le  logogriphe  et  l 'anagramme  d’un  mot.  Ces 
pénibles  bagatelles  offrent  quelquefois  des  résultats  heureux.  Dans  Frère 
Jacques  Clément , l’assassin  de  Henri  111,  on  trouve,  lettre  pour  lettre  : Ô’est 
l’enfer  qui  m’a  créé.  .Tablonski  fit  les  anagrammes  de  Donuts  Lescinia,  eu  hon- 
neur de  Stanislas,  de  la  maison  des  Leczinski;  il  trouva  ces  mots  : Ades 
incolumis , omnis  es  lucida,  manc  sidus  loci,  sis  colunma  B ci,  I scande  solium. 
Ce  dernier  fut  prophétique;  Stanislas  devint  roi  de  Pologne. 
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des  termes  sans  a , b près  de  ceux  qui  n’ont  ni  a ni  vous 

aurez  les  combinaisons  3 à 3 des  lettres  a,  b,  e. . .h,  i : portez 
de  nouveau  h près  de  chaque  terme , a près  de  ceux  qui  n’ont 
pas  a,  etc.;  et  vous  aurez  les  combinaisons  4 à 4 de  a,  b. . . i,k, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  restitué  toutes  les  (p  — a) 
lettres  supprimées. 

Développement  de  la  puissance  dun  polynôme. 

48i.  Lorsqu'on  fait  a = b = c . . . , le  produit  de  m facteurs 
(x+a)  (x-f-  b)  (x-\-c). . . devient  (x-\-a)m;  le  développement 
de  la  puissance  m*  d’un  binôme  se  réduit  donc  à effectuer  ce 
produit,  et  à rendre  ensuite  les  2e*  termes  a, b ,c...  égaux;  ce 
procédé  permet  de  reconnaître  la  loi  qu’observent  les  divers 
termes  du  produit,  avant  d’éprouver  la  réduction.  Or,  on  a vu 
(n°  97,  V.)  que  ce  produit  a la  forme 

xm  y Ax"~'  Bxm~*  -f-  Cxm~3 . ...  -1-  Nxm~u  ....  abcd, 

A étant  la  somme  a + b -f-  c . . des  2m“  termes  des  facteurs 
binômes,  B la  somme  ab  -f-  ac-j-  bc. . . de  leurs  produits  2 à 2, 
C celle  des  produits  3 à 3,  abc  -f-  abd. . . , etc.  En  faisant. . . 
a=b  = c. . . , tous  les  termes  de  A deviennent  = a;  ceux  de 
B sont  = a4:  ceux  deC’,=  a3. . . : ceux  de  N,~  an. 

Donc  A devient  a répété  m fois,  ou  ma. 

Pour  B,  a*  doit  être  répété  autant  de  fois  qu’il  y avait  de  pro- 
duits 2 à 2,  ou  B = a4,  [m O2]  — ~m  (m  — i)  a2. 

Pour  C,  a3  est  pris  autant  de  fois  que  m lettres  donnent  de 
combinaisons  3 à 3 , C — \ m{m — 1)  (m  — 2)  a3 ; et  ainsi  de 
suite. 

Pour  un  terme  Na.m~ *de  rang  quelconque»,  on  aAr=  [ mCri]an . 
Enfin  le  dernier  terme  est  am.  De  là  cette  formule,  découverte- 
par  Newton  : 

I % .•  * 

(x  -f-  a)m  = xm  -f-  maxm~'  -f-  m.  m - — - a'1x'n~2 

TYl  I ttl  ’—n"  2 1 « ■>  ,*  rc.\ 

-f-  m . — - — aV"  3. . . -f-»m (6). 

2 j 


î 

i 

« 

i 


/ 
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Le  terme  général  est. . . T = QmCn].  a”xra_". . . (7) 

T est  le  terme  qui  en  a n avant  lui , et  qui  reproduit  tous  ceux 
du  développement  de  en  prenant  n=  1,  2,  3. . . 

Pour  obtenir  celui  de  (x  — a)m , il  faut  changer  ici  a en  — a, 
c.  - à - d.  prendre  en  signe  contraire  les  termes  où  a porte  un 
exposant  impair. 

482.  La  formule  (6)  est  composée  de  (m  -J-  1)  termes,  et  les 
coefficiens  sont  tous  entiers ; ceux  des  puissances  jusqu’à  la  20e, 
ontété  donnés  p.  8.  Lesexposansde  a vont  en  croissant  determe 
en  terme;  ceux  de  x en  décroissant  : la  somme  de  ces  deux  puis- 
sances de  a et  x , est  m,  pour  chaque  terme;  ainsi  (p.  5,  i°.)  un 

terme  étant  multiplié  par  - et  par  V exposant  de  x , puis  divisé 

par  le  rang  de  ce.  terme  dans  la  série,  on  a le  terme  suivant. 
Par  ex.,  on  trouve  * 

(•r  -f-  a)9  rrr  xO  -f-  -f-  36’a*x*  84<*  6 -+■  * a6a4*Vf“  i i6asx^  -f-  . . . . 

' * - \ 

Pour  obtenir  (ai3. — 5c3)», on  fera  dans  cette  équ.  x = 2 ô1, 
a— — 5e3,  et  il  viendra  — 9. 5c3.  2 8ùsf  -J-  36.  5V6.  o.7b'“... 

ou 

(2 h3 — c 1 6 ' < -f- 3G . a5 . iaSc64“ — i25.C4co4'8 . . . 

Du  reste,  on  sait  que  dans  la  formule  (6) , 

1°.  Après  le  terme  moyen,  les  coefficiens  reviennent  eu  or- 
dre rétrograde , et  les  coefficiens  à égale  distance  des  extrêmes  - 
sont  égaux  : ces  coefficiens  vont  en  croissant  jusqu’au  terme 
moyen  dont  on  a donné  la  valeur  (p.  6) . 

2°,  Chacun  des  coefficient  de  lapuissance  me  étant  ajouté  à ce 
lui  qui  le  suit,  donne  le  coefficient  de  la  puissance  ( m -j-  1 )f  qui  a 
même  rang  que  ce  dernier.  {Voy.  pag.7.) 

3°.  La  somme  de  tous  les  coefficiens  de  la  puissance  m’  est 
— 2,n  ~ la  somme  de  tous  ceux  de  rangs,  soitpairs,  soi l impairs 
dans  la  puissance  (m  -f-  1 )',  comme  p.  8.  lit  en  effet,  faisant 
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x — a—  i , l’équ.  (6)  se  réduit  à a"*  = la  somme  de  tous  les 
coelliciens.  ... 

4“.  Quand  x — i et  a~z,  l’équ.  (6)  devient 

( i +i)m  ac*i  -f-mz-f-  m . etc...+zm...(8) . 

, 2 2 0' 

Comme  cette  expression  est  beaucoup  plus  simple,  on  y ramène 

le  développement  de  toute  puissance  proposée.  Pour  ( , 

on  divisera  le  binôme  par  A pour  réduire  le  Ier  terme  à être  i , 

et  l’on  multipliera  par  Am , pour  rendre  à la  quantité  sa  valeur 

(B\m  f 

i+— J .En  faisant  cette  fraction  = z,  on  retombe 

sur  l’équ.  (8).  Ainsi , après  avoir formé  les  produits  consécutifs 
des  facteurs  m,  \ (m  — i),  3 ( m — 2),  - ( m — 3 ) . . . . , 
comme  on  l’a  dit  (p.  5),  on  aura  les  coefliciens  du  développe- 
ment qu’il  faudra  ensuite  multiplier  par  les  puissances  crois- 

(?  3£v  jj 

i-i — j 
2û/, 

et  je  fais  z=  Je  forme  les  fractions  S , 6^  à,  et,  par  des 

multiplicaOpns  successives,  j’ai  les  coefficiens  8 , 28,  56,  70  ; 
passé  ce  terme  moyen,  les  suivans  sont  56,  28  et  8.  Distribuant 
les  puissances  croissantes  z,  s’,  z3. , multipliant  tout  par 
256a8,  enfin,  mettant  pour  z la  fraction  que  cette  lettre  re- 
présente , j’ai  j. 

(2a-f-3&)8  = 256.  a8  -f-  3072.  d’h  -(-16128.  asb‘  -f  48384-  cr'b 3 
-+-,.90720.  «*6*  4-  108864.  à'bb.... 

483.  Pour  développer  (a  -f-  b -+-  c -f- d . . . -+-t)m,  revenons 
au  binôme  en  faisant  é c . . . -f - i = z ; 

[a  -+-  z)m  a pour  terme  gértéral  [mCu]a*  z? , 

a.  et  p étant  quelconques,  pourvu  que  a -\-p  = m. 

Mais  si  l’on  pose  c -{-  d. . . -f-  * — J , on  a z = b -f-  y , et  le 

terme  .général  de  z?—{b  +j)p  est.  [/jÇ/5]  b*  y*, 

avec  là  condition  £ •+■  7 = p , savoir , -q  — m. 


t4  ALGÈBRE. 

Faisons  de  même  d + e.  » . + *'  = #,  le  terme  ge'ne’ral  de 
ji  = (c  x)’  est. . . C cŸxr» 

et-y  + r=j,ou  cl  -j-0  -f*>  + r=;  m. 

En  remontant,  par  des  substitutions  successives,  il  est  clair 
que  le  terme  général  du  développement  cherché  est 

!V=[mCct] , [pC@].[qCy]..a*&^ . . , -{-u=m. 

Du  reste,  « (2,  y. . . sont  des  entiers  arbitraires  qui  désignent 
les  rangs  de  chacun  de  nos  termes  généraux  particuliers  dans 
leurs  séries  respectives.  Le  dénominateur  du  coefficient  de  N 
est  i.a.3...*Xi.2.3...jSX  en  prenant  autant  de  sé- 
ries de  facteurs  qu’il  y a d’exposans,  le  dernier  u excepté. 

Introduisons*y,  pour  l’analogie,  le  produit  i . 2 .3. . . u,  ainsi  < 

que  dans  le  numérateur,  qui  prendra  la  forme  e 

; m(m— j)...(m— «)...(p— g-H0x</...(v— j. 

Or, p — m — les  facteurs p , p — 1 . . . , continuent  donc  la  „ 

série  m ( m — 1)  {m — 2). . . jusqu’à  {p  — /S  -f-  1);  qui  est  à son  5 

tour  continuée  par  q—p — Æ;  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à 
1/  (u  — 1)  ...  2.  1 ; le  numérateur  est  donc  la  suite  des  facteurs  r 

décroissans  m(m — r)...  jusqu’à  2.x,  qu’on  peut  écrire  ainsi  : ’. 

1.2.3...  Le  terme  général  cherché  est  donc  , 


i.2.3 ...mXa  ^ cy  ••■i" 


A = . . . (q). 

x . 2. 3...<*x  1. 2. 3.  .. /S  X 1.  2.  3...  y...  X 1.2  ..«  3 

Les  exposans  a,  @,y. . . sont  tous  les  nombres  positifs  et  entiers 
possibles , compris  o , avec  la  condition  que  leur  somme  — m ; 
et  il  faudra  admettre  autant  de  termes  de  cette  forme  , qu’on 
peut  prendre  de  valeurs  qui  y satisfont,  dans  toutes  les  com- 
binaisons possibles.  Le  dénominateur  est  formé  d’autant  de  sé- 
ries (le  facteurs  t .2.3...  *,  1 .2.3.  :.  B...  qu’il  y a de  ces  exposans. 
Par  ex.,  pour  (a+l) +c)ia , l’un  des  termes  est 

1 .2.3...  10.  a5b3c*  ..... 

ô~7— ? = — = 2020  <rb'c\ 

1.2.3  4.5  X i 2.3  X 1.2 

|K.  ;■  t **  4% ; * 

et  le  même  coefficient  2520  affectera  les  termes  ciib*c5 . iï bïc0 . . . 
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484-  Tout  ceci  suppose  que  l’exposant  m est  un  nombre  en- 
tier positif • s’il  n’en  est  pas  ainsi , on  ignore  quel  est  le  dé- 
veloppement de  (i-f-z)'",  et  il  s’agit  de  prouver  qu’il  a encore 
la  même  forme  (8).  {Voy.  n°  71 5,  IV.)  C’est  à cela  que  se  ré- 
duit la  proposition  pour  tout  polynôme  à développer;  car  en 
multipliant  l’équ.  (8)  par  xm,  on  a la  série  de  (x  4-  xz)m , ou 
(x-j -a)m,  en  faisant  xz=a  ; ce  calcul  reproduit  l’équation  (6), 
qui  deviendrait  alors  démontrée  pour  tout  exposant  m : et  par 
suite,  la  doctrine  du  n°  483  serait  applicable. 

Ainsi  m et  n désignant  des  grandeurs  quelconques,  posons 

x — 1 + + k m (m  — 1)  z’  4.  etc., 

y ~ 1 + nz  + \ n (n  — 1)  z»  4.  etc., 

d’où  l’on  tire  xy  = i + ps  + \ p (p  __  ,)  4.  etC., 

en  faisant  * p =m-f-  n. 


En  effet,  sans  nous  arrêter  à faire  la  multiplication  des  poly- 
nômes x et j- , qui  donnerait  les  ie”  termes  d’une  suite  indé- 
finie, mais  n’en  ferait  pas  connaître  la  loi,  observons  que  si  m» 
et  n sont  entiers  et  positifs,  il  est  prouvé  que  x = (1  4.  z)m, 
J = (1  + a)»  , d’ou  xy  = ( 14  *)«+•  = (1  4.  z)p  : dans  ce 
cas,  le  produit  xy  est  bien  tel  que  nous  l'avons  posé.  Or,  si 
m ou  n n’est  pas  entier  et  positif,  la  même  chose  doit  arriver, 
puisque  les  règles  de  la  multiplication  des  deux  polynômes  né 
dépendent  pas  des  grandeurs  qu’on  peut  attribuer  aux  lettres 
des  facteurs.  Par  ex.,  le  terme  en  *•,  dans  xy , doit  être  le  pro-  ► 
duit  de  certains  termes  de  x et  de^,  termes  qui  seront  les 
toemes,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  metn-  et  puisque 

ce  produit  est  ^ - i)s*  dans  un  cas,  il  sera  tel  dans  tout 
autre  cas. 

t y*  1 

D’après  cela,  i“.  si  m est  entier  et  négatif , comme  n est 
r 1 mme,  faisons  nz=  — m,n  sera  entier  et  positif,  et  l’on  sait 
q«  alors  réduit  la  3'  équ.  à xy  = , 

d ou  X = r1  = (I  4-  zr?  = (14  Z)"1.  - 

'''•*<  * 

('  =P*z)-m  =.±^4^  ± m m + 1 m + * , . 

2 2 3 


i(5 
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T=+m  2±i  z»=z"  [(m4n-«)C»3 

2 ' 3 n 

_±:n+I/t't~2 [(n+m—  i)C(m—  i)] 

* * ~ rn  — i 


(jrzfca)-1  coeff. 
(x±a)—  .... 
(x±a)-s  .... 
(x±a)“  * 


I 

+ > 

+i 

+1 

1 

+ 2 

+3 

+4 

1 

+3 

+6 

+ 10 

I 

+4 

-J-lO 

+20 

+ i ..'.. 

+5  . . . - 
+i5. . .. 
+35.... 


Voyez  le  tableau  p.  8,  où  l’on  trouve  la  loi  de  ces  nombres. 
2°.  Quand  m est  fractionnaire  ( positif  ou  négatif ) , faisons 
n = m,  d’où 2 m,xy  — x1; 


ainsi 


?.m — i , . . . 

x’  = i + a mz  4-  2 m z 4"  etc>  > 


multiplions  cette  'équ.  par  x — i -\-mz  4-  etc., 

xs  = i 4- -3mz  -j-  3m — z'*  4"  e*-C- 


il  vient 
de  même 

« 

enfin 


, , 4 m — i , . . 

or'  = i + 4WZ  ~h  4m  ' — 2 "r  etc. 

a . 

. , km  — i 

xh  — i 4"  kmz  4-  km z 4“  etc. 


quel  que  soit  l’entier  k.  Or  si  I;  est  le  dénominateur  de  la  frac  - 

l , 

lion  m = r,  km  = /,  et  on  a 

A 

xk  — i 4 -lz-\-l z1 4-  etc.  =(i  4“z)' 

2 

puisque  / est  entier,  positif  ou  négatif  : donc  x*  = (t  +z)km  ut  ' 
x— (i+z)"1.  • # 

3°.  m étant  irrationnel  ou  transcendant  (voy.  note,  n°  5i6), 
soient  n et  A deux  nombres  entre  lesquels  m soit  compris  : 
chaque  terme  de  x = i4-mz4-  •••  est  entre  ses  correspondans 
dans  les  séries  (i  4-  z)*  et  fi  4-  z)*,  il  est  clair  que  x est  entre  -, 
ces  deux  expressions,  qui  diffèrent  entre  elles  aussi  peu  qu’on 
veut.  Donc  (i+z)"  approche,  indéfiniment  de  x,  à mesure  que 
n approche  de  m : soit  a la  diflf. , ou  ( t 4-  z)n  = x 4-  *■ 

De  meme,  /3  étant  la  différence  entre  (i  4*  z)n  et  ( i 4“2)"» 

' F ' • . •* 

- • . ' ' ‘ ' . 
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ona(i  + *)"==(*.+ *)■-!-*,  d,oùx+-=(,  +z)»  + /3> 

« et  ^ étant  aussi  petits  qu’on  veut;  donc  (n°  1 13) 

x = (i  +z)". 

4°.  Enfin , V exposant  étant  imaginaire  ; c’est  par  conven- 
tion qu’on  traite  ces  expressions  par  les  mêmes  règles  que  les 
réelles;  car  on  ne  peut  se  faire  une  idée  juste  d’un  calcul  dont 
les  élémens  seraient  des  symboles  qui  ne  sont  l’image  d’au- 
cune grandeur;  il  n’y  a donc  rien  à démontrer  ici  (n°  128). 

485.  Appliquons  la  formule  (6)  à des  exemples.: 

I.  Pour  développer  =-  x — - — k étant ^ » 

à -f-  /Sr  <*  r -f-  kx\ * etant  — - 

formons  la  série  de  (1  + **)-  (n°  482,  4».  ).  Les  coefficiens 
ont  pour  facteurs  - , , 4 (-  1 — 1),  |(-  r -2). . . , qui  tous 

sont= — 1;  les  produits  sont  alternativement  -f  1 et 1 ; d’où 

résulte  cette  progression  par  quotient  i—kx  -f.  k\ r* Px*  #< 

dont  la  raison  est  — Ara:..  Donc  « 


a a / [ix 

ct  + @x  ~~  et 


0x  px*  Pxs 


+ \ V 


II.  Pour  ^(a’zia:*)  , écrivons  a v/(-S)=  «v/(.d Zjr*), 

en  posant  x = ay.  Pour  développer  la  puissance  j de  1 3zr* 
composons  les  facteurs  des  coefficiens,  savoir  : i,  { (i.  — . 1 ) ’ 

3 (ï  — ou  — i,  — |,  — f...  : les  coefficiens  sont  des 
raclions  dont  les  numérateurs  sont  lesfacteurs  impairs  1 . 3 . 5. 7 
elles  dénominateurs  les  facteurs  pairs  24.6.8....  Donc 

i.3,r« 


1 rt  — 1-r<  _4_ 

3 a. 4 2.4.6 


t 

1 .3.5 jr* 

14^8 


V'(«‘±i>>a/iî£.  — 1 -3.5.x*  n 

\ aa*.  2-4«4  a.4.6.o6  2.4.6.8.08' 

III.  On  obtiendra  de  même 

. 

(I±r>)  ’=  iTi£!+1-3^4,-.  i.3.5r6  , 1. 3.5.7 r« 

=i  (,  ^ fl  + i4îl  =-  . < • 3 • 5.7 X»  V 

T.  II.  V 21,1  * 4«4  ^ 3 . 4 G7«  + .r^eTsaï  *=■  • •)• 
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128 


xt  etc. 


^4  x,^|4^x,+  |4ÿ|  x»  etc. 
3,4  3.4  0 2.4-O-0 


J 3 / X X1  5x>  loxt  22X»  -N 

v/(«+r)=  */«  ^«  + 5 ~ 5^  +$ï7i  ~ 243„4  + 7**.* J 


».  ,,  s*  r0  5rs 

V(i— >’)=«  -j  - TT  - w 


lOr'* 


22>" 


343 


(1  — a)_î  ï=  I ■+■  2a  + 3a*  -+•  4fl' 


-(«■ 


739 

. 1 )*"...,( TV-  p.  i5.) 

* 486.  Tous  les  coefficiens  de(x+-«)",  quand  m est  un  nom- 
bre premier,  sont  multiples  de  m , abstraction  faite  de  ceux 
de  xm  et  a"1;  en.effet,  l’équ.  (3),  p.  4j  donne 

1.2.3 ...  p X.  [mCp]  — m{m  — 1)  {m  — a)...{m  — p •+-  0» 

et  comme  le  2'  membre  est  multiple  de  m,  le  Ier  doit  aussi 
l’être;  on  suppose  m premier  et  ]>/»;  ainsi , m doit  diviser 

[mCp].  a ‘ ' ^ 

On  prouve  de  même  que  tous  les  termes  de  {a  + b -f  c...)m 
sont  multiples  de  m , excepté  am ,bm ,cm . . . 

K désignant  un  entier,  on  a donc 

{a  + b + c. . .)m  = am  + bm  + cm. . . -+-mA\ 

Si  Ton  fait  1 s=  a = b =c. . . , h étant  le  nombre  des  termes  du 
polynôme,  on  trouve  hm~h-{-mK-,  d’où hm-—h=:  multiple  de  m, 

on^~ —as  entier.  Donc,  si  le  nombre  premier  m ne  di- 

m 

vise  pas  A,  il  doitdiviser  {hm~‘—  1).  C’est  le  théorème  de  Fermai, 
qu’on  énonce  ainsi  : Si  l’entier  h n’est  pas  multiple  du  nombre 
premier  m,  te  reste  de  la  division  de  h m~l  par  m est  l’unité. 

Ce  théorème  peut  encore  s’énoncer  comme  il  suit:comme  m — 1 
est  un  nombre  pair,  tel  que  aq. . . , hm  1 — 1)  ~hi)> 

ainsi  m doit  diviser  l’un  de  ces  deux  facteurs  ; c.-à-d.  que  le, 
reste  de  la  division  de  ht  par  m est  ±1 , quand  m est  un  nom- 
bre premier  > 2,  èt  q = î (m  *)•  _ ' 

> „ "%  * 4 ** . V ' - * . 
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Extractions  des  Racines , ’4“,  5e,..A 

487.  Le  procédé  que  nous  avons  donné  (n°*  62  et  68)  pour 
extraire  les  racines  carrées  et  cubiques  peut  maintenant  être 
appliqué  à tous  les  degrés.  Par  ex.,  pour  avoir  la  racine  4' 
de  548  464  , désignons  par  A la  4*  puissance  la  plus  élevée 
contenue  dans  ce  nombre,  par  a les  dixaines,  et  par  b les  unités 
de  la  racine.  Comme  A = (a -f- b)*  = a*  -f-4«35...,  premier 
terme  a*  est  la  4*  puissance  du  chiffre  des  dixaines,  à la  droite 
de  laquelle  on  placera  quatre  zéro.  Séparant  dç>nc  les  quatre 
chiffres  8464,  on  voit  que  54  contient  cette  4*  puissance  du 
chiffre  des  dixaines,  considérées  coin  me  simples  uni  tés;et  comme 
16  est  la  4e  puissance  la  plus  élevée  comprise  dans  5/fa  on  prouve 
que  2,  racine  4'  de  t6,  est  le  chiffre  des  dixaines.  Otant  16  de 
54,  et  rétablissant  les  chiffres  séparés,  le  reste,  388  464 , ren- 
ferme les  quatre  autres  parties  de  ( a-\-by , ou  4 a/b  -f-6 a' b'... 
Mais  4 a3b  est  terminé  par  trois  zéro,  qui  proviennent  de  a‘; 
séparant  les  trois  chiffres  4^4»  Ie  reste  388  contient  4 fois  1® 
produit  des  unités  b, par  le  cube  du  chiffre  2 des  dixaines,  con- 
sidérées comme  unités  simples,  ou  4 X 8b=32,b;  388  contient 
en  outre  les  mille  qui  proviennent  de  6à‘b'1-{-. . . Le  quotient 
io,  de  388  divisé  par  32,  sera  donc  b,  ou  ~>b  : mais  il  faut  ré- 
duire b h 7,  ou  la  racine  à 27,  ainsi  qu'on  le  vérifie  comme  pour 
la  racine  cubique  {voyez  t.  I,  p.  92) , en  formant , comme  on 
le  voit  ci-après,  la  quantité  b (4«!  -f-6a’5  -+-/[ab*  -f-  b').  On 
trouve  le  reste  17023.  Pour  pousser  l’approximation  plus 
loin,  il  faut  ajouter  quatre  zéro  dont  on  sépare  trois,  et  diviser 

170230  par  4 en  faisant  a =27  : et  comme . . 

4a';l  = 4rt3  + l2a- ‘b  4*  1206“  4-  4^3.  on  voit  que,  pour  former 
ce  diviseur  4 a'3,  il  faut  ajouter  6 a^b  -f-  8 ab*  ■+■  3b7,  à la  partie 
entre  parenthèses  ci-dessus,  etc. 

54.8464  r a7,a  * 

*0  ) 3a  ier  divis. . AcC *. 53o63 

* 388-464  1 . 168 oa’b 168 

- ï7i  44 1 Sua 4fli' fois...  784 

I J u-ïio  aig. ** 3 fois...  1029 

53o63X7=37t  44»  a®  diviseur  7873à=4  ■*/ 1 
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Il  est  aisé  de  voir  que  cette  marche  de  calcul,  si  commode 
pour  trouver  chaque  diviseur  partiel , est  générale , quel  que 
soit  le  degré  de  la  racine  à extraire. 

488.  Les  tables  de  logarithmes  rendent  les  extractions  bien 
faciles;  mais  elles  ne  suffisent  plus  lorsqu’on  veut  approcher 
des  racines  au-delà  des  limites  que  ces  tables  comportent.  On 
fait  alors  usage  des  procédés  suivans. 

I.  Les  séries  (II,  p.  1 7)  servent  à extraire  les  racines  carrées 
avec  une  grande  approximation.  Pour  avoir  {/  IV,  coupez  IV  en  * 
deux  parties  a1  et  ± xz , dont  la  ire  soit  un  carré  exact,  et 
très  grande  par  rapport  à la  a';  \/  N = {/  (a4  zfcjr1)  sera 
donnée  par  une  série  très  convergente.  Soit,  par  exemple,  de- 
mandé \/%,  Je  cherche  \/8  = ; comme  8 = 9 — 1 , je 

prends  a = 3,  x*  = 1 ; d’où  [/ 8 = 3 (t  — T‘J  — ^...).  Pour 
rendre  la  série  plus  rapidement  convergente , prenez  les  trois 
premiers  termes,  qui  font  2,829,  et  comparez  à 8 le  carré  de 
cette  fraction;  vous  verrez  que  8 = 2,829’  — o,oo324i  > d’où 

|/8—  2,829.^1— gJ^_)  =*,82842  71247  462; 

enfin,  prenant  la  moitié,  vous  avez  1/2=1,41421  35623  732. 

Les  tables  de  logarithmes  donnent  la  ir*  approximation, 
qu’on  augmente  ensuite  par  le  procédé  ci-dessus.  ' 

On  a soin  de  conserver  tous  les  termes  de  la  série , qui,  ré- 
duits en  décimales,  ont  des  chiffres  significatifs  dans  l’ordre 
de  ceux  qu’on  veut  conserver  au  résultat;  le  i'r  terme  négligé 
doit  commencer  par  0,000000...,  jusqu’à  un  rang  plus  avancé 
que  le  degré  d’approximation  exigé. 

IL  Supposons  qu’on  connaisse  un  nombre  a approché  de  la 
racine  m’  de  IV;  soit  b la  différence  entre  N et  am,  , 

Ar=  am  ± b,  i/IV=  a±.z, 

z est  la  correction  que  doit  recevoir  a ; b et  x sont  de  petits 
nombres , et  on  aa"±i  = (a±t)*:  développant  et  repré- 
sentant par  m,  A' , A" , les  coefficiens  de  l’équ.  6,  p.  n,  on  a 

‘ -b  = z(mam~ ’ rt  A'za m-s -J-  A"s’>am~i ± . . .).  • 1 

« ■ « • . . 
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♦ Pour  UJie  Première  approximation,  ne  conservons  que  le  i« 
terme  de  cette  série,  b = mza^-‘y on  en  tire  une  valeur  de  g 

qui  substituée  dans  le  terme  ±Aza”>~%  et  négligeant  les  su i- 
vans , donne  ' 

Z=. j N — am 

2 ma- ± “ 2aX(m+l)a"‘  + (m~^’ 


en  éliminant  b = ± (N—  am).  Donc  ÿN=  a±z  devient 

\/N=a  X QN-l-(m—  t )am 
{m  — i)N+.  (m-f  ,)a™; 


d’où 


]/N=aX 

4 

\/N=aX 


3 pr+a* 

N+  3a’  » 

5iV+3at 

3iV+5a4’ 


l /N=ax 


2IV  4-  âs 
N -f-  2a3  ’ 


VN^aX 


31V -f-  2 a5 
2IV4- 3as’etc’ 


Par  ex.,  pour  [/ 65,  on  prend  a=8,  d’où 

• 1 65-f-iQa’ 

2072  „ , 

°U  157  ~ a'ob2257»  valeur  exacte  jusqu’à  la  5'  décimale.  On 

pousse  rapidement  l’approximation , en  faisant  plusieurs  fois 
successives  usage  de  la  formule;  ainsi  pour  4/8,  on  fait  d’a- 
bord a=2, 8,  eton  trouve  2,82842;  prenant  ensuite  0=2,8284=, 
d’où  a’  et  b ; ou  a enfin  la  même  valeur  de  4/8 , que  nous  avons 
obtenue  précédemment. 


„ ' Des  Nombres  figurés 

- , ' * •*'  +>.» 

48g.  On  donne  ce  nom  aux  nombres  suivans  : 


1« 

ordre 

I. 

L. 

1 . 

1. 

• . y . 

n.  1.  1. 

A 

r. 

I.  ..  . 

2e. 

r. 

2. 

3. 

4- 

5.  6»'  7. 

8. 

9- 

10.... 

3e. 

• • • * * 

I. 

3. 

6. 

10. 

i5.  ar.  a8. 

36. 

45. 

55.... 

4e- 

' * *» 

r. 

4- 

10. 

20. 

35.  56.  84. 

120. 

i65. 

220 . . 

5®. 

6®. 

I. 

5. 

6. 

i5* 
21 . 

35. 

56. 

70.136.210. 

126.252.463. 

33o. 

792- 

49-5- 

1287. 

7-5.....; 

2002....  » 

7*- 

y,..: 

1 . 

7- 

28. 

84.210.462.924. 

1716.3003. 

5oo5,elc.  ‘ '♦  '< 

\oici  la  loi  que  suivent  ces  nombres  ; Chaque  terme  est. 
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la  somme  de  celui  qui  est  à sa  gauche,  ajouté  à celui  qui  est  * 
au-dessus;  2002  = 1287  + 71 5.  De  cette  génération  , com- 
parée à celle  du  tableau , page  8,  on  conclut  que  les  nombres 
sont  les  mêmes,  mais  rangés  dans  un  ordre  différent.  Une  ligne 
de  ce  dernier,  telle  que  1.7.21.35.».-  est  ici  une  hypoténuse; 
on  a donc  T—  [mC  {p  — 0]  pour  valeur  d’un  ternie  quel- 
conque d’ordre  p,  ou  pris  dans  la  ligne  pc , et  sur  une  hypo— 
thénuse  m‘.  - , ; 

Prenons  deux  lignes  consécutives  : 


(p  — 1)*  ordre . . . 1 . a. . . . 5 . r.  s.  l.v . . . , 
p* A.,  > • Q.R-Sj  T'. . • , 

onii/si  4-  a...  .R.7=zQ  + r,  S — R + i,  T = S + 1. . . 

i°.  Sur  une  hypoténuse,  les  termes  se  dépassent  d un  rang 
dans  les  lignes  consécutives  ; tels  sont  T et  v.  Si  T est  le  n‘ 
terme  <ïe  l’ordre  p , ou  dans  la  ne  colonne  et  lap'  ligue,  v est 
le  (n+i)'  terme  de  l’ordre  p — 1 ; le  terme  de  la  ligne  précé- 
dente est  le  (n  -f  2)'  de  l’ordre  p — 2 . . ; pour  remonter  jus- 
qu’au 2e  ordre  1.2. 3..  m,  il  faut  donc  au  rang  n ajouter;;— 2, 
différence  des  deux  ordres;  c.-à-d.  que  le  terme  m,  u°  de  l’hy- 
poténuse, s’y  trouve  occuper  le  rang  n -\-p  — 2, 
m — n-\-p  — 2; 


l’équ.  Ttss.  mC  (p  — 1)  revient  donc  à (p.  4) 

.7T=[(n+/>—  2)  C{p—  0»  ou  («—-OU 

. • . ' • > . 1 

ou 

T: 


n 
~ 1 


n+ 1 

2 


ti-4-2  ra-f-p— 2 


p-i 
n-t-p — 2 


p o-f-i  P+ 2 »+P— 2 

i . a 3 u— 1 


(•o), 


en  développant  par  l’équ.-  (3),  p.  4 , et  Panant  les  facteurs 
du  numérateur  en  ordre  inverse.  On  emploie  de  préférence  la 
« oU  la  2e  de  ces  expressious  du  terme  général  T , selon  que  • 
p est  < ou  >■  n.  On  vérifie  même  ici  que  le  n'  terme  de  l’ordre 
p est  le  mèmg  que  lep*  de  l’ordre  n.  ^ - ' . * , 


« 


/. 
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Ejq  posant p= 3,4,5. on  a 
3*ordre,  i.3.  6.  io... . 7’=  \ n (n+i)  = [(n-f-0  Ca]; 

4' 1.4.10.20. . . 7’=  g n (n+i)  («*f  2)  = [(n+a)C3]  ; 

5{  .....  1 .5. i5.35. . . 7,==^n (ra-f-i)  (n-f-2)  (n f 3); 

2*.  En  comparant  les  termes  Tf  t et  S,  on  a 

• » 

T=mC(p — 1 ),  t=  ( m — 1)  C{p — 2),  S — ( m — 1 ) C{p — 1 ). 
Développons  et  réduisons  (équ.  3,  n°  476),  nous  trouvons 
T _ n+p—i 


n — 1 


xs=îtoxt 

p—i 


•(««). 


Ces  formules  servent  à déduire  les  uns  des  autres,  et  de  proche 
en  proche,  les  termes  qui  composent,  soit  la  ligne p',  soit  lare' 

♦ * * * * y n 1 1 ’ 

colonne.  Par  ex.  p ==  6 donne  T= -,  S.  Faisant  n — 1 , 

% n— i 

3,4,  .*  • on  trouve  §,»..•  pour  les  multiplicateurs  de 

chaque  terme  S du  6e  ordre , donnant  au  produit  le  terme 

suivant  T.  Pour  71  = 7 , t,  donne  f,  f,  |,. . . fac- 

teurs qui  servent  à passer  d’un  terme  t de  la  7'  colonne  au  sui- 
vant T. 

3°.  On  trouve  qu’en  ajoutant  les  deux  termes  de  rangs  n — 1 
et  ç de  3*  ordre,  la  somme  est  n*;  donc  la  somme  de  deux 
nombres  du  y ordre  successifs  est  un  carré  parfait,  et  tout  carré 
est  décomposable  en  deux  nombres  du  3'  ordre.  C’est  ainsi  que 
1 a i , carré  de  1 1 , est  la  somme  de  55  et  66,  qui  sont  le  i o*  et  1 1 • 
nombres  du  3e  ordre. 

4°.  Ajoutant  les  valeurs  de  A . . . R,S,T,  ...  ( p.  22  ) , on  a 
7’=i  + a.  . . 4- r ; ainsi  un  terme  quelconque  T’est 
la  somme  de  tous  ceux  de  l’ordre  précédent,  jusqu’à  celui  t 
qui  a le  même  rang;  ou  bien  le  terme  général  de  V ordre  p est 
le  terme  sommaloire  de  l’ordre  p — 1 ; donc  pour  obtenir  le 
terme  sommatoire  2,  ou  la  somme  des»  i,r  termes  de  l’ordre/», 
il  faut  changer  p en  p -f*  1 dans  l’équ.  10. 

t v 4 ‘ 

) CP  ou(n— 1)] 
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pour  le  7*  ordre,  par  ex.,  Z = [(n-f-6)  C7];  la  7*  série  arrêtée 
au  90  terme  a pour  somme  [i5  C7  ] =6435. 

5°.  On  verrait  de  même  qu’wn  terme  quelconque  du  tableau 
est  la  somme  des  termes  de  la  colonne  qui  précédé , limitée  au 
même  ordre ; c’est  d’ailleurs  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  pre- 
mière colonne  est  formée  des  mêmes  nombres  que  l’ordre  p, 
car  ces  termes  sont,  deux  â deux,  ceux  qui  se  reproduisent 
dans  une  même  hypoténuse , comme  étant  à distance  égale  des 
extrêmes  {V.  p.  5,  I). 

4qo.  Nous  avons  pris  pour  origine  de  notre  tableau  la  série 
t . 1 . 1 . . . , prenons  i .è'.S  . . . , et  suivons  la  même  généra- 
tion; le  2' ordre  sera  l’équidifférence  1 . i -f-^.  r-4-2J\  . . 

et  ainsi  des  ordres  suivans,  comme  on  le  voit  dans  ce  tableau, 
dont  le  précédent  n’est  qu’un  cas  particulier. 


1er 

ordre  i. 

f. 

t. 

t. 

t. 

a». 

1 

4- 

t. 

1 

4 

it. 

l 

4 

3<r. 

4 

4 1. 

3e. 

a 

4- 

3 

4 

3/. 

4 

4 

6 1. 

5 

4- 

10t. 

4e- 

3 

4- 

t. 

6 

-+- 

4* 

10 

4 

io£. 

i5 

4 

Int. 

5e. 

4 

4- 

t. 

10 

4- 

5t. 

20 

4 

i5 1. 

35 

4 

35 1. 

6®. 

5 

4- 

t. 

i5 

4- 

6 1, 

35 

4 

ai  t. 

7° 

4 

56/. 

Il  est  visible  que  tous  les  termes  ont  la  forme  T—  A -f-ZM  ; 
et  rapprochant  les  nombres  de  ceux  du  1"  tableau,  on  trouve 
que  A est  le  terme  de  même  rang  n dans  l’ordre  précédent />-*— r , 
et  que  le  facteur  B est  le  terme  de  même  ordre  p dans  le  rang 
précédent  n — 1 : 


7==n*  terme  de  l’ordre  (p — 1 ) -f-  [(n — 1 )*  terme  de  l’ordre p)]^. 


rrj  , n n + I 

T=<«- Oy-J- 


...!±z=î.re-i+ A 

p — i \n  — 1 J 


Tel  est  le  terme  général  de  ce  dernier  tableau.  Le  terme  som- 
matoire  Z de  l’ordre  p,  est  le  terme  général  de  l’ordre  p-f~  I, 
comme  ci-devant.  Par  ex.,  p— 3 donne,  pour  le  3e  ordre, 

T = n + \nï  (n-~i),z=i  n (n+O  [1+3  °* («-**)}• 


On  fait  dans  le  i*r  ex.  <J"=2,  et  les  carrés  1.4.9.16. ..  dé- 

■ 
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rivent  de  la  progression  impaire  i .3. dans  la  seconde 
série  ^=3,  etc. 


i . a.  2.  a.  2 '.  • .- 

i.3.  3.  3.  3:.. 

1.4.  4.  4.... 

i.  3.  5.  7.  9 

1.  4-  7-  >°.  i3... 

1.  5.  9.  i3...>  „ 

1.  4-  9-  >6-  25... 

I.  5.  12.22.  35... 

1.  6.  i5.  28. . . . 

r=«* 

3 

T=zn  (an — 1) 

„ n 4.  j an  ■+•  i 

2 - n»  " + 1 

^ n -f-  1 4" — 1 

a 3 

n . a 

2_„._TV  3 • 

4gi.  Si  l’on  coupe  le  côté  al  (fi g.  23)  du  triangle  alm  en  n — i 
parties  égales,  aux  points  b,d,f, . . . et  qu’on  mène  bc,de,fg... 
parallèles  à la  base  Im,  ces  longueurs  croissent  comme  les 
nombres  i.  2,3.4.*..  En  plaçant  un  point  en  a,  2 en  b,  etc, 
3 sur  de,  4 sur  fg. . . , la  somme  de  ces  points,  depuis  a,  est  suc- 
cessivement 1 . 3 .6. 10. ; et  le  triangle  alm  contient  autant  de 
ces  points  qu’il  est  marqué  parle  n'  de  ces  nombresdu3'  ordre, 
qu’on  a,  pour  cette  raison , nommés  triangulaires.  Ces  points 
sont  équidistans,  quand  le  triangle  est  équilatéral. 

De  même  dans  un  polygone,  de  m côtés , on  mène  des  diago- 
nales de  l’un  des  angles  a , et  l’on  divise  ces  lignes  et  les  côtés  de 
l’angle  a en  n — 1 parties  égales  : joignant  par  des  droites  les 
points  dé  même  numéro,  on  forme  n — 1 polygones  qui  ont 
l’angle  a commun,  et  m — 2 côtés  parallèles.  Les  périmètres  de 
ces  côtés  croissent  comme  1 .2 ,3  4* . ■ Qu’on  place  un  point  à 
chaque  angle , un  au  milieu  des  côtés  parallèles  du  2e  polygone, 
2 points  sur  chacun  des  côtés  du  3e,  etc.,  ces  côtés  contiendront 

1.2.3, points  déplus,  et  le  contour  des  m — 2 côtés 

parallèles  auront  chacun  m — 2 points  de  plus  que  dans  le 
précédent.  Faisons  ï—  m — 2,  l’aire  de  notre  polygone  con- 
tiendra donc  des  points  ^équidistans,  si  la  figure  est  régulière) 
en  quotité  marquée  par  le  n*  terme  de  la  série  du  3'  ordre , 
qu’on  tiredei  .ï.zi'.SS'...  C’est  ce  qui  a fait  nommer  Carrés , 
Pentagones , Hexagones...  les  nombres  de  ces  séries,  dont  nous 
avons  donné  les  termes  général  et  sommatoire,  pour  <^=2,3, 
4,...  ou  m~ 4,5,6. ..  En  général,  on  appelle  nombres  po- 
lygones, tous  ceux  du  3*  ordre,  parce  qu’ils  peuvent  être  équi- 
distans et  contenus  dans  une  figure  polygonale. 


2Ô  ALGÈBRE. 

Si  l'on  raisonne  de  même  pour  un  angle  trièdre , on  verra 
que  la  série  l. 4.  10.20...  représente  la  quotité  de  points  qu’on 
peut  y placer  sur  des  plans  parallèles,  ce  qui  a fait  nommer  ces 
nombres  Pyramidaux.  Les  nombres  polyèdres  composent  les 
séries  du  4e  ordre,  dont  nous  savons  déterminer  les  termes  gé. 
néral  et  sommatoire,  en  faisant  p =4  et  5.  L’analogie  a porté 
à généraliser  ces  notions , et  l’on  appelle  nombres  figurés  tous 
ceux  qui  sont  soumis  à la  loi  du  n°  489,  et  compri  s dans  le  tableau 
précédent , quoiqu’on  ne  puisse  réellement  représenter  tous 
ces  nombres  par  des  figures  de  Géométrie,  au-delà  du  4*  ordre. 

Sur  les  Permutations  et  les  Combinaisons , dans  le 
cas  où  les  lettres  ne  sont  pas  toutes  inégales. 


4g 2.  Effectuons  le  produit  du  poly- 
nôme a -f-  b c. . . , plusieurs  fois  fac- 
teur, en  ayant  soin  d'écrire , dans  cha- 
que terme,  la  lettre  multiplicateur  au 
Ier  rang,  et  de  laisser  à sa  place  chaque 
lettre  du  multiplicande. 

C..  aaa-j-aab-f-aac. . . -\-aba+abb -f-abc . . . -f -aca  + acb . . . 
baa+bab~{-bac . . . -f -bba-^-bbb  -\-bbc. . . -^■bca-\~bcb . . . 
caa-\-cab-\-cac . . . -f  cba ...  et  ainsi  de  suite. 

f • 

Le  produit  B est  formé  des  arrangemens  2 à 2 des  lettres  a, 
b,c. . C,  des  permutations  3 à 3,  etc.,  en  admettant  qu’une 
lettre  puisse  entrer  1 , 2 ,3 . . . fois  dans  chaque  terme , et  ainsi 
des  autres.  En  effet,  pour  que  deux  arrangemens  3 à 3 dont  a 
est  initial,  fussent  répétés  deux  fois  dans  C,  ou  qu’un  d’eux  fût 
omis,  il  faudrait  que  le  système  des  deux.lettres  à droite  de  a 
fût  un  arrangement  de  2 lettres  répété  lui-même,  ou  omis  dans  B. 

Le  produit  B a m termes  dans  chaque  ligne,  et  m lignes;  m 
étant  le  nombre  des  lettres  a,  b,c. , . Ainsi,  ilyam*arrangemens 
2 à 2;  le  produit  C a m lignes  chacune  de  m1  termes,  ce  qui  fait 
m3  arrangemens  3 à 3.  ..  enfin  mn  est  la  quotité  des  permuta- 


A.  . . <*+6  -f-c. . ■ . 

* a-j-b  -f -c . . . . 

B .  . ..  aa-t-ab-+-ac . . . 

ha-t~bh-\-bc . . . 
eo-j-ci-i-ce. . . 


a -(-6  -f - c. . . 
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lions  nàndem  lettres , quandehaque  lettre  peut  entrer  i ,5^3,. .. 
et  jusqu’à  n fois  dans  les  résultats  ; n peut  d’ailleurs  être  f>m. 
Par  ex.,  g chiffres  pris  4 à 4 donnent  g4,  ou  656 1 nombres  dif- 
féretis. 

La  somme  desarrangemens  de w lettres  i à i , 2 à 2 , 3 à 3,... 

7Tln 1 

n à n,  est  m -f-  m*  ■+■  ?nJ..  , + m",oum.  . Avec  5 chiffres 

1 ’ m — 1 


pris  seuls,  ou  a , ou  3 ensemble  , la  quotité  des  «ombres  qu’on 
peut  écrire  est  | ( 53  — i ) , ou  i55. 

Soient  n dés  A ,BtC...  à f faces  marquées  des  lettres  a, b, 
c. ; un  jet  de  ces  dés  produira  un  système  tel  que  abacc...  Si 
l’on  prend  le  i*r  dè  A,  et  qu’on  lui  fasse  présenter  tour  à tour 
ses  diverses  faces , sans  rien  changer  aux  autres  dés , le  système 
ci-dessus  en  produira  f-,  ainsi  nos  n dés  donnent  f fois  plus  de 
résultats  que  les(n — 1)  autres  dés  B , C...;  donc  deux  dés 
donnent  f1  hasards,  3 dés  donnent  f*,  4 dés  f\...  n dés  à f 
faces  produisent  fn  hasards.  Nous  regardons  ici,  comme  diffé- 
rens,  les  résultats  identiques , lorsqu’ils  sont  amenés  par  des 
dés  différent  ",  . 1 » 

Si  le  ier  dé  a/faces,  le  2'  le  3"  le  nombre  des  ha- 
sards est  fxf'xf-;  , 

4g3.  Soient  m places  vacantes  A, B , C. . . qu’üs’agit  de  faire 
occuper  par  m lettres,  savoir,  « places  par  a,  fi  places  par  h,  etc. 
Cherchons  de  combien  de  façons  on  peut  faire  cette  distribu- 
tion. Il  est  clair  que  pour  placer  les  «c  lettres  a , il  suffit  de  pren- 
dre a.  des  lettres  A,B,C,...  et  de  les  égaler  à a : cela  peut  se 
faire  d’autant  de  façons  qu’il  est  possible  d’égaler  3e  fois  à a, 
et  des  lettres  A , B , C...  [ mCa]  marque  donc  de  combien  de 
manières  on  peut  faire  occuper  a.  places,  sur  m qui  sont  va- 
cantes {Voyez  n°  478). 

Il  reste,  dans  chaque  terme,  m — a places  vacantes,  dont /S 
peuventêtre  remplies  par  la  lettre  i,  d’autant  de  façons  qu’il  est 
marqué  par  [m — et  C/3  ] ; le  produit  [mC<t]  X [(m — at)  C/3]  , in- 
dique de  combien  de  manières  on  peut  distribuer  a.  lettres 
et  /9  lettres  b}  dans  m places  vacantes. 
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’Sujf  les  m — « : — $ places  qui  restent  à occuper,  on  peut  pla- 
cer ^lettres  c,  et  chaque  terme  en  produit  un  nombre 
(m — <t— (3)  Cy,...  etc;  ainsi,  jusqu’à  ce  qu’il  n’y  ait  plus  de 
places  vacantes,  ce  qui  arrive  quand  on  a ôC5  = i.  Donc,  si 

Ton  veut  distribuer  les  m facteurs  af  $ c^...  de  toutes  les 
maniérés  possibles,  ou former  tous  les  arrangemens  quJ ils  peu- 
vent subir,  les  résultats  seront  en  nombre  marqué  par  N , for- 
mule (9),  page  14,  qui  est  le  coefficient  du  ternie  général  d’un 
polynôme. 

' Par  ex.,  les  10  facteurs  a’&V  d forment  des  permutations  en 

nombre  N = — lr-7- — 1° — ou  12600.  Les  7 lettres  du  mot 

2. 3. 4X2. 3X2 

Étienne  peuvent  être  arrangées  de  ^10  façons  différentes. 

Ce  coefficient  N exprime  aussi  combien  il  y a de  hasards  qui, 
avec  m dés  à f faces,  peuvent  amener  un  résultat  donné.  Car  si 
ces  dés  ont  sur  leurs  faces  les  ./'lettres  a,  b,  c, . . . et  si  l’on  veut 
que  tt  dés  offrent  la  face  a,  ce  sera  comme  si  « lettres  a de- 
vaient se  placer  dans  les  rangs  dont  le  nombre  est  m:  ce  qui 
donne  [mût]  hasards  pour  produire  «lettres  a.  Pour  que  fi. 
de  nos  m — a autres  dés  présentent  la  face  à,  il  faut  de  même 
faire  remplir  jS  places  sur  m — et  vacantes;  chacun  de  nos  ré- 
sultats précédens  en  produit  donc  [(m—  a)  Cj8],  et  ainsi  de 
suite. 


4g4-  Cherchons  les  combinaisons  des 

lettres  a,b,c, en  admettant  que 

chaque  facteur  puisse  entrer  plusieurs 
fois  dans  les  divers  termes  ( comme 
n°  493,  excepté  que  l’ordre  des  facteurs 
est  ici  indifférent).  Multiplions  plu- 
sieurs fois  par  lui-même  le  polynôme 
a-f-b+c. . . en  ne  prenant  pour  fac- 
teur d’un  terme  a,6,c . . . , que  les  ter- 
mes du  multiplicande  qui  sont  dans  la 
même  colonne  ou  à sa  gauche.  11  est  visible  qu’on  aura  pour 


a-f-  fi-4*  c-f*  * * 
a-l-  >^4* 

aa-fotl-b  cc+  dd.. . 

4 < ic-f-  cd'.ki 

-f-  ac-f-  bd. . . 

<4-  ad-  ■ ■ 

aaa+bbb+ccc+ddd. . . 
jrabb+bccÿcdd. . . 

^?aàb^~a£cérbdd. . . 
^ . J^bbcJfadd. . . 

_ it-atfcyccd, . 
-f-ooc-f- etc . . . 

. '*• 
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résultats  successifs  les  combinaisons  demandées  2 à 2,  3 à 3... 

Quant  aux  nombres  des  combinaisons , chaque  colonne  dftku 
produit  contient  autant  de  ternies  qu’il  y en  a dans  la  colonne 

qui  est  au-dessus,  plus  dans  celles  qui  sont  à gauche.  Si  1,  a, S, 
•y,...  sont  les  nombres  des  termes  des  colonnes  d’un  produit, 
ceux  du  produit  suivant  sont  donc 

Cette  série  se  tire  de  selon  la  loi  des  nombres  figurés 

(n°  489);  donc , pour  les  combinaisons  2 à 2,  les  colonnes  suc- 
cessives contiennent  1.2. 3. 4...  termes;  pour  les  combinaisons 
3 à 3,  elles  en  ont  i.3.6. 10...;  pour  celles  pà  p,  on  a la  série 
du  p'  ordre.  Le  nombre  total  des  combinaisons  , ou  celui  des 
termes  d’un  produit,  est  lasommc  delà  série,  étendue  à 2,3,4-.* 
colonnes,  selon  qu’on  a 1,2, 3...  lettres  à combiner.  Pour  n 
lettres  , il  faut  ajouter  les  n ie,s  termes  de  l’ordre/?,  c.-à-d. 
prendre  le  nc  tenue  de  l’ordre  p + 1.  Ainsi,  la  quotité  de  com- 
binaisons de  n lettres  p à p,  en  admettant  que  chacune  puisse 
y entrer  1 ,2,3...  p fois,  est  le  n'  nombre  de  l’ordre  p — (—  1 . Tl 
faut  donc  changer  p enp  -j-t  dans  l’équ.  (i  0)  page  22  : 


n-f-i  n-f-2 


(P+  O 


2 3 

p- ha  p + n—  1 
• »• 

2 n — i 


n+p  — i 

P 


(12). 


n peut  être>,  =ou<[/7.  Par  ex.,  10  lettres  4 à 4 donnent 
7 1 5 résultats  ; 4 lettres  1 o à 1 o en  donnent  286.  On  voit  d’ail- 
leurs que  n lettres , prises  p kp,  etp  -f- 1 lettres  prises  n — ià 
n — 1,  donnent  autant  de  combinaisons,  puisqu’on  peut  rem- 
placer n par  p -f- 1 , et  p par  n — 1 , sans  changer  T. 

La  même  équ.  (12)  en  changeant  p en  n,  et  nenp,  donne 
aussi  la  solation  du  problème  suivant,  dont  on  trouve  une  ap- 
plication dans  la  collation  des  grades  universitaires  des  Fa- 
cultés. On  a des  boules  de  p couleurs  différentes,  blanches, 
rouges , noires. . ; on  est  convenu  d’attribuer  à chaque  couleur 
une  signification , telle  que,  bon,  médiocre , mauvais...  Un 
nombre  n dè  personnes  expriment  leur  jugement  eu  faisant 
choix  chacun  d’une  boule  de  couleur  conforme  à son  opinion. 


\ 
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On  demande  le  nombre  de  combinaisons  que  le  résultat  peut 
pimenter? 

Il  s’agit  de  prouver  que  les  nombres  du  tableau  p.  ai, 
donnent  ces  nombres  de  résultats,  en  prenant  les  lignes  1,2, 3,... 
suivant  qu’il  y a des  boules  de  1 ,2,3...  couleurs,  et  prenant 
dans  cette  ligne  les  termes  de  rangs  2,3,4-->  selon  qu’il  y a 
1,2,3...  juges.  En  effet,  supposons  qu’on  ait  effectué  toutes 
les  combinaisons  dans  les  cas  de  boules  de  1 ,2  et  3 couleurs, 
jusqu’au  terme  1 o de  la  3e  ligne , et  cherchons  le  terme  1 5 qui 
suit,  pour  le  cas  de  trois  couleurs  et  de  trois  juges.  On  formera 
d’abord  les  résultats  suivans  qui  contiennent  des  boules  blan- 
ches : ? 

.•  V - 

3 Blanches,  2 bl.  1 noire,  1 bl.  2 noires,  i bl.  1 noire,  1 rouge 
2 bl.  i rouge,  1 bl.  2 rouges, 
de  plus  on  aura  les  résultats  privés  de  blanches  : 

2 noires,  2 rouges,  1 rouge,  t noire. 

Or,  sur  ees  10  combinaisons,  les  six  premières  sont,  dans ‘notre 
tableau ,’  le  nombre  qui  est  à gauche  de  10,  puisque  si  l’on  y 
supprimait  r blanche  partout,  on  aurait  tous  les  résultats  de 
3 boules  avec  3 couleurs;  et  le  chiffre  3 est  celui  qui  est  au- 
dessus  de  10,  le  nombre  de  combinaisons  de  3 boules  de  2 cou- 
leurs. Ainsi  tout  nombre  du  tableau  que  nous  voulons  former 
est,  ainsi  qu’on  l’a  vu  pour  le  tableau  p.  21,  la  somme  de  ee- 
lui  qui  est  à gauche  plus  celui  qui  est  au-dessus.  Ces  deux  ta- 
bleaux n’en  font  donc  qu’un  seul , et  on  a 

v s • 

* T=z  [(  n-\-p — 1 ) Cn,  ou  {p — 1)].  - \ 

/•  *K  ri  l 

Lorsqu’il  s’agit  des  grades  de  Facultés , on  ne  se’sert  que  de 
boules  de  3 couleurs,  et  le  nombre  des  juges  est  de  3 à 6 selon 
les  cas  = 3 donne  T~\  (n+  1)  ( 

Le  développement  de  (a  -+■  b-f-c...  )f  est  formé  (n°  483  ) 

" y /j  a'  * * - 

d’autant  de  termes  de  la  forme  Ncfb^c* . . q,u’on  peut  prendre 
de  nombres  différens  pour  les  exposans  a, (2, y,,.,  .leur  somme 

r ^ 
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demeurant  =p.L a quotité  totale  des  termes  est  donc  égale  à 
celle  des  combinaisons  php,  qu’on  peut  former  avec  les  n 
lettres  a,b,c,.„  en  leur  attribuant  tous  les  exposans  de  zéro 
à p.  Il  est  clair  que  T (p.  29)  est  le  nombre  de  termes  de  la  puis- 
sance p du  pofynome  a -)-  b -f-  c. . . 

Si  l’on  veut  la  somme  des -combinaisons  de  n lettres  i à i, 
2 à 2 , .. . p à p,  il  faut  ajouter  le  n‘  nombre  des  ordres  succes- 
sifs \.i.Z...p  -p- 1 dai^s  le  tableau  du  n°  489,  ou  la  n1  colonne, 
qu’on  sait  avoir  pour  somme  le  ( n-f-  i)e  nombre  de  même  or- 
dre p -f-  r.  Changeons  donc  n en  n-f-  1 dans  l’équ.  (12),  et 
nous  aurons , pour  la  somme  demandée. 


S*=  [(«-+-/»)  Cp , ou  n]  — 1. 

Cette  unité  soustractive  répond  aux  combinaisons  zéro  à zéro, 
qu’on  doit  omettre  ici.  Par  ex. , 5 lettres  combinées  depuis  1 à t , 
jusqu’à  4 à 4>  ou  4 lettres  delà  1 jusqu’à  5 à 5,  donnent  ce 

nombre  de  résultats  ^ ^ — 1 = ia5. 

1.2. 3. 4 

Si  l’on  veut  les  combinaisons  depuis  php,  jusqu’à  //  à p' , 
on  applique  deux  fois  la  formule  (aux  nombres  p et  p ),  et  l'on 
retranche  les  résultats.  5 lettres  prises  de  4 à 4 jusqu'à  6 à 6 
forment  461  — 125,  ou  336  combinaisons. 


4q5.  Proposons-nous  d’avoir  toutes  les  combinaisons  des 

lettres  du  monome  actbcy . . . prises  1 à 1,202,  3 h 3,  jusqu  à 
ladimension  «-f-  /3-j-y...  Les  exposans  1,2,  3,.. . «peuvent 
affecter  a;  de  même  1,2,  3,...  fi  pour  b,  etc.;  la  question  se 

réduit  visiblement  à trouver  tous  les  diviseurs  de  aab^cy . . ,, 
qui  sont  les  termes  du  produit  (note  page  35  du  itr  vol.). 

(1  + a-f-a‘...aa)  (t-f- b -f-  b*.,  .è^)  (1  +c.  . 

Le  nombre  des  termes,  ou  celui  des  combinaisons  demandé, 
est  (i-f-et)  ( (1 +>)•••  Par  ex.,  a?b*c‘,d‘  a 36o  diviseurs 

(6.5. 4. 3)  en  y comprenant  1 ; il  y a donc  35g  manières  de 
combiner  lés  facteurs  1 à 1,  2 à 2,  etc. 

Et  si  l’on  ne  veut  que  ceux  de  ces  diviseurs  qui  contiennent  a, 
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comme  les  autres  divisent  b^cv...,  et  que  ceux-ci  sont  en 
nombre  ( i + £ ) ( i -j-  >)...,  en  les  retranchant , il  reste 
« (i-f-jS)  ( i -f  y ). . . pour  la  quotité  des  diviseurs  qui  admet- 
tent a : comme  si  l’on  eût  apporté , près  de  toutes  les  com- 
binaisons sans  a , les  facteurs  a,a4,a:1,... 

Pour  savoir  combien,  parmi  £»s  diviseurs  de  a*bscv...,  il  en 
est  qui  renferment  ambn , je  prends  tous  ceux  de  cvd^ . . . , dont 
le  nombre  est  et  j’apporte  amb"  près  de 

chacun  : les  résultats  sont  donc  en  nombre  égal. 

Notions  sur  les  Probabilités. 

496.  Quand  on  attend  un  événement  du  hasard,  la  pru- 
dence consiste  à réunir  le  plus  grand  nombre  de  chances  favo- 
rables: l’événement  devient  probable  à raison  de  la  valeur  et 
de  la  quotité  de  ces  chances.  Des  événemens  sont  également 
possibles,  quand  il  y a autant  de  motifs  d’espérer  que  chacun 
arrivera , en  sorte  qu’ihy  ait  une  égale  indécision  pour  présumer 
celui  qui  sera  réalisé , et  que  des  joueurs  qui  se  partageraient 
ces  chances  en  même  nombre  pour  chacun , eussent  des  motifs 
égaux  d’espoir,  et  un  droit  égal  à le  voir  vérifié.  On  juge  du 
degré  de  probabilité  d’un  événement,  en  comparant  le  nombre 
des  chances  qui  l’amènent,  au  nombre  total  de  toutes  les  chances 
également  possibles.  .*.*■' 

• La  probabilité  se  mesure  par  une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur est  la  quotité  de  tous  les  événemens  également  possibles, 
et  dont  le  numérateur  est  le  nombre  des  cas  favorables.  Je  veux 
amener  5 et  2 avec  deux  dés  dont  les  faces  portent  1 ,2,3,4, 
5 et 6;  il  n’y  a que  deux  cas,  sur  36  également  possibles,  de 
voit  5 et  2 arriver  ; donc  la  probabilité  est  — ou  Si  j’espère 
amener  7 pour  somme  de  points,  je  compte  trois  cas  doubles, 
qui  me  sont  favorables,  5 et  2, 6et  1,  4 et  3 ; j’ai  donc  ^ ou 
pour  probabilité  : il  y a 1 à parier  contre  5 qu’on  réussira. 

Il  faut  donc  nombrer  toutes  les  chances  possibles  et  égales , 
puis  celles  qui  sont  heureuses , et  former  une  fraction  de  ces 
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deux  nombres.  Quand  la  probabilité  est  > -,  il  y a vraisem- 
blance; incertitude , si  cette  fraction  est  c.-à-d.  qu’on  peut 
indifféremment  parier  pour  ou  contre  V événement.  La  proba- 
bilité devient  certitude  quand  la  fraction  est  i,  puisque  tous 
les  événemens  possibles  sont  alors  favorables.  En  réunissant  les 
probabilités  pour  et  contre  un  événement,  on  trouve  toujours 
l’unité. 

Nous  allons  faire  plusieurs  applications  de  ces  principes. 

Sur  32  cartes  mêlées,  12  sont  des  figures,  20  des  cartes  blan- 
ches ; la  probabilité  d’amener  une  figure , en  tirant  une  seule 
carte,  est  p = |.  Il  y a donc  3 à parier  contre  5 qu’011  amènera 
une  figure , 5 contre  3 qu’on  tirera  une  carte  blanche.' 

Sur  m cartes , il  y en  a p d’une  sorte  désignée  ; quelle  est  la 
probabilité  d’en  tirer  m'  qui  soient  toutes  de  cette  espèce  ? Le 
nombre  des  cas  possibles  est  mCm'-f  celui  des  cas  favorables 

est  pCni  ; la  probabilité  demandée  est  — Sur  un  jeu  de  52 

cartes,  par  ex.,  il  y a i3  cœurs;  en  tirant  3 cartes  au  hasard, 

la  probabilité  qu’elles  sont  toutes  trois  des  cœurs  est 

i3C3  : 52  C3  ou  environ  ~. 

Surmcartes,  ilyaacœurs,  a piques,  etc., -on  tire  m -f- m" 
cartes  ; quelle  est  la  possibilité  qu’elles  sont  m' cœurs  et  m"  pi- 
ques? mC(m’-\-m")  est  le  nombre  de  tous  les  hasards  possi- 
bles. Les  a cœurs,  combinés  m' à rn,  forment  aCm'  systèmes; 
les  «'piques,  a!  Cm"  : en  accouplant  ces  chances  ( n°  4/8),  le 
nombre  des  favorables  est  [«CWJ . [a' Cm'1]  ; c’est  le  numéra- 
teur cherché.  Il  serait  [aCm']  [a' Cm"],  [a"  Cm"] , s’il  y avait 
en  outre  a"  carreaux  dont  on  voulût  tirer  m",  etc. 

La  roue  de  loterie  contient  m numéros  dont  on  tire  p ; un 
joueur  eri  a pris  m'  ; quelle  est  la  probabilité  qu’il  en  sortira  , 
précisément  p' ? Le  nombre  total  des  chances  est  mCp,  déno- 
minateur cherché.  On  a trouvé  (n°  47S)  le  nombre  des  chances 
favorables,  ainsi , le  numérateur  est 

. X=[(m — m')  C (/p — p')]  [ m'Cp 

Dans  laLoterie  deFrance,  tw  = 9o,/>=5,  le  dénominateur 

T II.  3 ’ 
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est  90  C5=43  g4g  268.  Qu'un  joueur  ait  pris  20  numéros, 
par  ex.,  m — 20,  s’il  veut  qu’il-  en  sorte  précisément 

t = p',  numér.  20  [70C4]  probabil.  0,4172 

2 —p' 20.-*.  [70C3]  ....  0,2367 

3 =p'  ......  20.  ^.^.[,70  £2}  ....  0,0626 

4 =p’  7o[2oC4]  ....  0,0077 

5 =p'  [2oC5]  .-. ..  o,ooo3. 


Si  l’on  veut  qu’il  sorte  au  moins  1 numéro,  c.-à-d.  qu'il  en 
sorte  1,2, 3, 4 ou  5,  il  faut  prendre  la  somme  0,7245.  Pour 
qu’il  en  sorte  au  moins  2 / ajoutez  ces  résultats , excepté  le  ier; 
la  probabilité  est  0,3073,  etc.  Si  vous  voulez  qu’il  ne  sorte 
aucun  DUinéro,  faites  p‘  nul,  ou  prenez  le  complément  de 
0,7245  à j ; vous  aurez  0,2755. 

Ces  problèmes  peuvent  s’énoncer  ainsi  : sur  m cartes , il  y en 
a m'  désignées;  on  en  tire  p,  et  on  veut  qu’il  y en  ait,  ou  pré- 
cisément, ou  au  moins , p'  prises  parmi  les  désignées  : trouver 
la  probabilité?  Par  ex.,  un  joueur  de  piquet  a reçu  r2  cartes  , 
d’où  il  conclut  que , parmi  les  20  autres , il  y a 7 cœurs  ; quelle 
est  la  probabilité  que  s’il  reçoit  encore  5 cartes , il  y aura  pré- 
cisément 3 cœurs?  m = 20,  m'=7,  p~5,  p'=3\  d’où  ré- 

suite  = ■ —7  , environ  77.  En  raisonnant 

20  C5  i55o4  7 

comme  ci-dessus  , on  aurait  pour  la  probabilité  qu’il  viendra 
au  moins  3 cœurs , r£~zz,  ou  environ  . 

On  a dans  une  bourse  12  jetons,  dont  4 blancs , on  en  tire  7, 
quelle  est  la  probabilité  qu’il  y en  a précisément  3 blancs? 
m=z  12,  m'  =4)  P — 7 • /,'=3,  d’où  on  tirefff,  à peu  près  77. 
La  probabilité  de  tirer  au  moins  3 jetons  blancs  sur  7 est 
497.  Deux  événemens  A,  A sont  amenés  par  p , p'  causes  ; 
il  y en  a q , <?'  qui  s’y  opposent  ; on  admet  qu’il  peuvent  arri- 
ver ensemble  ou  séparément , et  qu’ils  sont  indépendaus  l’un 
de  l’autre  : on  demande  quelles  sont  les  probabilités  de  tous  lès 
cas.  Imaginons  deux  dés,  l’un  à p + q faces  colorées,  p én 
bfônc  , q en  noir  ; l’autre  à p + q’  faces  colorées , p en  rouge 
’Sfàlf  r‘ 
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q’  eu  bleu  : ii  est  visible  que  le  jet  de' chacun  de  ces  dés  séparé- 
ment amène  des  résultats  comparables  à nos  deux  événeineus. 
lésera  réalisé,  si  l’on  amène  l’une  des  p faces  blanches , et  il 
ne  le  sera  pas,  si  l’on  amène  l’une  des  q faces  noires,  etc.  Le 
nombre  total  des  hasards  (p.  37  ) est  (p  + q)  X (/»  ■+’?  ) dé- 
nominateur commun  de  tontes  nos  probabilités. 

Si  l’on  veut  qu’une  face  noire  et  une  rouge  arrivent  ensemble 
les  q faces  noires  et  les  p rouges  offrent,  qp'  combinaisons,  ce 
sont  les  cas  favorables;  donc  la  probabilité  est 

7P 7 P . 

(.P+7)  (p+7')  P +7  P +7" 

c’est  celle  de  voir  arriver  A'  sans  que  A ait  lieu.  lien  sera  de 
même  des  autres  cas. 

Observez  que  nous  avons  ici  le  produit  des  probabilités  re- 
latives à chacun  des  événemens  souhailés;  donc  si  des  événe- 
mens sont  indépendans  les  uns  des  autres,  la  probabilité  qu’ils 
arriveront  ensemble  est  le  produit  de  toutes  les  probabilités  re- 
latives à chacun  séparément.  Ce  théorème  des  probabilités 
composées  u’cstiei  démontrée  que  pour  deux  événemens  ; mais 
s’il  y en  avait  un  3'  A“,  ou  un  3e  dé  à p1'  -f-  7"  faces  , le  même 
raisonnement  s’appliquerait,  et  justifierait  la  conséquence 
énoncée. 

Par  un  jet  de  deux  dés  à 6 faces , on  veut  amener  4'et  as  ; 
quelle  est  la  probabilité  de  succès?  Eu  ne  considérant  qu’un 
dé , il  y a six  hasards , dont  deux  favorables  (4  ou  as),  pro- 
babilité simple  | ou  j;  mais  ce  i,r  cas  étant  arrivé,  le  2®  dé 
doit  encore  amener  l’autre  point  (as  ou  4),  autre  probabilité 
simple  j ; donc  probabilité  cherchée  | X -j  = ~;  comme  si  l’on 
eût  comparé  les  2 cas  favorables,  aux  36  hasards  possibles. 

On  a séparé  les  couleurs  d’un  jeu  de  32  cartes , en  4 paquets, 
8 cœurs,  8 carreaux  , etc.  ; on  demande  combien  on  peut  parier 
d’amener  l'une  des  3 figures  de  cœurs?  comme  on  ignore  quel 
est  le  paquet  qui  contient  les  cœurs,  j est  la  probabilité  sim- 
ple qu’on  s’adressera  à cet  assemblage  : mais  dans  ce  cas  même, 
suv  8èartes,  il  faut  tirer  l’une  des  3 figures,  autre  probabilité 

3.. 
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simple  donc  celle  qu’on  demande  est  compose'e  des  deux 
précédentes,  ou 

Quand  les  probabilités  se  composent,  elles  s’affaiblissent, 
'puisqu’elles  résultent  du  produit  de  plusieurs  quantités  < i. 
Un  homme  dont  la  véracité  m’est  connue  m’atteste  un  fait 
qu’il  a vu;  j’évalue  à 7^  la  probabilité  qu’il  11e  veut  pas  me 
tromper,  et  qu’il  n’a  pas  été  induit  lui-même  en  erreur  par  ses 
sens.  Mais  s’il  ne  tient  le  fait  que  d’un  témoin  aussi  véridique, 
la  probabilité  n’est  plus  que  de  -^X  -75,  ou  à peu  près  î. 

S’il  y avait  ainsi  20  intermédiaires,  on  n’aurait  plus  que^^-J  , 

c.-à-d.  pas  même  5 : il  y aurait  7 à parier  contre  1 que  le  fait 
transmis  est  faux,  quoique  tous  les  intermédiaires  soient  éga- 
lement .véridiques.  On  a comparé  cette  diminution  de  la  pro- 
babilité , à l’extinction  de  clarté  des  objets  , vus  par  l’interpo- 
sition de  plusieurs  morceaux  de  verres. 

4q8.  Quand  les  probabilités  simples  sont  égales  entre  elles, 
le  résultat,  ou  produit,  est  une  puissance  de  cette  quantité.  Un 
événement  A est  amené  par/;  causes,  il  y en  a q qui  s’y  op- 
posent; quelle  est  la  probabilité  d’amener  k fois  A en  n coups? 

Il  est  clair  qu’à  chaque  coup  la  probabilité  simple  est 


P+Q 


pour  A , et  — %—  contre.  Si  l’événement  se  réalise  k fois  on 

P+1 

a la  puissance  k de  la  irc  fraction,  et  s’il  n’a  pas  lieu,  les  n — k 
autres  coups,  on  a la  puissance  n — k de  la  2'.  Donc,  en  mul- 
tipliant ces  deux  puissances,  il  vient  la  probabilité  composée 

(H-?)"’ 

qui  exprime  qu’en  n coups,  A sera  précisément  arrivé  k fois, 
l’ordre  de  succession  des  événemens  étant  fixé  d’avance.  Mais 
si  cet  ordre  est  arbitraire  , il  faut  répéter  2 autant  de  fois  qu’on 
peut  combiner  ces  résultats , savoirlesn  fois  que  l’événement^ 
arrive,  avec  les  n — k où  il  n’a  pas  lieu,  facteur  [nCk~\  : donc 
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z X [nCk~\  est  la  probabilité  que  A arrivera  k fois  eu  n coups, 
sans  désigner  ceux  où  il  devra  se  réaliser. 

Et  si  l’on  veut  que  A arrive  au  moins  k fois,  on  changera 
ici  k en  k,  k 4-  1 , . . . jusqu’à  n , et  l’on  prendra  la  somme  des 
résultats. 

Donc  le  dénominateur  de  la  probabilité  cherchée  est  (p-hq)"' 
le  numérateur  s’obtient  en  développant  ce  binôme,  et  s’arrêtant 
au  terme  où  entre  pk,  qu’on  prendra  sans  ou  avec  son  coeffi- 
cient, selon  qu’on  voudra  avoir  ou  n’avoir  pas  égard  aux  k 
rangs  où  A se  réalise  en  n coups.  Et  si  l’on  veut  que  A arrive 
au  moins  k fois,  et  au  plus  k’  fois,  en  n coups,  on  ajoutera 
tous  les  termes  où p aies  exposans  k,  k - f-  r , . . . k'. 

Par  ex.,  un  dé  à 6 faces  en  a 2 qui  sont  favorables  à un 
joueur  ; il  faut , pour  qu’il  gpgne , qu’en  4 coups  il  amène  3 fois 
l’une  ou  l’autre  (ou , eu  un  seul  jet  de  4 dés , il  faut  que  3 faces 
soient  favorables) ; on  demande  la  probabilité  du  gain?  J’ai 
f)  — 2,  q — 4,  puis  (p  -+■  q)4  s=6*=  1296  = 

p 4 = i6coupsquiamènent4foisl’unedesfacesfavorab  . 

+4 p3q  = 128 3 

-J-ôp’ÿ1  = 384...» ., ..  a * 

4-4 pq'  = 5 12 1 

+ o'  = a56 o 

* ■■  i 

Somme = 1296  = {p  4-  dénominateur  des  probabilités.. 

• . * "J  “ ! I . f-  . S ' . 4 

Donc  la  probabilité  d’amener  précisément  3 fois  l’un  des  cas 
favorables  est  ~ ou  on  divisera  par  le  coefficient  4,  si 
l’on  doit  désigner  l’ordre  où  ils  arrivent,  etl’on  aura—;  enfin, 
ajoutant  les  deux  i*r5  nombres,  on  a — ‘/ë  «n  5,  pour  la  proba- 
bilité que  les  faces  favorables  se  présenteront  au  moins  3 fois. 
Quel  est  le  sort  de  deux  joueurs  SI  et  N d’égaleS  forces;  il 
manque 6 points  à M pour  gagner  la  partie,  et  il  en  manque 
4 à IV?  La  somme  de  ces  points  est  10  ; je  forme  la  9e  puissance 
dep  4 -q\  je  réserve  pour  SI  les  \ 1 termes  (où  l’exposant 
de  p est  au  moins  6),  je  prends  pour  N les  6.  autres  lerinej; 
enfin'je  fais  p ~ q =r.  1,  Je  trouve  i3o  d’une  part,  38?.  de 
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l’autre,  et  la  somme  totale  5i2  : le  sort  de  M , ou  la  probabi- 
lité qu’il  gagnera,  est  celle  de  Arest  Si  la  partie  était 
rompue  avant  de  tenter  rien,  l’enjeu  devrait  être  partagé  entre 
M et  N dans  le  rapport  de  i3o  à 382 , à très  peu  près  comme 
i à 3 : c’est  aussi  le  prix  qu’ils  doivent  vendre  leurs  prétentions 
à l’enjeu  , s’ils  consentent  à céder  le  droit  qu’ils  y ont.  Quand  la 
force  des  joueurs  est,  par  ex.,  comme  3 à 2 , c.-à-d.  quand  M 
gagne  ordinairement  à A’,  3 parties  sur  5,  ou  que  M cède  à A’ 
1 point  sur  3 pour  égaliser  les  forces,  le  calcul  est  le  même  en 
posantp  = 3 et  q — i.  Dansce  cas,  on  trouveque  le  sort  de  M 
esta  celui  de  AT  environ  ” 14  t i5. 

499.  Il  arrive  souvent  que  les  causes  sont  si  cachées,  ou  se 
croisent  d’une  manière  si  variée  , qu’il  est  impossible  de  les 
démêler  et  d’en  nombrer  la  multitude  : les  principes  exposés 
précédemment  ne  peuvent  plus  recevoir  d’application.  On  con- 
sulte alors  l’expérience,  pour  s’assurer  si  les  événemens  sont 
assujettis  à un  retour  périodique , d’où  l’on  puisse  conjecturer 
avec  vraisemblance  que  la  cause  inconnue  qui  les  a ramenés 
souvent  sous  un  ordre  régulier,  agissant  encore  , les  reproduira 
dans  le  même  ordre.  Le  nombre  de  ces  retours  est  substitué  à 
celui  des  causes  mêmes  dans  les  calculs  de  probabilité.  Un  dé 
jeté  10  fois  de  suite  a présenté  9 fois  la  face  a ; il  y a donc 
dans  l’action  qui  le  pousse , dans  sa  figure , sa  substance , quel- 
que cause  cachée  qui  produit  le  retour  de  9 fois  la  face  a : si 
1 00  épreuves  ont  ramené  de  même  90  fois  cette  face  a , la  pro- 
babilité 7^  favorable  à ce  retour  acquiert  une  grande  force , 
qui  s’accroît  encore  quand  les  épreuves  multipliées  s’accordent 
avec  cette  supposition  ; puisque  si  l’on  pouvait  faire  un  nom- 
bre infini  d’épreuves,  qui  toutes  présentassent  9 fois  sur  10  la 
face  a-,  on  aurait  la  certitude  de  l’hypothèse. 

C’est  ainsi  que  constamment  l’expérience  a prouvé  les  faits 
suivans,  dont  il  est  impossible  d’assigner  les  causes. 

i°.  Le  nombre  des  mariages  contractés  dans  un  pays,  pour 
une  durée  quelconque  déterminée,  est  à celui  des  naissances 
et  à la  population  à*  très  peu  près,  “ 3 : i4  l 3g6. 


PROBABILITÉS.  3g 

2*.  Il  naît  ensemble  i5  filles  et  16  garçons. 

3".  La  population,  le  nombre  des  naissances,  celui  des  morts 
et  celui  des  mariages  sont  ::  2037615  î 71 896  : 67  700  : 1 5 345; 
à très  peu  près , par  an , les  naissances  sont  le  28* , les  morts  le 
3o*,  et  les  mariages  le  i3a'  de  la  population.  La  différence  — 
des  naissances  aux  morts  est  l’accroissement  annuel  de  la  po~ 
' puiatioo.  8 1 

4®-  La  durée  des  générations  de  père  en  fils  est  de  33  ans. 

5°.  Le  nombre  des  morts  du  sexe  masculin  est  à celui  du 
sexe  féminin  ::  • *3  ; et  dans  un  pays  quelconque , le  nom- 

bre des  vivans  du  i*r  sexe  est  à celui  du  2'  ” 33  ; 29. 

6°.  Les  décès  mâles  sont  le  58®,  les  féminins  le  6t'  de  la  po- 
pulation : à Paris,  la  totalité  des  décès  n’est  que  la  32*  du 
nombre  des  habitans;  ces  décès  s’élèvent  annuellement  à 22700, 
terme  moyen,  et  les  naissances  à 24800. 

70.  La  moitié  de  toute  population  est  au-dessous  de  a5  ans, 
et  tous  les  25  ans,  une  moitié  est  renouvelée. 

8°.  En  France,  le  66'  de  la  population  se  marie  chaque  an- 
née. La  durée  de  la  vie  moyenne  est  de  28  ans 

90.  Les  rebuts  annuels  de  la  Poste  aux  lettres  de  France 
sont  de  19000 , etc. . . . 

C’est  sur  ces  considérations  qu’on  établit  les  Tables  des  po- 
pulation et  de  mortalité  : on  peut  consulter  à ce  sujet  Y An- 
nuaire du  Bureau. des  Longitudes. 

Nous  ne  dirons  rien  de  plus  sur  la  doctrine  des  probabilités, 
qui  est  si  étendue  qu’elle  fait  la  matière  des  Traités  spéciaux. 
Voy.  ceux  de  MM.  Laplace,  Lacroix,  Condorcet,  Duvillard,  etc. 
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II.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS. 


Composition  des  Équations . 

• . ■ ' . . O 

5oo  Après  avoir  transposé  et  réduit,  toute,  équation  a la 
forme 

kxa pxn~‘ -{■  qxu~'1  \ . .-f-tx-f-  u = o (i) 

que  nous  représenterons  par  (*)f(x)—  o ; k , p , q . . . « sont 
des  nombres  connus  positifs , négatifs  ou  zéro.  On  appelle  ra- 
cine toute  quantité  a qui  substituée  à arréduity (x)  à zéro,  sa- 
voir f (a)  = o , ou  kan -f- pan~'  +.  . . -f-  u — o. 

Soit  pris  au  hasard  un  nombre  a , divisons  le  polynôme  (i) 

par  x — a : soit  R le  reste  numérique, 

kxn~'  -f-  p xn~ 4 -f-  q'xn~ :t. . . +/  le  quotient  de  cette  division. 
Ce  quotient  multiplié  par  x — a,  étant  augmenté  de  R , doit 
reproduire  identiquement  le  dividende  (i).  Ce  calcul  donne 

f{x)-=zkxn-^-p'  xa~'-\-q'  ar*~’  + r'  aH*"3.  . . . -f-  ( jr  -j- 

— ak  yr—ap'  — aq  — as'  — al' 

et  puisque  l'on  doit  retrouver  ici  tous  les  termes  du-  poly- 
nôme f{x),  le  facteur de  xa~‘  ne  doit  être  autre  chose  que 


(*)  Toute  expression  analytique  contenant  une  grandeur x est  dite fonction 
de  x.  Les  fonctions  algébriques  sont  celles  qui  ne  comportent  que  les  opéra- 
tions d’algèbre,  jusques  et  y compris  les  extractions  de  racines;  les  fonctions 
trancendantes  renferment  des  logarithmes , des  exponentielles , des  arcs  de 
cercle,  sinu»,  cosinus On  n’exprimè,  dans  une  fonction,  que  les  quan- 

tités auxquelles  on  veut  avoir  égard , d’après  le  but  qu’on  se  propose.  F(x) , 
/(x),  <p  (x}...  désignent  des  formules  où  la  lettre  x est  combinée  de  diverses 
manières  '-/(x)  et  f(zi,  qui  ont  le  même  signe  f , indiquent  que  les  lettres  x 
et  s y sont  engagées  de  même , en  sorte  que  les  fonctions  deviennent  identi- 
ques lorsqu’on  change  x en  z.  Par  ex./  ( y tz  -+-«)  signifie  qu’il  existe  une  fonc 
lion  /(x)  où  l’on  a remplacé  x par  (y/z-t-a).  Dé  même  F (x>  -f-/*  ) indique 
qu’on  a remplacé  f par  dans  une  fonction  F(s). 
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p — ak , qui  dans  le  produit  affecte  aussi  xM~‘  : de  même 
q — q — ap  , r = r' — aq  ..  .u  — R — a( . Transposant  les 
termes  négatifs,  il  vient 

p'—p  -\-ak,  q' -=.q-\-ap  , r -—r  + aq  . . . R = u~f-  at'  (2). 
Ces  équ. , toutes  de  même  forme , servent  à déduire  successi- 
vement les  uns  des  autres  les  coefliciens  p , q',  r' . , . du  quo- 
tient, et  le  reste  R : car  chacun  se  compose  du  coefficient  de 
meme  rang  dansf(x) , plus  du  produit  par  a du  coefficient 
précédent.  -t 

Voici. des  exemples  de  ce  genre  de  calculs  .- 
Diviser  4^ — 1 oxl  -j-  6xs  — ’jx1  -f-  gx  — 11  par  x — 3. 

Quotient4a^ — 2X1  4-  2a:1 — 3a:  -f-  3 reste  — 5. 

Après  avoir  écrit  4ar4>  t"  terme  du  quotient,  on  forme 
4'X  2 — 10=  — 2 qui  est  le  coefficient  de  x3  ; celui  dex! 
est — 2 X 2 -f-  6 — -J-  2 ; ensuite  2 X 2 — 7 = -*-  3.,  etc.  ^ 

’ Si  le  diviseur  esta:  -j-  2,  le  facteur  numérique  est  partout — 2, 
et  le  quotient  est8  V » , ’ 

r» 

4x<  — 18a:1  4-  4ax'  — gix  -f-  1 91 . . . » reste  — 3g3. 

Mais  on  peut  aussi  trouver  l'un  des  coefliciens  indépendam- 
ment de  tout  autre;  car  en  éliminant  successivement  p',  q', . . . 
entre  les  équ.  (a) , il  vient  , 

pr  -=ka- f-  p , q'z=ka*  4-  pa-+-q , r~  kài+pa,i+qa+  r . . . 
fl  ï=  kam  4-  pam~'  -f-  qam~*  4-  ram~' . . .4-  ta  -f-  u—f (a). 

Ainsi  pour  former  un  coefficient  quelconque  de  rang  i dans 
le  quotient,  il  faut  prendre  Jes  f premiers  termes  de  /(x),  rem- 
placer x par  a , et  supprimer  les  puissances  de  a Communes  à 
tous  les  termes  ■,  et  quant  au  reste  fl  de  la  division , il  est  formé 
du  polynôme  proposé  /(x) , où  l'on  a fait  x = a , savoir/1  (a). 

Et  comme  ce  reste  fl  est  ou  n’est  pas  nul , selon  que  a est  ou 
n’est  pas  racine  de  l’équ./1  (x)  — o,  on  voit  que  le  polynôme 
/ (x)  est  ou  n’est  pas  divisible  par  x — a , selon  que  a est  ou 
n’est  pas  racine  de  l’équ.J'(x)  = o. 

Le  mode  de  calcul  indiqué  ci-dessus  est  très  commode  pour 
trouver  le  quotient  de  f(x)  : ( x — a)\  reconnaître  si  a est  ra- 
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ciné , et  enfin  obtenir  le  résultat  numérique  de  la  substitution 
d’un  nombre  donné  a à la  place  dex  dans  un  polynôme  /(x). 

5oi.  Nous  supposerons  qu’on  soit  assuré  que  toute  équ.  a 
’ une  racine,  au  moins , sujet  sur  lequel  nous  reviendrons,  et 
nous  ferons  k — i , ce  qui  n’ôterien  à la  généralité,  puisqu’on 
peut  diviser  toute  l’équ.  (i)  par  k.  Si  a est  racine  de  cette  équ. 
on  a identiquement/ (x)  = (x — a)Q,  Q étant  un  polynôme 
de  degré  n — i . 

Or  si  b est  racine  de  l’équ.  Q = o,  x — b doit  diviser  Q ; 
d’où  Q = (x  — b)  Q',  f(x)  = (x  — a)  C x — b)  Q'. 

De  même  c étant  racine  de  Q'  = o , on  a 

Q'  = (x  — c)Q" , /(*)  = (x  — a)  (x  — b)  ( x — c)  Q", 

Les  degrés  des  quotiens  s’abaissant  successivement  à chaque 
facteur  binôme  mis  en  évidence,  il  est  clair  qu’après  (m — i) 
divisions , on  arrivera  à un  quotient  x — / du  Ier  degré.  Donc, 
en  admettant  que  toute  équation  ait  une  racine,  f (x)  de  degré  n 
est  formé  du  produit  de  n facteurs  binômes  du  premier  degré, 

f{x)  = (*  — a)  {x  — b)  (x  — c) {x  — /). 

Cette  équ.  est  identique,  et  la  dissemblance  des  deux  membres 
disparaîtrait,  si  l’on  effectuait  les  calculs  indiqués.  Et  puisque 
f(x)  devient  nul  lorsqu’on  prend  pour  x l'un  quelconque  des 
nombres  a,  b,  c . . , toute  équ.  f (x)  = o a n racines,  qui  sont, 
en  signes  contraires,  les  seconds  termes  de  ses  n facteurs 
\ binômes. 

• t 

Prouvons  qu’on  ne  peut  en  outre  décomposer  f (x)  en  d au- 
tres facteurs  (x  — a')  (x  — b')  (X  — c') . . . les  grandeurs  », 
h',  c . . . étant,  toutes  ou  plusieurs , différentes  de  a,  b,  c.. . 

Pour  cela,  montrons  opte  si  le  binôme -s. — b divise  exacte- 
ment le  produit  de  deux  polynômes  A et  B rationnels  et  entiers 
par  rapport  à x,  l’un  au  moins  de  ces  polynômes  est  divisible 
parx  — h.  En  effet , supposons  cju’en  divisant  A et  B par  x — h,. 
on  ait  les  quotiens  A'  et  B',  et  les  restes  numériques  * et  /3,  ou 

A = A'(x  — h)  + a,  R = B'  (x  — h)  -f-  fi. 
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En  faisant  le  produit  AB,  on  trouve  que  x — h entre  comme 
facteur  de  tous  les  termes,  excepté  de  ct/3,  qui  étant  un  nombre, 
ne  peut  être  divisible  parx  — h,  à moins  que  l’un  des  restes 
ne  soit  nul.  Donc , etc.  j ■■■.>•■  „ 

D’après  cela,  puisque f{x)  — (x  — a)  Q,  et  qu’on  suppose 
que  x — a divise,/- (x) , il  faut  que  (x  — a)  Q , ou  plutôt  Q, 
soit  divisible  par  x — a.  De  même  pour  Q',  dans  Çz=(x—b)Q' , 
et  ainsi  de  suite  jusqu’au  dernier  facteur  x — Z,  qui  n’étant 
pas  divisible  par  x — a',  montre  que  x — a'  ne  pouvait  di- 
viser f(x).  * v 1 

. 

Donc  : i°.  Tout  polynôme  f (x)  n'est  résoluble  qiien  un  seul 
système  de  m facteurs  binômes  du  premier  degré , et  Véqu. 
f (x)  = o n’admet  que  ni  racines. 

./(*> 


2°.  Toute  fraction 


, , qui  devient  - lorsqu’on  fait  x 
ç(x)^  p ^ 


a x — a pour  facteur  commun  de  ses  deux  termes  f(x) , <p  (x)  ; 
et  même  x — a peut  y eutrer  à une  puissance  quelconque.  La 
valeur  de  la  fraction  s’obtient  en  supprimant  d’aborcP les  fac- 
teur x — a qui  sont  communs , et  faisant  ensuite  x = a : ainsi 
cette  valeur  est  finie , nulle  ou  infinie , selon  que  x — a est  à la 
même  puissance  dans  les  deux  termes , ou  que  x — a porte  un 
exposant  plus  élevé  au  numérateur  ou  au  dénominateur. 

3°.  Si  deux  équ.  f(x)=o,<p(x)=o  ont  une  même  racine  a , 
x — a est  facteur  commun.  C’est  ainsi  que 

. . 1 

2xs  — 3xa  — 1 -jx  + 3o  s=  o , x:i  — 3^x  — 84  = o 

ont  x -f-  3 pour  facteur,  qu’on  obtient  par  la  méthode  du 
commun  diviseur.  La  coexistence  de  ces  deux  équ.  serait  ab- 
surde , s’il  n’y  avait  aucun  facteur  commun  entre  elles.  Et  si 
ce  facteur  était  du  2e  degré , les  équ.  auraient  deux  racines 
qui  seules  répondraient  au  problème,  etc. 

4°.  On  peut,  par  la  division,  abaisser  le  degré  n d’une  équ. 
d’autant  d’unités  qu’on  connaît  de  Racines  , la  recherche  des 
racines  étant  la  même  chose  que  celle  des  facteurs  binômes. 
Les  facteurs  du  2*  degré sont  en  nombre  î n (n,  — 1),  (n°  47b) 
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puisqu’ils  résultent  des  combinaisons  2 à 2 do  ceux  du  i*1  : 
ceux  du  X'  degré  sont  en  nombre  \ n [n  — 1)  (m  — 2),  etc. 

’»  fi  - - • 

5o2.  Puisque  la  proposée  xn  -f-  pxm~'  -f-  qxn~a.  = o. 

est  le  produit  de  (x  — a)  {x  — b)  (x  — c). . . , il  suit  de  ce 
qu’on  a vu  p.  1 35  du  Ier  vol. , que 

i°.  Le  coefficient  p du  2'  terme  est  la  somme  de  toutes  les 
racines  a,  b,  c. . . prises  en  signes  contraires  • 

2°.  Le  coefficient  q du  3'  terme  est  la  somme  des  produits 
deux  à deux  de  ces  racines  ; • 

3°.  r est  lasomme  des  produits  3 à 3 en  signes  contraires,  etc. 
Enfin , le,  dernier  terme  u est  le  produit  des  racines  quand  le 
degré  n de  Véqu.  est  pair , et  ce  produit  en  signe  contraire 
quand  le  degré  est  impair. 


Transformation  des  Équations. 


5o3.  Pour  que  les  racines  x d’une  équ.  (1)  deviennent  li 

* J •' 

y 

fois  plus  grandes , faites  x — "j-  ; d’où 


*r"  ( pyn''  , qjf_ 

],n  (,«  — i ’ hi- 


• + x + M = °> 


et  kyn  -f-  phy D~'  -+•  qh?y*~f . . . % -f-  th^'y  -f-  uhn  =±=  o . 

. ■ • - » 

Ce  calcul  revient  à multiplier  les  termes  consécutifs  de  f ( x ) 
par  h°,  h',  h*.  . . hn. 


Observez  que  si  la  propos^  (t)  n’a  pas  de  coefficiens  fraction- 
naires, et  l’on  peut  toujours  l’en  délivrer  par  la  réduction  au 

f y 

même  dénominateur,  en  posant  h — k,  c-  à-d.'en  faisant  x ~~~  , 

k 


la  transformée  est  divisible  par  k,  et  devient 

y*  + pyn~‘  -{-  qkyn~a ....  -f-  uk*~'  = o ; ainsi  pour  délivrer 
une  équ.  des  coefficiens  fractionnaires , on  la  réduit  au  même 
dénominateur,  et  l’on  chasse  le  coefficient  k du  in  terme,  en 
posant  y = kx , calcul  qui  revient  à multiplier  les  coefficiens, 
à partir  du  2'  terme,  par  k°,  k\  k'. . . k"~'. 
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Soit,  par  ex. , l’équ.  x>  — | X*  -f  jj  x*  — | x — \ =o, 
'multipliant  par  12,  on  a isx* — Sx 3 -f-  1 oxa  — gx — 42  — 0 : 
faisant  x — -—y,  c.-à-d.  multipliant  les  coefficiens  10,  get^ 
respectivement  par  12,  12%  ta3,  il  vient 
* * . ' ' ; • 

jr\  — 8^-3  -f  iiofo  — 12967^ — 72576  = o.  , 

. < 

Pour  que  les  racines  x d’ une  équ . deviennent  h fois  plus 
petites , on  posera  x — hy,  c.-à-d.  qu’on  divisera  les  coeffi- 
ciens successifs  par  h°,  h',  h *. . ,hn.  Le  calcul  précédent  donnait 
à l’équ.  des  coefficiens  plus  grands;  celui-ci  les  diminue,  et 
s’emploie  dans  ce  but.  Mais  à moins  que  les  divisigns  ne  s’ef- 
fectuent exactement,  on  a ainsi  des  coefliciens fractionnaires. 
Soit  l’équ.  x3 — 1 l\^x=  io368;  en  posant  x — 1 2y,  on  trouve 
cette  équ.  plus  simple,  fo  — y =6. 

' 

5o4-  Si  l’on  veut  diminuer  toutes  les  racines  d’une  même 
quantité  i,  on  pose  x = zv-f-  y.  En  mettant  i -f-j-  pour  x dans 
tous  les  termes  de  f(x),  l’équ.  (1)  devient 

* («  +J)"  + P (i-t  r)"~‘  + q (*' +yVL~'>  • • + t (i+y)  +u  = o, 

V t * 'f 

sans  nous  arrêter  à développer  les  puissances  de  ifoy,  il  résulte 
de  la  loi  connue  (u°  482)  que  suivent  les  termes  de  la  formule 
de  Newton,  que  la  transformée  étant  ordonnée  selon  les  puis- 
sances croissantes  de  y,  est 

1 ' . . „ » • . * - — . . ’ r 

A -h  By  + Cy*  -h  Dy3 ■+•  ty*  = o, 

A étant  —foi,  ouïe  polynôme  proposé  où  l’on  a remplacée  par/; 
B se  déduit  de  A en  multipliant  chaque  terme  par  l’exposant 
de  i,  et  diminuant  cet  exposant  de  un , calcul  qu’on  désigne 
sous  le  nom  de  dérivée,  et  qu’on  indique  f slv  foi.  De  même  C 
se  trouve,  en  prenant  la  dérivée  de  B,  et  divisant  par  2; 
C ==  \ fui  ; D est  le  tiers  de  la  dérivée  de  C,  D =z  ~j-fo“i,  et 
ainsi  de  suite.  On  sait  donc  composer  les  coefficiens  de  la 
transformée,  en  les  déduisant  successivement  les  uns  des 

. «1  , 

autres,  savoir  1 ..  . * 


■* 
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fi  — kiB  4 pin~'  4-  ?«""*  4- +<*+“.. 

fi  = nkin~‘  + («—  1 ) P £*-’  + »—  2)îi’"_S + 4 > 

fi—  n{n — i )kin~*  4 {n— i)  (n— 2)/>i“-3  4 etc. 


Ainsi  pour  faire  x = 2 4 jr  dans  x3  — 5x°  4 x 4 7 = o,  on  a 
/x=x3-5x’4*47,  /'*=**’- 1 «H- « » fx=6x-\o,  fx=b. 
Faisant  x = 2 (vqr-  p-  40*  il  vient  fi=  — 3,  fi  = — 7, 
i f"i—  4 * ; d’où 


Pour  augmeuler,  au  contraire  de  i toutes  les  racines  x,  il 
faut  poser  a:  —J  — i,  c.-à-d.  changer  ci-dessus  i en  — i, 
ou  prendre  en  signe  contraire  les  puissances  impaires  de  i. 

5o5.  Le  procédé  donné  p.  4>  est  très  commode  pour  trou- 
ver les  nombres./? , f i , if "?•••■  car  divisons  f {x)  pai  x i»_ 
et  soient  T le  quotient  et  l le  reste  numérique;  puis  divisons  T 
parx-  i,  et  soient  U le  quotient  et  n le  reste;  soient  T etc 
le  quotient  et  le  reste  de  U divisé  parx  — i,  et  ainsi  de  suite. 
Nous  avons 

fx=T(x—i)+t,  T—U{x — i)  4 u 1 U = F(x— ?)  + *',  etc. 

Éliminant  successivement  T , V,  V • - • on  tiouve 

/x  ==  «4  u (x  — i)  4 v(x—  i)a  4 etc. . ...  4 k (x  — i)m  ; 

d’où  l’on  voit  que  les  coefficiens  de  la  transformée  dont  l’in- 
connue est  y ■=  x — ? , sont  les  restes  1 , u , v . . . k de  nos  di— 
visions  successives.  Ét  comme  le  procédé  donné  p.  4*  lait 
facilement  connaître  ces  restes , le  calcul  se  présente  comme 
dans  l’ex.  suivant,  où  l’on  faitjr=  x — 3. 

Proposée 2**  — 7*3  “ »2*’4  4r  4 >29  = o . 


3 — 7 y 4 f 4 = <>■ 


i5  — 41  4 6 

o — 41 


„ i 


• A 
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Transformée...  a/1  xj/1  ■+■  33 \y* — 4y  -f-  6 = o. 

La  ir*  ligne  2,  — 1 , — i5,  — 41  > est  formée  des  coefficiens 
du  x”  quotient  T,  la  2'  de  ceux  du  second  V,  la  3e  de  V,  etc. 
On  donne  à chaque  ligne  un  termede  moins  qu’à  la  précédente. 
Le  dernier  terme  de  chaque  ligne  est  le  reste  de  la  division 
par  x — 3 ; t = 6,  u ==  — 41  > v — 33 , . . . . ce  sont  donc  les 
coefficients  cherchés  en  ordre  rétrograde  (*). 

Souvent  1=1,  c.-à-d.  qu’on  cherche  la.  transformée  en 


(*)  Le  calcul , quand  i est  une  fraction  j-  , est  plus  simple  ainsi  qu’il  suit. 

x> 

Posons  x = j,  d ='«•*-+. h,  x"t=  fy 

en  éliminant  x'  et  x",  on  trouve  rcr+jj  ainsi  pour  composer  la  trans- 
formée en  .y,  on  fait  successivement  les  trois  calculs  relatifs  à ces  trois  équ. 
La  ir*  consiste  à rendre  les  racines  l fois  plus  grandes  ( n°  5o3  ) ; la  a*  indi- 
que qu’il  faut  en  tirer  la  transformée  en  x'  — A;  enfin  la  3*  rend  les  racines  l 
fois  plus  petites.  On  opérera  donc  comme  dans  l’exemple  suivant?,  où  l’on 
cherche  la  transformée  en  x — i pour  l’équ.  ax*  — Sx5  + 7X*  — 4x+  3 = 0,, 

Coefficiens î.  a — 5-1-7  — * 4 "h  a 

Puissances  du  dénominateur,  i 3 g 27  8r 

Produits  a — i5  -f-  63  — 108  -f-  i6a 

r 2 — it  + 4>  — 26  -f-  tio  (*) 

FacteùV  2 < 2 — 7-1-27  -f-  28 


r a — it  + 41  — 3 

é 2 — 7,-(-  27  + 1 

(2  — 3 -f-  ai  ' 


Transformée  en  x' — 2 -. . 2 -f-  1 + Ji  + 28  + no 

Transformée  en  x — | . qyf+ir*  -f-  ÿvr*+**.r  + -rr=o 

observer  que  la  ligne  (x)  étant  divisée  par  les  diverses  puissances  de  3,  donne  • 
le  quotient  de  la  proposée  divisée  par  x — } , qui  est  2x>  — -,1  x»  -f-  ‘^x — t* 
ainsi  que  le  reste  + , qui  est  aussi  le  résultat  de  la  substitution  de  J pour  x 

dans  la  proposée.  , V 

Ce  calcul  est  surtout  employé  quand  / est  10,  ou  ses  puissances.  Ainsi 
pour  trouver  la  tranformée  en.r  = x — 0,2  de  l’équ.  ci-dessus,  on  a 
Produits  des  coefficiens  par  les  puissances  de  10 . 2 — 50+700 — 4000+2°ooo 

f 2-46+608-2784+14432 

Facteur  2...  j 2 — — 1736 
l 2—38+448 

Transformée  en  x' — 2 .' 2 — 34+448 — 1736+14432 

Transformée  eu  x' — 0,2 Vi — 3,4r5+4>48r*— ■i>73Qr+i,4i32=o 
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x — i —y,  ou  n’a  alors  que  des  additions  à faire,  selon  la 
loi  du  tableau  p.  2t.  En  voici  deux  exemples  : 

x\ — ;t2:r“ +4t.r — 29  — o 

i — n 4-3o  i 

i — IO  +20 

— 9 

f3  — 9J‘‘+2°J+  » = o 


X* — &r'  +']x’ — ’jx+’j  = o 

I 5 +2  — 5 +2 

I —4  —2  —7 
I —3  —5 

y\ — 2j-3 — 5r’ — 7x+2  = ° 


5o6.  La  même  transforme'e , ordonnée  selon  les  puissances 
décroissantes  de  y,  permet  de  délivrer  l’èqu.  de  son  2e  terme, 
en  faisant  x =y  + i,  et  disposant  convenablement  de  l’arbi- 
traire » : on  a 

kya+nnk\jrn~'  +im{m — i)iaA 

4-.P  I 4-  (m  — i )ip 

4-  y 

En  effet , posons  mik  + p = o ; d’où 

t ...  p p 

l — — —,  X = Y — 

mk  J ml' 


mk’ 


Ainsi  pour  délivrer  Vèqu.  de  son  2e  terme  , il  faut  changer  x 
en  y moins  le  coefficient  p du  2e  terme  divisé  par  le  produit  du 
itr  k. par  le  degré  de  l’èqu.  Bien  entendu  que  l’on  doit  conser- 
ver ici  à p et  k leurs  signes,  et  que  si  ces  signes^sont  différens, 
*e  — se  trouve  changé  en  -(-devant  la  fraction.  La  somme  des 
racines  d ejr  est  alors  zéro;  on  a donc  augmenté  toutes  les 
racines  d’une  même  quantité , telle  que  la  somme  de  leurs 
parties  négatives  est  devenue  égale  à celle  des  positives. 

Le  calcul  est  plus  rapide  en  posant  x + -^-^  = y , dévelop- 
pant la  puissance  n' , et  multipliant  par  k,  car  on  en  tire  de 
suite  la  valeur  des  deux  iers  termes  kxn  -|- pxn~'. 

Par  ex.  , soit  a4  — 6x'  t\x  — 7 = o ; on  pose  x — 2— y, 
d après  notre  théorème  : le  cube  donne.r* — —j"  — 1 2X+  B, 
qui,  substitué,  conduit  à yi  — 8.r  -f-  1 , ou  y' — — i5=o, 
équ.  demandée. 


r • 
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Pourx’-f-  px  + q—  o,  ou  fera  x ~f-  ^p  = y-,  puis,  car- 
rant,x’-f -px  — y* — j/»s,et  la  transformée  est  — q. 

On  tire  y,  et  par  suite  les  racines  x de  la  proposée.  C’est  un 
mode  de  résolution  de  l’équ.  du  2e  degré. 

Qn  verra  aisément  qu'on  chasse  à la  fois  le  a*  terme  de fx, 

• *'  *•  # y'  — p 

et  le  coefficient  k du  Ier  terme,  en  faisant  x = - — r*-. 

’ . ..  . • . .y  ' , * _ 

Si  l’on  veut  chasser  le  3*  terme  de  l’équ.,  on  doit  faire 

\m(jn  — ( m — i)ip  -f-  q = o. 

Cette  relation  conduit  en  général  à des  valeurs  irrationnelles 
ou  imaginaires  de  i,  qui  ne  peuvent  être  utilement  employées. 

Enfin  si  l’on  pose  kim  -j-  pîm~'  -f-,  ,,  + uss  o,  on  chassera 
le  dernier  terme  de  l’équ.  Il  faut  alors  résoudre  l’équ;  pro- 
posée elle-même;  et  en  effet  la  transformée  aurait  une  racine 
nulle  i y — o ; d’où  x = i.  ■ ■ - * * 

‘ - '' 

5o^.  Voici  encore  deux  transformations  usitées. 
i°.  Si  l’on  pose  x = — y,  ce  qui  change  les  signes  alterna-  . 
tifs  seulement,  les  racines  positives  de  x deviennent  négatives, 
et  réciproquement.  ’■  ■. 

. J,  ^ ^ 

2°.  En  faisant  x = - , les  racines  deviennent  réciproques, 

* ,jr  ! 3^  ' , i. 

les  plus  grandes  de  x repondent  aux  plus  petites  de  y : comme 
les  facteurs  x,  x* , x3. . . sont  remplacés  par  les  diviseurs  y, 
J"1»  J3-  • • , en  multipliant  tout  par  ym , «es  facteurs  se  troi%- 
vent  remplacés  par  ym~‘,  ym~' . . , Ainsi  ce  calcul  revient  â 
distribuer,  près  des  coefficiens,  les  puissances  de  yen  ordre 
inverse  de  celles  de  x : * 


m 

■ ii 


ixX.  + X.,,.+l  + a-o, 

ytH  ■ yTTi — | • ytll % 1 y ’ 9 

d’où  uym  -f.  tym~‘-f-  ....-f-  qy7~i~ py  + A ■=  «. 

Et  si  l’on  veut  en  outre  chasser  le  coefficient  u du  i*r  terme. 

- V 

r M 

on  posera  y — — , c.-à-d.  x ; , transformation  qui  rem- 

• . t*  , y 

plit  d’uu  seul  coup  les  deux  conditions.  ...  , 

T.  II.  •*  , 4 -*>*' 
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Eu  général,  transformer  une  équ,  f (x)  = o , c’est  en  com- 
poser une  autre  F (y)  = o,  dont  les  racines  paient,  avec  celles 
de  x,  une  relation  donnée  par  une  équ.  entre  x ety,<p(x,y)=o  : 
il  ne  s’agit  donc  que  de  savoir  éliminer  x de  cette  dernière 
à l’aide  de  la  proposée , problème  que  nous  -traiterons  bientôt 
( n°  522). 

Limites  des  Racines. 

* » ’ 

5o8.  Une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équ.  fx  = o,  est 
une  quantité  quelconque  qui  les  surpasse  toutes  : cette  limite 
serait  zéro,  si  aucun  terme  de  fx  n’était  négatif,  puisque  l’équ. 
n’aurait  aucune  racine  positive.  Tout  nombre  1 qui,  substitué 
pour  x dans  fx  , donne  un  résultat  positif  (le  i *r  terme  Itx" 
ayant  le  signe  -f-)  est  limite  supérieure,  quand  tout  nombre  >1 
est  dans  le  même  cas,  puîsqu’aucune  valeur  > Z ne  résout 
l’équ.  ' * - , 


On  sait  que 


*x‘ 


= x‘~ 1 F x'  *-fr-x' 


i -3 


d’où  x'=(x — i-)x‘~'-f~(x — i)x'  3-j  (x — i)x'~3. 
Appliquons  cette  formule  à chaque  terme  positif  de.  . 
fx=.  kxn  -j-px’I“‘  -f-  qxn~\  il  vient 

(x- 


. . x + i ; 
(x— !)  + *)■ 


k (x— i).x""'  -f-A 

(x — i ) A-] 

(x — i)xn~3..  ,-f-k 

+P 

+}> 

* H-p 

y 

/ +7! 

• + 7 

etc. 


■ i)+k 
+P 

etc. 


" 

Nous  laisserons  les  termes  négatifs  sous  leur  forme , et  nous 
les  placerons  dans  les  colonnes  où  x est  affecté  du  même  expo- 
sant. Un  terme — sxh,  sera  mis  dans  la  colonne  ( x — i)  xh,  et 
le" coefficient  sera  (.b-j-p-^q. . .)  (x — i)  — s;  le  facteur  de 
(x — i)  est  la  somme  des  coejjficiens  positifs  qui  précèdent  s. 
Or,  pour  attribuer  à x une  valeur  capable  de  rendre  ce  terme 


négatif,  il  faut  que  ( Z*-}- p + q-  • •)  (x- 
n’y  existera  donc  plus  si  l’<Jn  prend 


X > ^ k+p+q-,- 


i)  soit  <s; 


(M) 


ce  signe  — 


’ -vis*  ■ 


y.  j. 


a 

fer 

PO 


. ( 
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Qu’on  en  dise  autant  de  rhacune  des  colonnes  où  se  trouve  un 
coefficient  négatif;  et  que  parmi ‘toutes  les  expressions  CM) 
ainsi  formées,  on  prenne  la  plus  grande  l,  il  est  clair  que 
.r=ou>Z  rendra  tout  le  polynôme  positif:  l est  donc  limite 
supérieure  des  racines  de  fx  — o.  Ainsi , divisez  chaque  coeffi- 
cient négatif  de  fx  par  la  somme  de  tons  les  positifs  qui  le 
précèdent;  ajoutez  1 à la  plus  grande  des  fractions ■ ainsi 
obtenues  ; \e  nombre  sera  limite  supérieure  des  racines  de 
l’équ.  fx  = o. 

. Soit  4-f5 — 8.r+  •+•  23a:1  -f-i  oSa."  — 8o.r  4- 1 1 = o ; on  divise  8 
par  4 , puis  80  par  44- a3  -fa  io5 ; le.  Ier  de  ces  quoticns  2 est  le 
plus  grand;  donc  , toutes  les  ratines  sont  <^2  -fa  1,  ou  3. 

En  effaçant/),  q, du  dénominateur  de  (M) , celte  formule 

s * t 

se  réduit  .i  x=ou^>i  -f  t comme  on  a le  droit  d’augmenter 

cette  fraction  (M,) , 011  voit  que  le  plus  grand  coefficient  négatif 
d’une  équ. , pris  en-fa  , et  augmenté  do  1 , est  une  limite  supé- 
rieure de  ses  racines,  quand  0x1  a divisé  l’équ.  par  le  coefficient 
k de  sou  tçr  ternie.  Cette  expression  est  plus  simple  que  la  ir% 
et  se  forme  à vue , -ce  qui  la  rend  préférable  toutes  les  fois 
qu’on  n’a  pas  intérêt  à choisir  une  limite  basse.  Les  théorèmes 
suivâns  offrent  souvent  une  limite  plus  avantageuse. 

^ ' 

5o 9.  N’ayons  égard  qu’au  tcr  terme  et  aux  termes  négatifs 
d e/x;  ' . 

• xn — Txn~-f  — Gxn~- — Hr"”A. (1) 

Soit  a.  un  nombre  qui  mis  pour  x rende  cette  expression  posi- 
tive, ou  .4 

aa  > F d.n~f  4-  Gan-°"  -f-  Ha"-*  , (2)  " 


- F 

i>  -f -fa 


en  divisant  tout  par  a".  11  est  clair  que  tout  nombre  f>a  satis- 
fera à la  même  condition  ; ainsi,  ni  a , ni  les  nombres  f>a  ne 
pouvant  rendre  fx  nul , puisque  la  partie  positive  dé/x  accroît 
a'1,  on  voit  que  tout  nombre  î qui  rend  le  1"  terme  de  fx  plus 


. *»' 
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grand  que  la  somme  des  termes  négatifs  est  limite  supérieure  (*). 
Tirons  de  la  Relation  (2)  une  valeur  de  *.  Parmi  les  nombres 
f g h 

V/F,  J/G,  V/H. . . il  en  est  un  qui  surpasse  les  autres;  suppo- 
sons que  c’est  le  2',  nous  le  représenterons  par  i : 

y>G =i>  v F et  t/H,  G=ré*,  F<//,  H<t». 

Remplaçons  dans  (2) , G par  if,  F par  if,  H par  iK',  2e  membre 
sera  augmenté , et  si  l’on  rend  et"  f>  que  cette  somme,  à fortiori 
la  condition  (2)  sera  remplie.  Il  s’agit  donc  de  rendre 

xn  f>if  xn~f  4-  (fxn~f  + ***■-*.. . . 

On  peut  même  ajouter  ici  les  termes  qui  complètent  le  poly- 
nôme , d’où  . • 

, fcn  > ixn~'  -f-  i’x*~~*  4-  Pxn~3 . . . . 4"  l“  j 


savoir  xn  i 


ix * 

ou  : 

* - x — 1 


Admettons  qu’on  prenne  x f>  i,  ce  dernier  terme  sera  négatif, 
et  en  le  supprimant,  le  2'  membre  sera  augmenté.  Ainsi, 


xn  _ ou  x — 1 

x — 1 

* 


>***> 


2 i ou  2 V'G. 


Le  double  du  plus  grand  nombre  qu’on  trouve  en  extrayant  de 
chaque  coefficient  négatif  une  racine  de  degré  marqué  par  le 
nombre  des  termes  qui  le  précédent,  est  donc  une  limite  supé- 
rieure des  racines. 

1 * 

Ainsi,  pour  l’équ.  x*  — 2X3 — 20a:1 4* 3a:—  1 1=0,  notre 


{*)  Quelques  auteurs  disent  que  pour  obtenir  une  limite  supérieure  des 
racines  d’une  équ, , il  faut  trouver  pour  x un  nombre  1 qui  rende  le  i*r  terme 
plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  autres;  c’est  plus  grand  que'la  somme  des 
termes  négatifs  qu’il  faut  dire.  L’exemple  suivant  montre  la  vérité  de  cette 
assertion.  L’équ.  x*-f-x>—  3ox* — 2a-H-i68=o,  a pour  racines  3 et  4,  et  cepen- 
dant en  faisant  x = a,3,  qui  n’est  pas  une  limite  supérieure,  on  reconnaît 
que  je*  > la  somme  des  autres  termes , savoir  27,9841  > 180, 167—163,3. 
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1“  théorème  donne  2 1 pour  limite;  mais  prenant  yz,  \/zo, 

4 f 

y'  1 1,  le  2*  de  ces  nombres  est  le  plus  grand , à peu  près  5 ; 
ainsi  io  est  une  limite  supérieure- 

5io.  Faisons  x = l f-y  dans  fx , l étant  un  nombre  quel- 
conque ; il  vient  ( n°  5o4)>  fl  -f-jT  fl  -f-  ~ Y*  fl-  • • + hÿ*  s=  o. 
Or,  si  l’on  choisit  pour  l un  nombre  tel  que  fl,  fl,  fl. . . 
soient  positifs,  tous  les  coefficiens  de  cette  transformée  ayant 
des  signes  -j~,  aucun  nombre  positif  mis  pour  y ne  peut  y 
satisfaire  ; les  valeurs  réelles  de  x répondent  donc  à des  valeurs 
négatives  dey  = x -e  l;  partant  l'fz-x.  Donc  , tout  nombre  qui, 
mis  pour  x dans  fx  et  toutes  ses  dérivées , donne  des  résultats 
positifs,  est  une  limite  supérieure  de  x. 

Dans  notre  dernier  exemple,  les  dérivées  sont 
4x3 — 6jt*  — 4°x  4*  1 — 1 2x  — 4 °>  — ,2< 

On  voit  que  x = 6 rend  tous  ces  polynômes  positifs , et  que 
x 6 , limite  plus  basse  que  celle  qui  a été  trouvée. 

Observez  que  si  l’on  change  les  signes  alternatifs  de  la  trans- 
formée, les  racines  de^y  auront  changé  de  signe;  elles  seront 
donc  toutes  positives,  de  négatives  qu’elles^étaient  : ainsi,  on 
sait  transformer  une  équ.  fx  = o en  une  autre  Fy  = o qui  n’ait 
aucune  racine  négative,  en  posant  x = l — y,  1 étant  une  limite 
supérieure  des  racines  x. 

5ji.  Changez  x en  — x dans  fx , ou  les  signes  alternatifs; 
les  racines  positives  seront  devenues  négatives,  et  réciproque- 
ment, en  conservant  leurs  valeurs  numériques  : cherchez  la 
nouvelle  limite  supérieure  Y ; les  racines  négatives  de  fx~o 
seront,  entre  o et — les  positives  entre  o et  l.  C’est  ainsi  qu’on 
reconnaît  que  dans  notre  dernier  exemple  toutes  les  racines 
sont  comprises  entre  — 4 et  + 6. 

5ï2.  En  faisant  x — — dans  fx,  les  plus  grandes  racines  de  z 

* •- 

répondront  aux  plus  petites  de  x.  Si  donc  on  cherche  la  limite 
supérieure  h des  racines  de  z,  ou  z h,  on  aura  x Telle 

est  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de  x. 


> 
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5i>).  Voici  donc  la  marche  à suivre  pour  trouver  les  racines 
entières  de fx—o.  On  prend,  tant  en  4-  qu’en  — , tous  les 
diviseurs  du  dernier  ternie  u,  et  les  quotiens  de  ces  divisions; 
•on  soumet  ces  quotiens  aux  épreuves  prescrites  par  les  équ. 
ci-dessus  : si  l’un  de  ces  diviseurs  conduit  à quelque  quotient 
fractionnaire,  on  le  rejette,  il  ne  peut  être  racine;  et  on  ne 
reconnaît  pour  telle  que  celle  qui  donne  enfin — k pour  dernier 
quotient.  La  suite  des  quoliemlKkfêriques  entiers  ainsi 
obtenus , pris  en  signes  contraires , compose  les  coejficiens 
t',  s'...  p',  k du  quotient  algébrique  de  fx  divisé  par  x — a. 

Comme  dti  pris  pour  diviseur  de  u,  donne  toujours  des 
quotiens  entiers,  ce  n’est  qu’au  dernier  terme  qu’on  reconnaît 
si  ±1 1 est  racine.  Il  est  donc  plus  court  d’essayer  directement 
db  i , par  le  procédé  de  la  p.  4 1 • 

Soit  par  ex.,  — 31^4- 3xa — 43**4* 21 0==0î 

comme 210  = a. 3. 5. 7,  on  trouve  que  les  diviseurs  de  210 
sont  ± (1,2, 3, 5, 6, 7,  io,  14...)  ; on  reconnaît  d’abord  que  ±:i 
ne  peut  convenir,  non  plus  que  les  diviseurs  qui  sont  hors  des 
limites  — 8 et  -f-  7 des  racines.  Le  calcul  se  range  sous  la  forme 
suivante , où  l’on  a marqué  de  » les  diviseurs  à rejetter,  et  où 
l’on  s’est  dispensé  d’écrire  les  sommes  et  différences  qui  don- 
nent les  dividendes. 

• = a 3 5 6 — a — 3 —5  — 6 — 7 


, — é = jo5  70  4a  35  — io5  —70 

{ — 43 — '()•■  a — — s'  = 3 1 9 u » -+74  » 

{•+3  — é)  : a=z  — 7'  = 17  4 » 

( — 3i — ?')  : a — — p'  — -7  —9 
(4-3  — p')  : a=  — k — —3  —a 


—4a  —35 
4-17  4-i3 

— 4 » 

+7 


Ainsi  la  proposée  n’a  que  trois  racines  entières , -1-  2 , 4*  3 
et  — 5 ; le  quotient  de  la  division  par  x — 2 a pour  coefficiens 

les  nombres  placés  sous  le  diviseur  2,  savoir 

2**4-  7#3 — 17*® — — io5;  on  divise  ensuite  par  x — 3, 

puis  par  x 4-  5,  et  on  arrive  enfin  au  quotient  2*®  4“  3x  4-  7 > 
tels  sont  les  facteurs  de  la  proposée. 
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Voici  encore  deux  exemples. 


xî+3i»—  8*4-10  = 0 
«=  a — a —5  — to  •• 


-i'=  5 -5  —a  — i .. 

_/  s=  » » a » ■ • 

— *=. — *• 


8,i  * — - 63.r  4-  36  = o 

o 6 4 3 a -*-a,  -3  — t 


» » — 17 
.—8 


Pour  la  i”  équ. , le  facteur  x+5  donne  le  quotient*  —2x+2. 

Pour  la  2e,  on  n’épr<m|£  que  les  diviseurs  de  36  qui  sont 
entre  les  limites  —5  e«Jp>;  on  a le  diviseur*— 3,  et  le  quo- 
tient 8**  -J- 1 7 x — I2- 

Voici  des  problèmes  qu’on  résout  par  cette  méthode. 

I.  Cherchons  un  nombre  N de  trois  chiffres  x,j,z,  tels 
nue  i»  leur  produit  soit  54  : a”  le  chiffre  du  milieu  soit  le  6 
de  la  somme  des  deux  autres  ; 3»  enfin , en  soustrayant  594  du 
nombre  N,  le  reste  soit  exprimé  par  les  memes  chiffres  en  or- 
dre inverse.  Comme  N=ioox  + 1 qr  -f  x , on  a 

*^  = 54,  6jr=*  + *>  iooz+  iojr+x  = N—5gi, 

. ■ , • r— 6 chassant  r des  deux  ir", 

la  3?  équ.  vevient  a x — 2 — o,  j 

^*4.*z’  = 324;  enfin  mettant  2 + 6 pour  x , on  a.  ....  • 

,82=162.  Oi sont  «les  nombres  entiers  et 

, notre  méthode  donne  2=3,  d'oü*  = 9. 

II.  Quelle  est  la  base  * du  système  de  numération  dans  le- 
quel le  nombre  538  est  exprimé  par  les  caractères  ( 4 12  ) 

Il  faut  trouver  la  racine  entière  et  positive  de  1 équation 

* 4*:<  + + a*  + 3=  538  ; cette  racine  est  x — 5.  V.  la  note 

6 du  T I 

P'  En  '!énera’l,  si  A est  le  nombre  exprimé  par  les  n chiffres 
; la  base  x du  système  est  donnée  par  1 équ. 

Cl  y U yC  y • • • *■) 

axa~'  4-i<—  + ex"-3.  ■ • = A—i, 
équ.  qui  n’a  qu’une  racine  positive  (11°  534),  9ui  doit  étre 

III.  Soit  proposée  1 equ.  8^  g J 

5\3 1 a5 

F’ 


calcul  du  n°  >ü,  3">  dcmnC’  à cai,se  dc  (a) 

* ' • 


. r . 


* • i 


1 
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(a:3 — 5x*4*3x-|-3)  log  §=3  log  xi  — 5x*  -f-3x-f-  3 = — 3, 
on  en  tire  x=-7.  et  ^ (3  dr  \/i\  ). 

• 

IV.  Pour  6a:1  — î gx3  -f-  28x* — 1 8x  4 = o , on  fait  x=i  j-, 
d’où  if — *9 i68j,î>  — 648j-  -1-864=  0>  ^ n’y  a pas  de 
racines  négatives,  et  les  positives  sont  <20  : or  864  = a5. 33, 
et  l’on  doit  éprouver  les  diviseurs  2, 3, 4, 6.  . . 18.  On  trouve 
jr  — 3 et  4,  et  j"* — 12^4  72=0;  enOnx  = i,2et  1 zh\/ — t. 

On  voit  de  même  que 

6x^-f-i5xl  -f-  iox3 — x=zx(x  - f- 1 ) (ax  4 1)  (3xa  -j-3x  — 1). 

5i8.  Quand  le  dernier  ternie  u a beaucoup  de  diviseurs, 
entre  les  limites  des  racines , ces  calculs  sont  longs  : Voici  un 
moyen  de  les  abréger.  Si  a est  racine  entière  del’équ.  /x  = o, 
et  n’a  que  des  coefficiens  entiers , aussi  bien  que  le  quotient  Q 
• fr  fcc 

àefx  divisé  par  x — a,  onaQ  = ^-^  = entier  quel  que 

soit  x. Prenons  pour  x un  entier  quelconque  »,  on  voit  qu cf* 
doit  être  divisible  par  a — a.  Donc  pour  reconnaître  si  l’un  a 
des  diviseurs  du  dernier  terme  u peut  être  racine  entière , 
prenez  la  différence  entre  u et  ce  diviseur  ; toutes  les fois  que  a 
sera  racine  , celle  différence  divisera  fx,  ou  le  nombre  qui  ré- 
sulte de  la  substitution  de  » pour  x dans  fx.  Chaque  diviseur 
de  u qui  ne  remplira  pas  cette  condition  sera  exclus,  et  le  pro- 
cédé général  .ne  sera  plus  appliqué  qu’aux  autres  diviseurs 
de  u,  parmi  lesquels  on  pourra  faire  de  nouvelles  exclusions, 
en  changeant  le  nombre  x.  ' w , ,,  ' : 

Comme  la  méthode  exigé  qu’on  fasse  x = ± 1 dans/ir, pour 
s’assurer  si  zfc  1 ne  son  t pas  racines , les  valeurs  de  fx  sont  con- 
nues pour  ces  nombres  a.=  ±:i , et  la  règle  s’applique  immé- 
diatement. 

Dans  le  Ier  ex. , p.  67,  on  doit  éprouver  9 diviseurs,  entre  les 
limites  des  racines;  mais  comme  x — 1 donne  _/k=i44»  et 
a — <*  = i ,2,4,5...  on  reconnaît  bientôt  que  2,  3,  5, — 2 — 3,  e t 
— 5 divisant  seuls  r 44  > les «ombres  2,3,  5, — 2,-3, — 5 sont 
les  seuls  qu’on  doit  soumettre  au  calcul.  . f . 
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519.  Cherchons  maintenant  les  facteurs  commensurables  du 
2e  degré  de  l’équ./r  — 0 ; l’un  de  ces  facteurs  étant  x3fpx-\-q, 
et  le  quotient  xB-î  -f  p'xa~  3-f-, .. , on  a cette  équ.  identique: 

fx=  ( x’  px-\-q)  (xn~3-^p'xn~3-\-q'xn~*...); 
il  y a ici  n coefficiens  inconnus.  Exécutons  la  multiplication,  et 
égalons  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x dans  les  deux 
membres  (n°  5oo),  nous  aurons  n équ.;  éliminant  p\  q' ...  il 
restera  deux  équ.  entre  p et  q,  puis  enfin  une  équ.  contenant  q 
seul,  et  qui  sera  du. degré  l n (n — 1) , nombre  des  combinai- 
sons 2 à 2 des  facteurs  binômes  du  i*r  degré.  Cette  dernière 
équ.  aura  pour  q au  moins  une  racine  commensurable,  puisque 
sans  cela  fx  n’aurait  aucun  facteur  rationnel  du  2*  degré.  Une 
fois  q connu , l'âne  des  équ.  entre /?  et  y donnera  p,  et  on  con- 
naîtra le  facteur  rationnel  x3  fpx  -j-  q. 

Ainsi  x 4 — 3x’  — 1 2X  -{-  5 = ( x3  +px  -f-  q)  (x3  +p'x  -f-  q ') 
donne />+//= o,  y+/5//-f  y'=— 3,//y-+-/>y'==-— 12,  qq—  5. 
Les  deux  ir"  équ.  donnent  des  valeurs  de  //  et  y',  qui , substi- 
tuées daus  les  deux  autres,  conduisent  à 

ipq  + Zp—p3=  ta,  y* -{-y  (3— p3)  + 5 = o, 
et  chassant  y,  on  a p 5 — 6/>4 — 1 i/>’=i44»  d’où  />=  3 et  — 3 ; 
puisy=5  et  1 ; les  facteurs  sont  donc  (x’-+-3x-f-5)  ( x 3 — 3x-f-i). 

Racines  égales. 

. - . , tri/--  s ‘ .4  . - ' 

520.  Quand fx=(x — a)r{x — 5)«  (x  — c)  (x  — d). . .(A) 
le  polynôme  fx  a p facteurs  égaux  à x — a,  y égaux  à x — b ; 
et  on  dit  que  l’équ.  fx  — o a p racines  égales  à a , q égales  à b. 
Il  s’agit  de  s’assurer  si , une  équ.  étant  donnée , elle  peut  être 
mise  sous  la  forme  (A). 

Supposons  d’abord  pj fcy=ï;  comme  l’cqu.  (A)  est  iden- 
tique, on  peut  remplacer  x,  dans  les  deux  membres,  par 
jr-f-.r  j en  développant  le  1"  membre  (n°  5o4  ) , on  a 
Jx+jfx + \ffx-  • • = c y+x—a)  (y+x—b)  (y+x—c).  • • 
fx  est  la  dérivée  de  fx  ,f” x est  celle  d c f x , ...  ; ce  sont  des 
polynômes  connus.  Le  2e  membre  est  compose  de  facteurs  qui 
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ont  tous  y pour  i"  terme  ; le  produit  a donc  la  forme  indi- 
quée t,  i,  p.  i35  ; le  coefficient  de  y**'  est  la  somme  des  2** 
parties  x — o,  x— b,. . . ceux  deiy’*~a,jr*~3. . • sont  les  sommes 
des  produits  2 à 2,  3 à 3. ...  de  ces  binômes.  Donc 

i°.  fx  est  le  produit  de  tous  ces  n binômes , ou  l’équ.  (A) 

2°.  fx  est  la  somme  de  leurs  produits  n — 1 à n — 1 , qu’on 
forme  en  supprimant  successivement,  dans  le  produit  (A), 
chacun  des  facteurs  binômes,  et  ajoutant  tous  les  résultats  : • 
3°.  \f“x  est  la  somme  des  produits  n — 2 à n — 2,  etc. 

Cela  posé,  si p=ifx  n’a  qu’un  seul  facteur  qui  soit  ==x — a; 
tous  les  termes  de  fx  contiennent  aussi  ce  facteur,  excepté  le 
terme  où  il  a été  omis,  7Î  = (x  — b)  ( x — c). . . Ainsi  fx  est 
de  la  forme  R •+■  (x  — a)  Q,  qui  n’est  pas  divisible  par  x — a. 
On  en  dira  autant  des  autres  facteurs  inégaux  de  fx.  Donc  si 
le  polynôme  fx  nJa  pas  de  facteurs  égaux,  fx  et  f 'x  n’ont  pas 
de  diviseur  commun. 

Mais  si  (A)  contient  le  facteur  (a:  — dy,  pour  former  fx , il  . 
faudra  omettre  de  fx  successivement  chacun  des  p facteurs 
x — a;  et  ( x — ay~'  sera  facteur  de  p termes  égaux  ; ensuite 
on  devra  omettre  chacun  des  autres  facteurs  a:  — b,  x — c'. . . , 
résultats  qui  auront  tous  (x  — a)?  pour  multiplicateur;  ainsi 
tous  les  termes  seront  divisibles  par  (x — ay~‘;  mais  la  somme 
11e  le  sera  pas  par  (x — a)P.  On  voit  donc  que  fx  et  fx  auront 
(x  — ay~'  pour  diviseur  commun.  En  répétant  ce  raisonne- 
ment pour  les  autres  facteurs  égaux  (x — b)i,  on  reconnaît  que 
si  fx  a des  facteurs  égaux , fx  et  f'x  ont  un  commun  diviseur, 
qui  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  égaux  de  fx , chacun 
élevé  à une  puissance  moindre  d’une  unité. 

D’après  cela,  étant  donnée  une  équ.-/x  = o,  on  formera  la 
dérivée  fx , et  l’on  procédera  à la  recbercbe  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  fx  et  fx  ; s'il  n’en  existe  pas,  la  pro- 
posée n’a  pas  de  racines  égales;  elle  en  a au  contraire  si  l’on 
trouve  un  diviseur  F,  lequel  sera  réductible  à la  forme 

Fè=(x—a)r-'  (x  — ù)’"1, 

mais  qu'on  ue  connaîtra  que  sous  celle  d'un  polynôme.  Eu  di- 
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visant  fx  par  F,  le  quotient  q est  formé  de  tous  les  facteurs  de 
fx,  dégagés  des  exposons 

q = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c ) ( x — d). 

.531.  Soient  a,  g ,y...  les  produits  des  facteurs  binômes  res- 
pectifs aux  puissances  1, 2, 3. . . qui  entrent  dans  fx,  en  sorte 
qu’on  ait fx  = a..t 2\  y3.<J^.«5. . . Désignons  par  Fie  plus  grand 
commun  diviseur  entre  fx  et  fx;  par  G celui  de  F et  F';  par 
H celui  de  G et  G’ , etc. , enfin  par  q,r,s,l. . . les  quotiens 
exacts  successifs  de  chaque  commun  diviseur  par  le  suivant, 
savoir  : • 

fx  = a'  ./3“  e5.  w - , y = «t  fi  :y  , st=o 

F = Æ.  7*. r = R.y.S'  s . . . , /8  = o 

G = y . J"1 . t3'l . , / S = y . S',  t . . . , y = O 

H—  cT  t — ê'.,...,  2 = 0 

etc.  etc.  etc.  t = o 

En  divisant  chacun  des  quotiens  q’,r,s...  par  le  suivant,  on 
trouve  pour  quotiens  les  facteurs  isole's  a,  fi,  y. . . chacun  au 
1"  degré;  et  s’il  manque  dans  fx  qûelquc  facteur , fi  pat  ex. , 
tout  se  réduit  à poser  fi  = 1 , ce  qui  donne  alors  r~s,  et  le 
quotient  correspondant  =1,  qui  annonce  l’absence  de  facteurs 

» a 4 ÏY  'm?  -*î  ''■y  • ..  - 

au  carre. 

Yoici  donc  les  calculs  qu’il  faut  faire. 

. 

Chacun  des  polynômes  dé  la  ire  colonne  est  le  commun  di- 
viseur entre  le  précédent  et  sa  dérivée,  jusqu’à  ce  qu’on  arrive 
à celui  M qui  n’a  pour  commun  diviseur  avec  M'  que  1 —N, 
derniers  des  polynômes  de  cette  colonne.  On  divise  ensuite 
chacun  de  ces  polynômes  par  le  suivant,  ce  qui  donne  les  quo- 
tiens exacts  q,  r,  s. , . M ; enfin  on  divise  de  nouveau  chacun 
de  ceux-ci  par  le  suivant;  et  on  a ainsi  pour  quotiens  exacts , 
des  fonctions  de  x ipii  sont  les  produits  isolés  de  chaque 
espèce  de  facteur  du  itT,  2',  3e  degré,  mais  chacun  réduit  au 
1"  degré.  Le  polynôme  M qui  n’a  que  l’unité  pour  commun 
diviseur  avec  M'  est  (au  i0f  degré)  le  produit  des  facteurs  qui, 
dans  fx,  ont  le  plus  haut  exposant.  Lorsque  l’un  des  i*rr  quo- 
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lieus  y,  r,  s. . . est  égal  au  suivant , le  quotient  un  annonce 
l’absence,  dans  fx,  du  facteur  de  l’ordre  correspondant  à ce- 
lui que  ce  quotient  est  destiné  à donner. 

Voici  quelques  applications  de  cette  théorie  (*). 

I.  Soit  fx  = x*  — x-f-f-^x3 — 4x'  + 4x  — 4>. 

on  en  tire  f'x= 5xi — 4x“~hï2x* — &*»+■  4»- 

et  le  commun  diviseur  F = x^  -f-  2;  puis  F'  = zx,  et  le  divi- 
seur commun  G ==  1 : la  in  colonne  est  ainsi  terminée.  Pas- 
sant à la  zt,fx  divisé  par  F donne 

q = x3  — xa  -f-  o.x  — 2 , puis  r = x*  -f-  2 ; 
divisant  q par  r,ona<=:r  — 1,  £ = xa  -J-  2,  enfin 
fx={x—  1)  (*J4-2)a. 


(*)  Le  calcul  du  commun  diviseur  est  long;  on  l’abrège  par  la  règle  sui- 
vante qui  donné  de  suite  le  reste  de  la  division  de  fx  par  fx.  Multipliez  les 
coefficiens  de  fx,  à partir  du  3e  par  2,  3,  /{.../ois  le  coeff.  du  1er  terme  de  fx  ; 
multipliez  les  coefficiens  de  fx  à partir  du  2e  par  le  coefficient  du  a®  terme 
de  fx;  retranchez  ces  produits  a à 3,  et  vous  aurez  les  coefficiens  du  reste  de 
degré  n— 2.  . 

par  ex .........  fie  ■=  *’  — *<  + 4*3  — 4*’  -f-  4X  4 

» a fxsz  +5—4  +12—8+4 

produit  de  fx  par  + 10,  l5,  20,  a5 + 4®  — ■ 60  + 80  — 100 

produit  do/'x  par — 1 .! + 4 “ 12  + 8 — 4 

différences ;36  — 48  -h  72  — g6  . 

Reste  de  la  division  (on  ôte  le  facteur  12) ,3a-1*—  4r’  ~h  6x  — 8 

Quand  fr  n’a  pas  de  second  terme,  la  partie  soustractive  est  nulle , l^règla 
se  réduit  à multiplier  fx  par  3,  3,  4 


Soit 


fx  = 3x<  + or3  — 35xa  + 44*  + 4 

70 


» , • . - ; 

• -,  fxrzz  + 12  + O — 70  +44 

produits  de fxlp&r  1,  3,  4 « — 70  + i32  + 16 

le  reste  de  la  division  est 35*a  — 66*  — 8 

en  achevant  l’opération , on  trouvera  x — a pour  commun  diviseur , et  la  pro- 
posée  = (* — 2)*  (3*a  + io* -f- 1). 

On  démontre  notre  règle  en  effectuant  la  division.de  A*"+p*'"-'+y*m->.lt 
par  mkxm~‘  + (m  — 1 )px après  avoir  introduit  le  facteur  maÂ  dans 
*e dividende  , pour  obtenir  un  quotient  entier.  V.  la  note p.  65. 


. iï 
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Cela  résulte  île  ce  que  a'  doit  diviser  le  dernier  terme,  que 
af~'  étant  racine  de  l’équ.  dérivée  doit  diviser  l’avant-dernier 
terme  de  fa,  etc.  # 

Élimination.  •* 

* * 

522.  Soient  J , a,  B , b,. . . des  fonctions  dey,  et 

Z = Axm  + Bxm~‘  + - . . , T—  axn  faix*-'  -f  . . . 
deux  polynômes,  qu’on  se  propose  de  rendre  nuis  par  de»  va- 
leurs accouplées  de  x et  dey.  Pour  s’assurer  si  $ est  l’uhe  des 
valeurs,  que^-  peut  avoir,  faisons  y=$,  etlespolynomes  Z,T  - 
enx  seul,  devaut  se  réduire  à zéro  pour  une  thème  valeur*  île  r, 
auront  x — « pour  facteur  commun.  Qu’on  cherche  donc  le 
commun  diviseur  D,  et  l’e'qu.  D = o donnera  les  valeurs  de  x, 
qui,  accouplées  avecjr=|3,  résolvent  les  équ.  Z = o,  T~o. 
Si  ce  diviseur  n’existe  pas,  y 11e  peut  recevoir  la  valeur  de  /S." 

Ainsi  il  faut  chercher  le  plus  grand  commuü  diviseur  entre 
Z et  T [n1  102),  comme  si  y était  connu,  et  égaler  à zéro  le 
•'  reste  final  Y en  y seul,  auquel  le  calcul  conduira.  Cette  équ. 
Y ~ o aura  pour  racines  toutes  les  valeurs  cherchées  de  y, 
puisqu’elles  introduisent  un  commun  diviseur  D entre  Z et'/'; 
k et  l’équ.  D — o fera  connaître  les  valeurs  de  x qui  s’accou- 
plent avec  celles  de  y.  C’est  ce  que  nous  allons  faire  mieux 
comprendre. 

Soit  771  = ou ■ > TJ;  divisons  Z par  J1,  et  si  cela  est  néces- 
saire pour  éviter  les  fractions  (n°  102),  multiplions  Z par  un 
facteur  M qui  rende  AM  divisible  par  a (*),  M étant,  en 
général,  uue  fonction  de  y.  Désignons  par  Q le  quotient  en- 
tier, et  par  R le  reste,  fonctions  de  x et  de  y.  On  a 

MZ—QT+R...'.:  * ( ï ) 

* _ 

(*)  Si  les  degrés  m et  n sont  égaux,  /)/ sera  —a , ou  seulement  le  facteur 
de  a qui  n’en  Ire  pas  dans  A ( V.  n°  Î8  ) : si  m =?  n + 1 , il  sera  le  carré  de  a, 
ou  de  ce  facteur;  si  mh=n  -J-  2,  U en  sera  le  cube,  etc.  On  évite  ainsi 
d’être  forcé  de  multiplier  de  nouveau  les  restes  partiels,  et  011  arrive  à un 
dernier  reste , où  x est  au  degré  n — 1,  au  plus.  Ainsi  dans  le  cas  où  m—n-hh 
cl  1H  = «»,  le  quotient  est 

(J  — Aux  -f-  («B— A4)  — a (Ax  p B;  — A b . 

T.  11.  * . 5 
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Celte  équ . est  identique,  sans  fractions,  ni  irrationalités;  elle 
>e  vérifie  donc  par  toutes  valeurs  quelconques  mises  pour  x 
et  Substituons  a:  — 8,  supposées  des  valeurs  propres 

à rendre  Z et  7’  nuis  : R le  sera  donc  aussi , savoir, 

R — o,  7*  = o. 

Et  si  deux  nombres  mis  pour  x et  y dans  R et  7’ rendent 
ces  polynômes  nuis,  on  voit  qu’alors  MZ  — o,  savoir  ou 
M—  o,  ou  Z—  o.  Ainsi  les  solutions  du  système  7=o,  R— o , 
conviennent,  soit  àZ=o  avec  7=0,  s.oit  à Æf=o  avec  7=o, 
et  réciproquement.  Donc  si 

Au  lieu  des  équ Z = o,  7’=o, 

On  traite  les  équ ......  7=0,  R — o, 

on  obtiendra  toutes  les  couples  cherchées,  et  en  outre  d 'autres 
solutions  étrangères  à la  question , qui  donnent  M — o et 
T = o.  Du  re&te , le  problème  est  devenu  plus  simple,  bien 
qu’il  admette  ces  solutions  étrangères , parce  que  le  degré  de  li 
est  moindre  que  n. 

Divisons  de  même  T,  ou  plutôt  MT,  par  R , M'  étant  un 
facteur  propre  à rendre  le  quotient  Qr  entier;  R'  étant  le 
reste,  on  a 

MT=  Q'R  + R' (2) 

On  prouve  encore  que  toutes  les  couples  de  valeurs  de  x et  de  y 
qui  rendent  T et  R nuis,  donnent  aussi  R'  = o avec  R = o, 
équations  qui  admettent  toutes  les  solutions  cherchées  ; mais 
que  réciproquement  R = o et  R'  — o admettent  en  outre  les 
solutions  qui  rendent  nuis  M’  et  R;  en  sorte  qu’en  traitant 
les  équ.  R = o , R'  — o,  au  lieu  des  proposées , on  aura 
toutes  les  solutions  cherchées,  et.de  plus  des  solutions  étran- 
gères qui  rendent  nuis  . soit  M avec  T,  soit  M'  avec  R. 


En  composant  directement  cette  expression  du  quotient,  la  multipliant  par  T, 
et  retranchant  de  a'Z , les  deux  premiers  termes  disparaissent , et  on  obtient 
de  suite  le  reste  R.  ‘ 

La  règle  que  nous  donnons  ici  se  modifie  quand  ï'  est  pr^vé  du  second 
terme,  ou  que  a est  facteur  de  ce  terme;  car  alors  il  suffit  démultiplier  X 
par  «,  au  lieu  de  a»,  quand  onam  = » + i. 
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On  divisera  ensuite  di"/îpar  R1  d’où 

■’  ■ • 

• S’  M“R=^"R',+  R'' (3) 

En  continuant  ainsi  le  calcul  du  commun  diviseur  entre  Z 
et  T,  on  voit  que  deux  restes  consécutifs  étant  égalés  à zéro 
admettent  toutes  les  solutions  demandées,  et  en  outre  des 
couples  de  valeurs  qui  rendent  nuis  l’un  des  facteurs  intro- 
duits, ainsi  que  le  diviseur  correspondant.  Le  degré  de  x 
s’abaissant  graduellement,  on  arrivera  enfin  à un  resté  final  F, 
où  x n’entrera  plus:  mF  é tant  le  dividende,  et  D le  diviseur 
qui  est  en  général  du  i”  degré  en  x, 

on  a mF  — Dq  -f-  K* (4) 

d’où  D = o,  Y = O,....,  (5) 

équ.  qui  ont  toutes  les  solutions  cherchées,  et  de  plus  celles 
qui  rendent  nuis  les  facteurs  introduits  ainsi  que  les  diviseurs 
correspondais,  savoir  M avec  T,  M'  avec  R,  M"  avec  R',  etc. 
L’équ.  F = o n’a  que  la  seule  inconnue  y,  et  nous  suppose- 
rons qu’on  en  sache  trouver  les  racines,  lesquelles  substituées 
dans  Z?  = o,  feront  connaître  les  valeurs  de  a:  qui  s’y  accou- 
plent. 11  nous  restera  à chasser  de  Y les  racines  étrangères. 

Soient,  par  ex.  ix*  — j -2  4 i=o,  x a—  3xy  4 5=  0. 

En  divisant  le  ie!  polynôme  par  le  2e,  le  quotient  est  2,  et  le 
reste,  dégagé  du  facteur  3;  est  O = ixy  — y‘  — 3.  Multi- 
pliant de  diviseur  par  4j-%  et  divisant  par  D,  le  quotient 
est  %xy  — 5y*  4 3 , et  le  reste  Y = — y*  -f-  8 y*  4-9  = 0. 
On  résout  cetle  équ.  en  posant  y-  = z ; d’où  z1  — 8s  = g, 
Z—  9 et  — I ; puis  y = dz  3 et  ± \/—i  : enfin,  substituant 
dans  ü = o,  on  a pour  valeurs  correspondantes  x '=  ±2 
et  zc  l/-*ts. 

Pour  x*-f-2 xy — 3y’+  1=0,  x'  — y%  — o , le  itr  reste  est 
V=s2xy~2y*+vt  le  2*,  Y=4f7 — 1>  donc,^= — a=±: 

P , Q , p //  étant  des  fonctions  dey,  les  équ. 

xJ  -j- Px -f- Q 7=  o , x * 4 Px  d-  <1  = o , 

5.. 
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^ donnent.  . .(P — />)  •*  4 Q — <7=0, 

(Q— ?)“  + <?(P—  p)'=p  (Q  — 7)  (p— P)- 

Soit  x*-f-  je" — xy — y*— o , 2x3  — x ( 4.7'  — ■ i)  — 2y‘-\-y=o  , 
le  i"  reste  D est  (i6y* — 27"  + * ) ^ + 87** — ÔT-* — y ; on  multi- 
plie le  diviseur  par  (îôj"1 — 27^  -j-  <)’,  011  divise  par  D,  et  on  a 
l’équation  finale  Suy'1  {^y3 — 1 27'’ “J” 37' -f- 1 ) =«;  on  en  tire 
» y~o  et -j  (n°  5i5);  on  abaisse  ensuite  le  degré,  et  on  trouve 
f — \ (5±  1/33);  enfin  , D = o donne  les  valeurs  correspon- 
. daiites  x=  0 , j , — 1 et  — 1 . 

523.  Indiquons  les  modifications  que  doit  subir  la  méthode 
du  commun  diviseur.  ^ * , 

Supposons  que  Zsoit  le  produit  de  deux  facteurs,  Z—PxQ. 
Comme  Z ne  peut  être  nul,  à moins  que  P ou  Q ne  le  soit 
( n°  5oi),  le  problème  se  partage  en  deux  : 

P = o avec  7’= o,  et  Q = o avec  7’=  o. 

Ces  deux  systèmes  admettent  toute*  les  solutions  cherchées  , 
et  sont  plus  simples  que  le.proposé.  Et  si  Z et  7’sont  déeom- 
posables  en  divers  facteurs,  le  problème  se  partage  en  autant 
d’autres  qu’on. peut  combiner  chaque  facteur  de  Z avec  chaque  - 
de  T.  ' . . . . • * 

Ainsi,  x 4 — iyx — 3y*  ~py  — o , x‘ < — y*  — o,  connue 
x’ — y*  = {x  + y)  (x — y),  on  prend  d’abord  y = x,  et 
la  première  équ.  donne  x=o  et^  ; puisj‘  = — x=o  résulte 
du  i,r  facteur  : ce  sont  toutes  les  solutions  demandées. 

Ceci  s’appliqueau  casoùle  facteur  P ne  contient  que^;  alors 
P doit  diviser  cIjr^uu  des  termes  de  .Z  (n°  102,  III).  Posant  P=o 
avec  T^o,  on  aura  une  partie  des  solutions  ; les  autres  seront 
données  par  Q=o  avec  7’=o.  On  ne  peut  donc  pas  supprimer 
ici,  comme,  dans  le  procédé  du  commun  diviseur,  les  facteurs 
Jonctions  de  y seul  ; ou  plutôt  on  les  supprime  en  les  traitant 
à part.  * , ~ * 

Ainsi  , pour  xa  -f-  x (y  — 3)  + y*  — 3 y -f-  2'=  o, 
x‘  — ix-t-y*  -~-y  — o,  on  a le  reste  (y — 1)  (x  — 2)  : avant 
de  passer  a une  2'  division , on  supprimera  le  facteur" y — 1 , 
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mais  en  posant  jr—  i dans  le  diviseur,  ce  qui  donne  Æ = ocl2. 
Ensuite , on  continuera  le  calcul  avec  le  reste  x — a qui  amène 
l’e'qu.  finale^’ — j*=:o,  savoir, ^=o  et  i avec  .t— 2. 

■*•'4  |*  *?••»".  * . * •’*  . , ‘ 

Avant  de  multiplier  un  dividende  par  quelque  facteur 
M,  M' . . . il  faut  donc  s’assurer,  par  la  méthode  du  commun 
diviseur,  si  le  diviseur  n’admet  pas  M,  ou  ses  diviseurs,  comine 
facteur  de  tous  ses  termes;  car,  alors,  il  faudrait  supprimer  ce 
facteur  du  diviseur,  et  le  traiter  à part,  comme  on  vient  de 
le  dire. 

Par  ex.  , a:1 — x'y^-x  {y — 6)  — 4=0>'r‘ — XJ~ 4=o; 

une  première  division  donne  le  quotient  x , et  le  reste 
x ( y a ) -f-  y* — 4 ; y — 2 est  ici  facteur  commun  : ou  pose 
donc  y—  a dans  le  diviseur,  qui  devient  x*  — a.r  — 4>  d’où 
x—  i ± ^/5.  Le  reste,  réduit  à a;  + y -1-2,  devient  diviseur 
et  on  arrive  à l’équ.  finale  y'-+-3y-=o,  d’où  y — o et — 3, 
avec  x = — 2 et  1 . 

Soient  encore  les  équ. 

*■'—  ( 3r  — 6)  Xa-+-(3j-a-  12 y y 8)—  y-  +6y’  — 8y  = o. 


x*  + (ay+2)x  4 -y‘+  2y~o 

Une  i r*  division  donne  ce  reste  3xy  (y — i)  +y}  -4-  3^* — \y  : 
avant  de  le  prendre  pour  diviseur,  on  doit  supprimer  les  fac- 
teurs^ et^ — i,  qui  donnent^'=o  et  i;  puis  on  a x=o  et  — a , 
pour  y—  o;  x — — i et  — 3 pour  y—  î.  Le  reste  devient 
3x-f-j-+4;  pris  pour  diviseur,  on  a l’équ.  finale^5 — y — a = o; 
d’où  ^ = '2  et — i avec  x — — a et  — r,  f ce  sont  les  six  solu- 
tions du  problème. 

5a4-  Enfin,  quand  il  arrive  ‘qu’un  facteur  commun  IJ  existe 
dans  Z et  T,  Z=P  X O;  T=  Qx  D,  comme  D = o rend  ces 
produits  nuis , cette  équation  unique  ne  peut  donner  que  l’une 
des  inconnues  y,  même  quand  elles  y entrent  toutes  deux  : 
l’autre  inconnue  reste  donc  quelconque.  Ainsi  le  problème 
admet  une  iiifinité  de  solutions j il  est  indéterminé.  Les  solu- 
tions des  équ.  P—o,  Q— o,  qui  sont  en  nombre  limité,  satis- 
font aussi  à la  question^ 
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Les  équ.  (y  — 4)  x*  — y + 4 = °>  — x%  — 

ont  le  facteur  cotmnun  x — i , ainsi  qii’on  le  trouve  en  prati- 
quant le  calcul  indiqué;  ainsi,  x=t  réduit  les  proposées  à zéro, 
quel  que  soit  y.  Eu  outre,  les  quo  tiens  de  la  division  paix — i, 

sont:  i v 

* ^ * . * 

(y— 4)  (•*•■■+, 0 — o,  y — ?; 

* • « 

* ! . 

outre  le  nornîu'é  infini  de  solutiôns  qu’on  vient  d’obtenir,  on  a 
donc  encore  y = i et  4,  répondant  à x — — i et  rt  2. 

5i5.  Cherchons  à dégager  F=o  des  racines  étrangères. 
Comme  ces  racines  rendent  nul  quelques  facteurs,  M,  M'%. . , qui 
sont  en  ^ seul , il  suffira  de  diviser  F par  M,M'. . . pour  chasser 
ces  racines  {*)  : mais  il  est  plus  court  de  les  détruire  dans  les 
restes  successifs,  comme  on  va  le  dire. 

Seulement,  nous  remarquerons  que  le  facteur  m delà  der- 
nière division,  ne  donne  lieu  à aucune  solution  étrangère;  car, 
si" y — \ est  racine  de  m -=o , et  aussi  de  K = o,  l’équ.  iden- 
tique (4)  devient  qD  — o pour  celte  valeur  de  je*  Or,  on  n’a  pas 
q — o,  puisque  le  facteur  m n’a  été  .choisi  que  pour  rendre 
possible  la  division  de  V par  D;  c’est  donc  D qui  est  rendu  zéro 
par y=  A,  etj- — a est  facteur  de  D.  On  a vu  qu’il  fallait  sup- 
primer ce  facteur  et  le  traiter  à part. 

Le  facteur  M ne  contient  pas  x;  soitj'=  A une  racine  de 
l’équ.  M=s  o ; en  substituant  A pour  y dans  l’équ.  identique  (i), 
il  vient  os:  QT+R,  R — — Q T,  autre  équ.  identique  en  x. 
Comme  M est  facteur  du  î”  coefficient  a de  T',  yz=.  A fait  dis- 
paraître ce  terme , et  le  degré  de  T s’abaissé  à n — i qui  est 


(*)  M y a une  exception  accidentelle  quand  _r=x , racine  de  l’équ.  M=o, 
réduit  T à une  valeur  numérique ,,  car  aucune  valeur  de  x ne  peut  rendre 
nuis  ensemble  Met  T;  ainsi  y" --x,  et  par  suite  M,  ne  peut  diviser  Y ; le 
facteur  M n’a  pas  introduit  la  racine  étrangère  _r=x.  Il  faut  en  dire  autant  de 
M'  par  rapport  à II,  de  M"  et  R',  etc.  Ce  cas  sereconnaltra  bientôt,  quand 
on  trouvera , par  hasard , que  Y n’est  pas  divisible  par  M,  ou  M',  ou  etc. 


( 
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celui  de  R : Ainsi  Q est  une  valeur  numérique  (*),  et  les  po- 
lynômes T et  R sont  devenus  les  mêmes  parj'=A,  à un  fac- 
teur numérique  près.  Faisons  aussi  y — A dans  l’éqU.  (a),  il 
vient  , K 

R'—M'T—  Q'R  - 7 QQ'). 

Or  R'  et  T sont  des  degrés  n — 2 et  n — 1 , ce  qui  empêche  les 
deux  membres  d’être  identiques;  d’où  l’on  voit  que  cette  équ. 
serait  absurde,  si  l’on  n’avait  pas  = 0,  quel  que  soit 

xy  qui  d’ailleurs  n’y  entre  pas.  Ainsi  le  a'  rdbte  R1  est  rendu  nul 
par  j-—*;  y — a divise  R'.  Comme  chaque  racine  de  l’e'qu. 
M = o conduit  à la  même  conséquence , on  voit  que  le  facteur 
M introduit  dans  le  1"  dividende , doit  diviser  le  2'  reste  R'. 
Donc  sj  l’on  substitue  ou  reste  R',  dans  le  calcul  du  commun 
* diviseur,  le  quotient  exact  de  R'  divisé  par  M , on  aura  sup- 
primé de  l’opération  les  solutions  étrangères  que  ce  facteur  M 
avait  introduites.  C’est  ce  quotient,  et  non  plus  R',  qui  doit 
être  pris  pour  diviseur  de  R,  ou  plutôt  de  M"R. 

On  prouve  de  même  que  le  20  facteur  M’  divise  exactement 
le  3*  reste  R",  et  que  c’est  le  quotient  qui  doit  remplacer  R" 
dans  la  division  suivante,  pour  supprimer  les  racines  étrangères 
amenées  par  M et  ainsi  de  suite.  Il  équ.  finale  Y = o obtenue 
delà  sorte , sera  donc  exemple  de  toutes  les soluliorts  étrangères. 

Parex.,.r:y — 3x-f  1=0,  x‘  (.y— t)-f-x — 2=0.  Multi- 
plions la  par  [y — 1)’,  et  divisons  par  la  2'  ; (1  vient 

• 1 " Reste  — x (y?  — 5y  -f  3)  +yi-^y-\- 1 D, 

multipliant  la  2* équ.  par  ( y 1 — 5,7"+  3)*,  on  a 

2"  Reste...  y5 — ioyi  -{-Sqy'  — 64^"’ + 52^ — 16, 
lequel  doit  être  divisible  par  ( y — 1 )*  ; le  quotient  est  l’équ. 
finale  en^ , sans  racines  étrangères, 

y3 — 8>y!‘-f-2o>7'—  16  —o. 

Les  solutions  sont  y \ 1 eto.  -,  D~  o donne  x=—i , 1 et  1 . 


(*)  Et  en  effet  les  ternies  en  x,  x'...  qui  composent  le  quotient  Q,  d’a- 
près la  marche  du  calcul  ( K.  note  p.65  ),  ont  pour  facteurs  respectifs  a,  «*,.. t 
qui  deviennent  nuis  pour^  = x. 
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Pour  x'y  — {x'y’  -f  x + 6=  o,  x'J (y — 2 ) -4-xy  4- 2 --  o, 
ou  multiplie  .la  1 ,f  équ.  par  (y  ■ — 2)a  ; la  division  donne  le  reste 
Ax-\-B , en  posant 

A=^y'<-~  j°  + 4,  5=8(r3— — 3^-f-  3).- 

/ s ' ' 1 . ’ . ' . 

et  comme/ — 1 est  facteur  commun  de  A et  B , on  le  suppri- 
me , et  on  a ja=i , avec  .r=a  et — 1 , puis 

•A-=ztkf—  3/a— 4r— 4i  £=8  (jr’— 3}t  •' 
le  reste  de  la  2e  division  est  A a — ^By{A  — /J  ) — /?%  on 
20  jr5  — z3y*—  220  4-  3,j6iya4'  27  2 j"  — 56°  — 0 : 

divisant  par  (y — 0.  )a,  l’équ.  finale  est 

20 y*  4 57 y'  — 72/-  — 1 4o  o , 
d’où  l’on  tire  y— — :|et.r  = — 1;  puis  5y‘‘-{-8y*  — i8. 

Au  reste , il  se  peut  que  la  racine  y ~ a de  M—  o réduise  T 
au  degre'  n — 2 au  plus  ; alors  M ne  divise  plus  R',  car  les  équ. 
R—  o,  R'~  o se  trouvant  au  même  degré  que  T,  ne  permet- 
traient plus  d'appliquer  le  raisonnement  ci-dessus  : Y est  donc 
embarrassé  de  la  racine  étrangère  A,  ce  qu’on  reconnaît  bien- 
tôt. Dansl’ex.  suivant,  le  facteur  y introduit  dans  la  ire  divi- 

' 

sion  , ne  divise  pas  le  2e  reste,  et  se  retrouve  dans  le  dernier 
reste  , d’ou  il  faut  le  dégager. 

(/-— î)^4 — 1 = 0,  yx*  — x 4-1=0: 
itr  Reste...  (y — i)x a — x (y — r) — y,  * 

2e  Reste...  (2y‘— zy+  ')x-h(y‘  +y — 1), 

3*  Reste  . . y {y* — iy*+  >4.7*—  9J‘  + 2)- 

Quaud  il  arrive  qu’une  combinaison  des  équ.  Z = o,  T=o,  , 
présente  un  résultat  simple,  on  doit  employer  celui-ci  de  pré- 
férence à Z : comme  aussi  on  peut  trouver  plus  commode 
d’ordonner  Z et  T par  rapport  à y.  En  ajoutant  les  équ.  du  Ier 
ex  p.  67,  et  résolvant  selon  y,  qui,  dans  la  somme,  n’est 
qu’au  i,r  degré,  on  obtient  sur-le-champ  les  solutions. 

Quand  Z et  7' sont  au  même  degré  m , en  éliminant  xm 
comme  une  inconnue  simple  , 011  abaisse  l’une  des  équ.  au  de- 
gré m — 1 * 
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5a6.  La  règle  donnée  p.  67  présente  quatre  cas  d’exceptions, 
selon  que  Y ou  £),  est  nul  de  lui-même , ou  est  une  valeur  nu- 
mérique. 

1"  Cas.  Le  reste  Y se  réduit  à zéro.  D est  alors  facteur 
commun  de  Z et  de  T,  c’est  ce  qui  a déjà  été  examiné  n°  5a4  : 

Le  problème  est  indéterminé. 

ie Cas.  Y est  un  nombre.  V et  D (équ.  4)  ne  peuvent  être  ren- 
dus nuis  ensemble  ; ainsi  aucune  valeur  dex et  de  jr  ne  peut  sa- 
tisfaire aux  proposées,  qui  expriment  alors  des  conditions  con- 
tradictoires; le  problème  est  absurde.  C’est  ce  qu’on  voit  sur  les 
équ. 

» 3x‘  — 6xy  -b  Zy3  — 1 — o , ax'  — \xy  -f-  aj"1  +1=0. 

Posez  deux  équ.  dont  la  coexistence  soit  impossible,  ayant  une 
même  inconnue  z,  telles  que  3za — 1 ==  o,  2z“  -f-  t =0  : faites 
z=zxfy,  ou  x — y,  ou  toute  autre  fonction  de  x et  de  y,  il 
est.  évident  que  les  deux  équ.  seront  incompatibles. 

d * 

3e  Cas.  Le  diviseur  D devient  nul , pour  une  racine  y = a de  , 
l’équ.  Y = 0':  alors  y — a est  facteur  de  D,  et  on  a vu  qu’il 
fallait  supprimer  ce  facteur  et  le  traiter  à part  (p.  68). 

C’est  ainsi  que  dans  le  dernier  ex.  du  n°  5a3,  si  l’on  eût  ou- 
blié de  supprimer  les  facteurs^  et  y — 1 du  ier  reste  ; on  au- 
rait trouvé  l’équ.  finale  y6  — 3 y5  +y*-{-3yl  — iy*—o , dont 
les  racines  sontj'^ro,  1 , 1 , — 1 et  2;  les  trois  premières  donnent 
lieu  à la  présente  circonstance. 

4*  Cas.  Ls  dernier  diviseur  D devient  un  nombre  i',  quand 
on  fait  y = A;  en  divisant  D par  y — A,  le  quotient  étant  K et 
le  reste  Zi,  on  a O — {y  — A)  A-j-Z.;  puisque  y — A change  D 
en  une  valeur  numérique  x n’entre  pas  dans  L ; et  comme 
on  doit  avoir  ensemble  D=o,  Y—  o , la  valeury ~ a répond 
à x infini,  seule  manière  de  rendre  D nul.  Par  ex.  les  équ. 

jr3*3 +xy'  (y—  1 ) — i — o y'x1  -f  jr3 — y'1  — 1 =.0 , 

ont  pour  équ.  finale  y*  (y  — i)=e:o,et  pour  dernier  diviseur 
xy — 1=0;  donc  y — t répond  àr=i,et  j=oàz=oo. 
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L’ex*  suivant  montre  comment  on  élimine  entre  trois  éq. 

x~t-z'J — ay  — o,  x*f-y  = 2,  z'a :=i. 

On  chasse  d’abord  y,  entre  ces  équ.  deux  à deux  ; on  trouve 
deux  équ  finales  en  x et  z,  entre  lesquelles  on  élimine  z;  il 
vient  enfin  une  équ.  en  x.  Ainsi  on  a 

z+-t-a;rz‘-l-5Æa=8,  z'x=  i;  Sx * — 6x!“+i=o. 

* * • 

On  trouve  x=d=i,  5jca=  i , et  les  quatre  racines  de  x sont 
connues  ; z est  ensuite  donné  par  l’équ.  z*x  = 1 , etc. 

Sur  l’existence  des  Racines. 

» . i ’• 

?.. 

527.  Représentons  kxn  -f-  pxn~' . . . . -f-  u par  fa r , k étant 
positif,  et  construisons  (fig.  i)sur  les  axes  rectangles  Ax , Ay , 
la  courbe  MM'  M" . . . dontl’équ.  est  y=fx.  A.  chaque  abscisse 
* AP  répond  une  ordonnée  PM , et  mie  seule  ; coule  parallèle 
♦ à l'axe  A y coupe  donc  la  courbe  en  un  point  unique  ; la  courbe 
est  un  trait  continu,  s’étendant  à V infini , tant  a droite  qu’à 
gauche , sans  nœud,  ni  double  branche  ; elle  peut  former  di- 
verses ondulations.  Elle  porte  le  nom  de  courbe  parabolique , 
par  analogie  avec  la  parabole  dont  l’équ.  est  y =s=  ax*. 

Quand  l’arc  coupe  l’axe  des  x en  quelque  point  k , l’abscisse 
Ak  de  ce  point  répond  à y = o,  et  est  par  conséquent  racine 
de  l’équ.  f x = o : les  racines  positives  sont  les  abscisses  des 
points  de  section  placés  à droite  de  l’origine  A\  les  négatives 
sont  à gauche.  Une  ordonnée  positive  PM  donne  un  point  M 
* de  la  courbe  situé  en-dessus  de  l’axe  Ax  ; une  négative  P' M 
donne  un  point  M'  au-dessous. 

Pour  qu’à  une  abscisse  Ak  , racine  de  l’équ.y.r  = 0,  il  en 
succède  une  autre  Ak' , il  faut  que  l’arc  se  recourbe  , se  rap- 
proche de  l’axe  Ax.,  ce  qui  produit  les  serpentemens  qu’on 
voit  dans  la  fig.  1 ; les  ondulations  qui  n’arrivent  pas  jusqu’à' 
1’axb,  ne  donnent  aucune  racine  réelle.  Comme  la  forme  de 
la  courbe  détermine  les  racines,  et  qu’en  scs  divers  points, 
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la  direction  de  l’arc  est  celle  de  sa  tangente,  cherchons  les 
inclinaisons  de  ces  tangentes  sur  l’axe  des  x. 

Soit  B MM'  (fig.  2)  un  arc  de  la  courbe  dont  l’équ.  est 
y — fx\  M et  M'  deux  points  dé  cet  arc  ; x et  y les  coor- 
données de  M,  x-\-  h et  y -f-  k celles  de  M' , savoir,  AP=x , 
PM— y,  PP  — h,  QM'  = k.  En  remplaçant,  dans y=fx, 
x par  x + h,  et  y par  y + k , on  a (n°  5o4) , 

J + k —fx  + ù />  -+■  i k*.f“x  + j h?.f  x etc.  . . (1) 

d’où  |=//ar-f  ~ h.fxf^  h‘.f"x  etc (2) 

à cause  de  y—fx.  Or  enrésolvantle  triangle  rectangle  QMM', 
et  désignant  par  S l’angle  que  la  sécante  M'MS  fait  avec 

l’axe  Ax , on  a tangS  — \ 1 a*ns*  l’expression  (2)  est 

la  valeur  de  tang  S.  Or  plus  h diminue,  plus  cette  expression 
approche  de  fx , en  même  temps  que  S tend  à devenir  l’an- 
gle T que  la  tangente  au  point  M fait  avec  Ax  : on  a donc 

a 1 

tang  T —fx  = dérivée  du  polynôme  fx. 

«■  » “ 

Ainsi  quand  on  prend  pour  x tous  les  degrés  de  grandeurs 
entre  AP  et  AP'  (fig.  i),  les  différentes  valeurs  d ef'x  sont 
celles  des  tangentes  de  tous  les  angles  T que  font  avec  l’axe 
Parles  tangentes  successive*  à l’arc  MM* . Ces  angles  sont  ai- 
gus (du  côté  droit)  quand_/a:  a le  signe  + (comme  pour 
l’arc  BM,  fig.  2)  ; obtus  quand  fx  a le  signe  — ( comme  pour 
OM',  fig.  1):  la  tangente  est  parallèle  aux  x,  en  O,  0,0'  0'y0", 
quand  f'x=  o ; les  ondulations  de  la  courbe  résultent  des  va- 
riations de  signe  qu’éprouve  fx. 

Comme,  d’après  la  forme  de  fx  aucune  valeur  de  x ne  peut 
rendre  ce  polynôme  infini,  nulle  part  la  tangente  n’est  per- 
pendiculaire aux  x\  la  courbe  ne  peut  donc  affecter  la  fig.  3 

d’un  rebroussement. 

• 

528.  Puisque  le  triangle  rectangle  HM Q (fig.  2)  donne 
ti(y)=h.f'x,  on  a P'H=fx-j-  h f ’x  = ordonnée  du  point// 


*V  • 
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de  la  tangente  qui  a x -f-  h pour  abscisse.  Mais  l’ordonnée  du 
point  M' de  la  courbe  est  l’expression  (t),  dont  les  deux  i*” 
termes  sont  la  valeur  de  PH,  savoir 

„ * '*.*•  * ' .*  » . 

= X + k = PH+  \ h‘.f"x  + i W.f‘x. . . . 

4 v * 4 * 

et  comme  A est  aussi  petit  qu’on  veut,  le  signe  de  la  quantité 
ajoutée  à PH  est  celui  du  i"  terme  £ h'\f"x,  c.-à-d.  celui 
que/"ar  se  trouve  avoir,  puisque  le  facteur  h est  au  carré. 
Donc  l’ordonnée  P'M'  de  la  courbe  surpasse  celle  PH  de  la 
tangente,  ou  en  est  surpassé,  pour  les  points  voisins  de  M , 
selon  que f“x  est  positif  ou  négatif  : cela  ayant  lieu  quel  que 
soit  le  signe  de  h,  est  vrai  à droite  et  à gauche  du  point  M de 
contact  Ainsi  l'arc  tourne  en  cet  endroit  vers  le  haut , sa  con- 
cavité ou  sa  convexité,  selon  que  f"x  a le  signe  -j-  ou  — , pour 
la  valeur  de  x qu  on  a choisie . 

Tout  ce  qu’on  vient  de  dire  convient  aussi  au  cas  où  l’arc 
de  courbe  est  situé  sous  l’axe  des  a:,  ce  qu’on  démontre  parle 
même  raisonnement.  Au  reste , si  l’on  change  y eu  y,  — i , 
l’équ  j — fx  devient  jr,=fx  ■+■  i;  aiusi  le  dernier  terme  u 
de  fx  est  simplement  changé  en  u -f-  i,  ce  qui  n’altère  en  rien 
les  dérivées  f x,  f“x . . . Or  cette  transformation  revient  à 
descendre  l’axe  des  x parallèlement,  pour  le  porter  à la  dis- 
tance arbitraire  i : on  peut  supposer  qu’actuellement  les  ser- 
penlemens  de  la  courbe  sont  tous  situés  en-dessus  du  nouvel 
axe  des  x,  et  appliquer  le  théorème  ci— dessus;  donc  etc.. . 

■ ;J  ; . ‘j  \ j 

Si  l’on  veut  comparer  l’arc  de  courbe  à Taxe  des  x,  il  est 

'■  * . . « . , . . 

aisé  de  voir  que  notre  théorème  revient  à celui-ci  : l’arc 

tourne  sa  concavité  à l'axe  quand  fx  et  f*.r  sont  de  signes  con- 
traires, et  ta  convexité  quand  les  signes  sont  les  mêmes. 


« ■ «!• 


529.  Le  point  J (fig.  5)  où  un  arc  convexe  s’unit  à un  arc 
concave,  est  appelé  inflexion.  L’abscisse  x de  ce  point  devant 
^ètro  au  passage  de  fx  du  positif  au  négatif,  doit  être  racine 
de  fx-=.  o.  En  effet,  .au  point  f d’inflexion  la  tangente  est 
dirigée  entre  les  deux  arcs  qu’elle  coupe  et  touche  en.ee  point/; 
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le  développement  (1)  privé  de  son  3'  terme , devient 
- jr  + k =fx  + h fx  + J ./"*  + * *♦/*>.  ... 

— l’ordonnée P/idela  tangente  -f-  £ KK.f"i r etc. 

Comme  A est  très  petit,  le  signe  de  ce  développement  est  celui 
de  son  Ier  terme,  lequel  change  avec  h-,  en  sorte  que,  selon 
que  le  point  voisin  de  M (fig.  5)  est  pris  à droite  ou  à gauche 
de  M , l’ordonnée  de  la  tangente  est  plus  grande  ou  plus  pe- 
tite que  celle  de  la  courbe  : ainsi  l’arc  est  situé  en-dessus  de 
la  tangente  d’un  côté  du  point  M de  contact,  et  en  dessous  de 
l’autre  côté  : c’est  le  caractère  propre  à l’inflexion,  qui  n’au- 
rait pas  lieu  si  f'x  n’était  pas  nul. 

Ainsi  pour  obtenir  les  abscisses  des  pointsd’inflexion  , il  faut 
résoudre  l’équ./".r  = o;  les  racines  réelles  déterininént  ces 
points  de  séparation  des  serpentemens.  En  clieichant  les  va- 
leurs de  f'x  qui  correspondent  à ces  racines,  on  a les  incli- 
naisons des  tangentes  en  ces  points. 

'f 

53o.  chaque  ondulation  delà  courbe  il  yaun  point  0,0'... 
(fig.  i)  où  la  tangente  est  parallèle  aux  x,  et  l’ordonnée*  un 
maximum  ou  un  minimum , c.-à-d.  ou  plus  grande,  ou  plus 
petite  que  ses  voisines  des  deux  côtés.  Les  racines  de  l’équ. 
fx  = o sont  des  abscisses  de  ces  points.  Voici  comment  on 
distingue  le  maximum  du  minimum.  Lepointdont  l’ordonnée 
est  un  maximum  positif  ou  négatif  appartient  à un  arc  concave 
vers  l’axe  des  x,  et  l’on  a vu  qu’alors  les  signes  de  fx  et  f'x 
sont  différens  ; tandis  que  ces  signes  sont  les  mêmes  dans  le  cas 
d’un. minimum , qui  répond  à un  arc  convexe  vers  l’axe. 

Et  eu  effet,  puisque f x = o,  la  série  (i)  est  privée  de  son 
2'  ternie,  et  l’ordonnée  PM'  (fig.  z)  de  la  courbe  se  réduit  à 

PM'—fx- 1-  [h“.f"x  etc.  =l’ordonnée  PM -b\ht.f"x...  (4) 

Mais  pour  h très  petit,  celte  série  prend  le  signe  àef'x,  que 
k soit  positif  on  négatif  : ainsi  quand  fx  et  fx  ont  même  si- 
gne, les  ordonnées  à droite  et  à gauche  de  PM  surpassent  cette 
* ordonnée;  c’est  le  contraire  quand  ces  signes  sont  différens. 
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Donc  pour  le  maximum  positif  ou  négatif,  fx  et  f"x  sont  tic 
signes  contraires  j les  signes  sont  les  mêmes  dans  le  cas  du 
minimum.  „. 

Appliquons  cette  théorie  à l’équ. 

j—x * — = fx\  d’où 

fx  ~q.x'  — i6.r7  + igr — 6,  f"  x — tix’1 — 32*4-19. 

En  posant  fx  xo,  onai=;,  f et  2 ; ces  racines  sont  por7 
tées  sur  l’axe  Ax\ fîg-  4)  de  A en  P,  P ' et  P"  -,  les  ordonnées 
correspondantes  sont  celles  des  inaxima  ou  minima;  ce 
sont  PO— — P' O'  — -f-  P” Q"= -)-■%.  Gomme  a:  = o 

donne  AB  — |,  la  courbe  passe  en  BOO'O"  : Véqu.f'x  =0 
donne  x = o ,89. . . et  1 ,77 . . . abscisses  AQ , AQ’  des  points 
d’inflexion  /,  I' . Et  comme  de  l’un  de  ces  points  à l’autre,/"* 
est  négatif,  l’arc  y est  convexe  ; il  est  concave  dans  le  reste  de 
la  courbe.  Il  y a donc  un  maximum  négatif  en  O,  un  positif 
eu  O',  et  enfin  un  minimum  positif  en  O".  On  a deux  points 
de  section  avec  l’axe  , en  C.et  D ; AD  — 1 et  AC  sont  des  ra- 
cines réelles  de  l’équ.  fx  — o ; les  deux  autres  sagt  imagi- 
naires. , 

j.  - ' ' , ■ * 1 

53 1.  Les  racines  de  l’équ.  fx.  ==  o sont  les  abscisses  de$ 

• points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  horizontale,  et  l’on  a vu  * 
que  ces  points  ont  leur  ordonnée  maximum  ou  minimum,  ' 
selon  les  signes  Aefx  et  f'x.  Mais  si  quelqu’une  de  ces  racines 
rend  en  outrey"a:  nul,  alors  il  n’y  a plus  maximum  ni  mini- 
mum, mais  inflexion  horizontale,  comme  dans  la  fig.  5.  En 
effet  la  partie  dû  développement  (4)  qu’il  faut  ajouter  à l’or- 
donnée PM  est  alors  •[.-  k\f"x  + • • • ■ ; et  comme  le  icr  terme 
change  de  signe  avec  A,  l’arc  est  concave  d’un  côté  du  point  M 
de  contact,  et  convexe  de  l’autre.  Gomme  cette  valeur  de  x 
donne  à la  fo\sfx-==o,f‘x  — o,  la  iTC  de  ces  équ.  a deux 
« racines  égales  (n°  5 20).  Ce  cas  arrive  quand  deux  ondulations 
successives  se  fondent  en  une  seule  par  -l'évanouissement  de 
l’arc  qui  joint  un  maximum  au  suivant,  et  la  coïncidence  de  , 
l’un  avec  l’autre,  ainsi  que  celles  de  leurs  tangentes. 

De  même,  il  pourrait  arriver  que  f"‘x  fût  aussi  nul  ; la  partie  . 


Digitized  6y  Google 


SDR  L EXISTENCE  DES  RACINES.  79 

additive  à PM  dans  l’expression  (4)  serait  h* ,f‘ 'x 

qui  conserve  le  signe  d ef'v  des  deux  côtés  du  contact  ; il  y au-> 
rait  donc  maximum  ou  minimum,  selon  le  signe  — ou  -f-  de 
/’1Yar:  trois  ondulalionsde la  corfi’be  se  réuniraient  en  une  seule. 

En  général,  pour  avoir  un  maximum  ou  un  minimum, 
quand  la  tangente  est  horizontale,  il  faut  que  la  iM  dérivée 
qui  n’est  pas  nulle  parla  racine  def'x  — o,  soit  d’ordre  pair  ; 
et  le  signe  de  cette  dérivée  sert  à distinguer  le  maximum  du 
minimum.  Et  pour  que  la  racine  de  f"x=. o réponde  à une 
inflexion,  il  faut  que  la  ire  dérivée  de  f"x  qui  n’est  pas  rendue 
nulle  soit  d’ordre  impair.  * : "• 

Il  suit  de  la  forme  de  la  courbe  parabolique  qu’une  con- 
vexité doit  succéder  à une  concavité,  et  réciproquement;  un 
maximum  positif  suit  un  maximum  négatif,  si  l’arc  coupe 
l’axe  des  a:,  ou  un  minimum  positif,  s’il  ne  le  rencontre  pas  : 
le  maximum  négatif  est  pareillement  suivi  d’un  minimum 
négatif,  ou  d’un  maximum  positif.  Cependant  s’il  arrive  que 
la  courbe  a une  tangente  horizontale  au  point  même  d’in- 
flexion ffîg.  5),  cas  où  fx  — o en  même  temps  qu<tf"x  — o, 
il  n’en  est  plus  ainsi,  et  ce  point  singulier  tient  lieu  à la  fois 
d’un  maximum  et  d’un  minimum  réunis  ensemble.  Si  l’on  a 
en  outre /'""x  = o,  on  retombe  sur  le  cas  précédent,  seule- 
ment trois  points  de  cette  espèce  sont  fondus  en  un  seul  ; et 
ùiûsi  de  suite.  * 

Lorsque  la  tangente  ’est  oblique  à l’axe  des  x , fx  n’est 
plus  nul,  etsiy'"x  = o,  ona  vu  que  la  courbe  a une  inflexion  : 
mais  cette  inflexion  disparait  si  la  même  racine  de  cette  équ. 
donne  f“x  = o j^deux  ondulations  se  sont  réunies  en  un  seul 
point.  Et  si  f^x  est  aussi  = o,  l’inflexion  reparaît,  etc.  En 
un  mot,  toutes  les  circonstances  énoncées  dans  le  cas  où  la 
tangente  est  horizontale,  peuvent  se  réaliser  aussi  quand' elle 
est  oblique,  par  l’évanouissement  de  quelques  ondulations. 

53a.  11  suit  de  ces  raisonnemens  que  quand  deux  abscisses 
AP  t AP' , £fig.  1)  donnent  pour  fx  deux  résultats  de  signes 
contraires  PM.  P'M',  les  points  M et  M'  de  la  courbe  étant 
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des  deux  côtés  de  l’axe  x'x,  et  l’arc  devant  aller  de  l’un  de 
ces  points  à l’autre  par  un  trait  continu , la  courbe  doit  cou-, 
per. l’axe  en  un  point  intermédiaire  k.  Et  même  il  se  peut  que  , 
dans  cet  intervalle  PP' , la  courbe  ait  des  serpentemens,  et 
qu’elle  forme  3,5. . . intersections  avec  l’axe,  comme  on  le 
voit  par  l’arc  ponctué  des  fig.  8 et  9,  où  la  courbe  va  de  m 
en  M,  en  traversant  Taxe  un  nombre  impair  de  fois. 

Deux  abscisses  AP , AP " (6g.  1)  qui  donnent  pour  Jx  des 
résultats  de  même  signe  PM.  P"  M" , indiquant  que  deux 
points  M , M“  ’ de  la  courbe  sont  situés  d’un  même  côté  de 
l’axe  x’x,  l’arc  qui  joint  l’un  à l’autre  peut  ne  point  couper 
l'axe;  mais  si  l’arc  est  ondulé,  il  peut  aussi  le  couper  en 
2,4-  ■ • points,  comme  ou  le  voit  par  l’arc  ponctué  de  m en  M 
(fig.  6 et  7). 

On  ne  regardera  pas  comme  une  exception  à ce  nombre , 
soit  pair,  soit  impair,  d’intersections  de  la  courbe  avec  l’axe 
x'x , le  cas  où  elle  loucherait  cet  axe  (fig.  10);  car  alors  fx 
et  f'x  seraient  nuis  ensemble  pour  l’abscisse  x — a du  point 
k de  contact,  cas  où  l’équ.  fx  — oa  la  racine  double  a,  et 
le  facteur  (x  — a)4;  ce  sont  deux  points  de  section  de  l’arc 
MkM'  qui  se  trouvent  réunis  en  un  seul,  et  ce  point  de  con- 
tact k doit  compter  pour  deux  intersections.  Et  six  = a don- 
nait en  outre  f'x  = o,  le  point  unique  de  section  et  de  con- 
tact serait  corr.cspondant  à une  racine  triple  defx=±  o,  à une 
inflexion  MkM" , et  compterait  pour  trois,  à cause  du  fac- 
teur (x  — a)H;  En  général , fx  aurait  le  facteur  (x  — a)'" , et  la 
racine  x — a compterait  pour  m points  de  section  , parce  que 
toutes  les  dérivées  jusqu’à  fm~‘x  seraient  nulles,  et  que  la 
courbe  aurait  réellement  m points  et  m courbures  reunies 
ensemble. 

Donc  quand  deux  valeurs  substituées  à x dans  fx,  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires  , l’équ.  fx  = o a , entre  ces 
valeurs  , des  racines  en  nombre  impair,  et  toujours  au  moins 
une  racine  intermédiaire  : si  les  résultats  ont  même  signe, 
soit  + , soit  — , ou  les  valeurs  substitués  n'interceptent  entre 
elles  aucune  racine , ou  elles  en  comprennent  un  nombre  pair. 
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533.  D’après  cela , examinons  les  deux  cas  de  degré  pair  et 
impair. 

I.  Si  l’équ.  fx  = o est  de  degré  pair  n , en  prenant  pour  x 
la  limite  AP  (fig.  6el  7)  des  racines  positives,  ou  le  i*r  terme 
kaf  du  polynôme  fx  positif  et  plus  grand  que  la  somme  des 
termes  négatifs , l’ordonnée  PM  est  positive.  Par  la  même 
raison  fx  et  f"x  sout  aussi  positifs  ; la  tangente  aux  points 
de  la  courbe  depuis  M jusqu’à  l’infini  fait  un  angle  aigu  T 
avec  l’axe  Ax,  et  est  concave  vers  le  haut,  s’écartant  déplus 
en  plus  de  cet  axe.  L’abscisse  Ap  étant  limite  des  racines  né- 
gatives, f x et  fx  sont  encore  positifs,  parce  que  les  expo- 
sans  n et  n — 2 du  i"  terme  de  ces  polynômes  sont  pairs;  la 
courbe  est  donc  aussi  concave , j usqu’à  l’infini  et  s’écarte  sans 
cesse  au-dessus  de  l’axe  Ax'.  Mais  fx  est  négatif,  parce 
que  n — 1 est  impair  : la  tangente  aux  points  de  la  courbe 
depuis  m jusqu’à  l’infini  fait  un  angle  obtus  1 avec  Ax. 

Or,  si  le  dernier  terme  de  fx  est  négatif , — u , en  faisant 
X—q,  y devient  — u,  et  il  faut  porter  la  longueur  AB= — n 
(fig.  6)  en-dessous  de  l’origine  A : la  courbe  passe  par  les  trois 
points  m , B et  M , et  doit  couper  l’axe  au  moins  une  fois  en  k’ 
à gauche,  et  une  fois  en  k à droite  : mais  elle  peut  aussi  cou- 
per cet  axe  en  3, 5...  points  de  chaque  côté,  si  elle  fait  des 
serpentemens  assez  étendus  pour  l’atteindre,  ainsi  qu’on  le 
voit  par  la  ligne  ponctuée.  Donc  toute  équ.  de  degré  pair  dont 
le  dernier  terme  est  négatif  a un  nombre  impair  de  racines 
positives  et  aussi  de  négatives , mais  toujours  au  moins  une  de 
chaque  espece. 

Et  si  le  dernier  terme  de  fx  est  positif  -f-  u , en  faisant  x = o, 
y devient  -f- 1/,  qu’il  faut  porter  en  AB  (fig.  7)  au-dessus  de 
l’origine  A.  La  courbe  passe  par  les  trois  points  m,  B et  M , 
situés  en-dessus  de  l’axe  x'x,  et'  l’on  est  incertain  si  elle  fait 
des  serpentemens  capables  d’y  atteindre  : mais  s’il  y a des 
intersections,  elles  sont  en  nombre  pair  tant  à droite  qu’à 
gauche , ainsi  qu’on  le  voit  par  la  ligne  ponctuée.  Donc  toute 
équ.  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  positif,  'ou  n’a 
T II.  6 
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aucune  racine  # réelle , ou  le  nombre  en  est  pair  pour  les  posi- 
, lives , pair  pour  les  négatives. 

II.  Si  fx  est  de  degré  impair  n,  tout  ce  qu’on  vient  de  dire 
pour  la  forme  de  la  courbe  du  côté  des  x positives  est  encore 
vrai  ; à partir  de  M (fi".  8 et  9)  , elle  est  encore  concave  vers  le 
haut,  s’écartant  sans  cesse  de  l’axe  Ax  et  allant  à l’infini,  avec 
des  tangentes  quifont  des  angles  aigus  avec  ect  axe.  Mais  si  l'on 
prend  pour  x la  limite  Ap  des  racines  négatives,  comme  l’ex- 
posant n du  Ier  terme  de  fa et  celui  n — 2 defx  sont  im- 
pairs, ce  premier  terme  est  négatif , et  l’on*. a une  ordonnée 
négative  pm , et  un  arc  convexe  vers  le  haut.  En  outre,  au 
point  m,  situé  sous  l’axe,  la  tangente  fait  un  angle,  aigu 
avec  les  x,  parce  que  l’exposant  n — 1 du  1er  terme  de  fx 
est  pair. 

Or , si  le  dernier  terme  de  fx  est  négatif  — u , x = o donne 
y — — «,  qu’il  faut  porter  en  AB  (fig.  8)  sous  l’origine  A : 
la  courbe  va  donc  de  m en  B , puis  eu  M.  D’où  l’op  voit  qu’elle 
peut  11e  pas  couper  l’axé  x'x  dans  l’espace  Ax  , et  qu’elle  le 
coupe  certainement  une  fois  entre  A et  P.  Les  intersections 
que  produiraient  des  serpentemens  seraient  d’ailleurs  en  nom- 
bre pair  de  x' en  A , et  impair  de  A en  P.  Donc  toute  éqir.  de 
degré  impair  dont  le  dernier  ternie  est  négatif  a toujours  un 
nombre  impair  de  racines  positives  ( au  moins  une),  et  peut 
n" en  avoir  aucune  négative  ; lorsqu’il  en  existe  de  cette  der- 
nière espèce,  elles  sont  en  nombre  pair. 

Et  si  le  dernier  terme  de  fx  est  positif,  -J-  u , il  faut  prendre 
AB  = u (fig.  9)  au-dessus  de  l’origine  A : la  courbe  va  de  m 
eu  B et  en  M , coupe  l'axe  entre  A ex. p en  un  nombre  impair 
de  points,  peut  ne  pas  rencontrer  cet  axe  de  A en  P , et  si  elle 
le  rencontre,  ce  doit  être  en  un  nombre  pair  de  points.  Donc 
toute  équ.  de  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  est  positif, 
a un  nombre  impair  de  racines  négatives  ( au  moins  une  ) , et 
peut  n’avoir  aucune  racine  positive , ou  en  avoir  un  nom- 
bre pair.  ' 

Le  cas  où  la  courbe  serait  tangente  à l’axe  des  x ne  fait  pas 
exception  à ces  principes,  puisque  nous  avons  vu  qu’alors 


Digitized  by  Google 


sur  inexistence  des  raceses.  83 

l’e'qu.  fx  — o a îles racines  égalés,  et  qu’on  doit  compter  ces 
racines  comme  répondant  à un  égal  nombre  de  points  com- 
muns entre  la  courbe  et  l’axe. 

Lorsqu'une  équ.  ordonnée  est  formée  de  termes  positifs  sui- 
vis <T autres  termes  tous  négatifs,  il  n’y  a qu’une  racine  posi- 
tive, les  autres  racines  sont  négatives  ou  imaginaires.  Car 
l’équ. 

kxn  -f  . . . -f-  qx‘  — rr,-‘  — sx1"* . . . — u = o, 

i - , r s u 

devient  kx"- ' ....  -4-  q = - , 

1 X xl  x‘ 

lorsqu’on  la  divise  par  x‘.  La  proposée  a une  racine  positive, 
«puisque son  dernier  terme  est  négatif;  a:  ==  a rend  donc  égaux 
les  deux  membres  de  cette  dernière  équ.  Qu’on  fasse  croître 
ou  décroître  x,  l’égalité  sera  impossible,  puisque  l’un  des 
membres  augmentera , tandis  que  l’autre  diminuera. 

534-  Puisque  toute  équ.  de  degré  pair  doit  avoir  ses  raci- 
nes réelles  en  nombre  pair,  ou  n’en  avoir  aucune,  et  que  si  le 
degré  est  impair,  les  racines  réelles  sont  en  nombre  impair,  il 
s’ensuit  que  les  racines  imaginaires  d'une  équ.  sont  toujours 
en  nombre  pair  : une  équ.  qui  n’a  pas  de  racine  réelle  est  né- 
cessairement de  degré  pair , avec  un  dernier  terme  positif 

Quand  toutes  les  racines  de  l’équ.  f x = o sont  réelles,  la 
courbe  a n — î tangentes  horizontales  et  n — i serpentemens. 
Si  chacun  de  ce§  arcs  atteint  l’axe  des  x , les  n racines  de  l’e'q. 
fxr=zq  sont  aussi  réelles  ; et  comme  alors  il  n’y  a que  des 
maxima  alternativement  positifs  et  négatifs,  fx  et  f"x  ont 
toujours  des  signes  différens  pour  toutes  les  racines  de  fs r=o, 
et  leur  produit  reste  négatif. 

Mais  les  racines  réelles  sont  remplacées  par  des  imaginaires 
accouplées,  quand  ces  intersections  doubles  manquent,  c.-à-d. 
quand  des  màxima  sont  remplacés  par  des  minima,  l’ondu- 
lation n’ayant  pas  un  développement  suffisant  pour  atteiudre 
l’axe. 

Et  lorsque  l’équ.  fx  = o a des  couples  imaginaires  pour 
racines  (car  elles  sont  toujours  en  nombre  pair)  la  courbe 

6.. 
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dont  l’cqti.  est  = fa  perd  autant  de  serpentemens,  et  fx=a 
perd  autant  de  couples  de  racines  réelles.  Ainsi,  en  général, 
l’équ.  f x — o a autant  de  racines  imaginaires,  que  f j=o,  ou 
un  plus  grand  nombre,  savoir  autant  que  f'x  = o en  a,  et  de 
plus  autant  que  cette  dernière  équ.  a de  racines  réelles  qui  ren- 
dent fx  et  f"x  de  meme  signe,  ou  le  produit  fx  X f”x  positif; 
car  les  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe  des  x manquent 
par  couples,  quand  la  courbe  a des  îniniuia. 

Si  l’équ.yr=o  a toutes  ses  racines  réelles,  les  équ.y'x=o, 
f"x  ~ o,  etc. , les  ont  ainsi  de  cette  espèce;  mais  la  récipro- 
que n’est  pas  vraie. 

535.  Étant  donnée  une  équ.yirxo,  il  est  facile  de  connaî- 
tre les  différentes  formes  que  peut  affecter  la  courbe  dont 
l’équation  est  y=zfc.  Prenons  d’abord  celle  du  3e  degré, 
y =A\r3-f- px''  -f-  qx  -j-  r;  les  branches  qui  vont  à l’infini  sont 
disposées  comme  dans  les  fig.  8 et  9.  L’équ .f'x  — o est  du  2' 
degré.  Si  ses  racines  sont  réelles ",  la  courbe  a deux  tangentes 
horizontales,  deux  serpentemens.  Quand  l’axe  xx'  (fig.  11} 
coupe  ces  deux  ondulations  , l’équ.  fx  = o a ses  trois  racines 
réelles  : mais  si  cet  axe,  tel  qu e AA'  ou  BD'  ne  les  coupe  pas, 
l’équ.  11’a  qu’une  seule  racine  véelle,  qui  est  positive  ou  né- 
gative, selon  que  le  dernier  terme  ra  le  signe  — ou  -f-.  Entre 
ces  deux  états,  est  celui  où  l’axe  x x serait  tangent  à l’une  des 
deux  ondulations,  cas  où  fx=o  e t f'x.x=.o  auraient  une  ra- 
cine a commune  ; alors  (x  — a)a  serait  facteur  de  fx.  Et  sî 
fx=(x — a)3  les  deux  serpentemens  se  fondent  en  un;  la  courbe 
est  comme  MkM"  fig.  10,  tangente  à l’axe  an  point  d’in- 
flexion k.  • V , 

Lorsque  l’équ.  fx  = o a ses  deux  racines  imaginaires,  il 
n’y  a aucune  ondulation;  la  courbe  a la  forme  fig.  12,  et  la 
propose'e  n’a  plus  qu’une  racine  réelle  , de  signe  contraire  A 
ceiai  du  dernier  terme  r. 

Pour  l’équ.  du  4*  degré  j'  as  kx^  + etc.,  la  dérivée  f. r = o 
est  du  3*  degré.  Si  les  trois  racines  sont  réelles  la  courbe  a 3 
"ondulations  (fig.  1 3 ) j l’axe  des  x peut  le?  couper  toutes,  et 
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l’equ.  fx  = o a afors  ses  4 racines  réelles-,  mais  s’il  n’en  coupe 
qu’une  seule  comme  AA' , ou  aucune  comme  SB' , il  n’y  a 
que  deux  racines  réelles  ou  aucune.  La  courbe  a deux  points 
d’inflexion  donnés  par f"x  — o. 

Mais  si  Yéqu.fx—o  n’a  qu’une  racine  réelle,  l’équ.  f x~o 
n’en  a pas  de  telles,  la  courbe  n’a  pas  d’inflexion  et  ne  fait 
qu’une  seule  ondulation  (fig.  6)  qui  peut  couper  l’axe  en  deux 
points,  ou  ne  pas  le  rencontrer,  ainsi  il  y a d'eux  racines 
réelles,  ou  4 imaginaires. 

Pour  l’équ.  du  5e  degré,  la  courbe  a la  fig.  1 4>  si  fx  — 0 a 
ses  4 racines  réelles,  ou  la  fig.  1 1 s’il  n’y  a que  deux  racines 
réelles,  ou  enfin  la  fig.  ia  si  les  4 racines  de  f'x—o  sont  ima- 
ginaires. ’ • 

Sans  nous  fonder  sur  le  théorème  du  n°  5oi,  nous  avons  re- 
connu que  toute  équ.  a une  racine  réelle,  exceplé  quand  le 
degré  est  pair  et  le  dernier  terme  positif  ; nous  nous  réservons 
de  prouver  plus  tard  que,  dans  ce  cas  même,  il  existe  un  sym- 
bole algébrique , une  fonction  des  coefficiens , qui  substituée 
pour  x doit  réduire  fx  à zéro  j nous  serons  assurés  alors  que 
tonte  équ.  a une  racine  réelle  on  imaginaire , et  d’après  le 
n°  5oi,  qu’elle  en  a précisément  n. 

536.  Soient  a,  b,...  — a , — b’,...  les  racines  réelles  d’une 
équ.  fx  = T{x  — a ) (x  — b) . . . (x  -{-  a’  ) (x  -j-  b’  ) . . . On  sup - 
pose  ici  que  T~o  n’a  pas  de  racines  réelles,  et  que  par  con- 
séquent le  polynôme  T est  de  degré  pair,  avec  son  dernier 
ternie  positif.  Le  dernier  terme  de  fx  étant  le  produit  de  celui 
de  T par  — a,  — b, . . . -f-  a , -f-  b' . . . son  signe  ne  dépend 
que  du  nombre  pair  ou  impair  des  facteurs  négatifs.  Donc  de 
dernier  terme  d’une  équ.  est  positif  ou  négatif,  selon  que  le 
nombre  des  racines  positives  est  pair  ou  impair,  quel  que  soit 
d’ailleurs  le  nombre  des  négatives  et  des  imaginaires. 

53” . Supposons  qu’ayant  résolu  l’e'qu.y'.r  = o,  on  ait  dis- 
tingué les  niaxima  des  ininima  de  la  courbe^'  —fx , par  la 
comparaison  des  signes  de  fx  et  fx,  pour  les  valeurs  de  x qui 
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sont  racines  de  f'x= =o.  Admettons  que  ces  racines  répondent 
à M maxima  et  m minima. 

Cela  posé,  imaginons  qu’un  point  mobile  partant  de  l’infini 
négatif,  décrive  cette  courbe  en  allant  jusqu’à  l'infini  positif. 
Pendant  une  immense  étendue  de  la  marche , ce  mobile  ne 
rencontrera  pas  l’axe,  parce  que  ce  n’est  que  dans  le  voisinage 
de  l’origine  que  commenceront  les  ondulations.  Après  chaque 
maximum , il  tendra  vers Taxe , et  ensuite  le  coupera,  à moins 
que  l’axe  se  recourbant  ne  donne  naissance  à un  minimum. 
Ainsi  chaque  minimum  détruira  une  intersection  indiquée  parle 
maximum  voisin.  Il  enfaut  conclure  que  M — m-f-  ijest  le  nombre 
des  intersections,  c.-à-d.  des  racines  réelles  de.'1'équ.  fx  = o : 
nous  ajoutons  le  terme  1 , parce  que  dans  le  mouvement 
du  mobile,  nous  n’avons  pas  compté  l’intersection  qui  pré- 
cède le  iw  maximum  ou  succède  au  dernier.  S’il  y a autant  de 
maxima  que  de  minima,  M r=  m et  il  n’y  a qu’une  seule  ra- 
cine réelle  (l’équ.  est  alors  de  degré  impair)  : quand  il  n’y  a 
pas  de  minimum,  un  seul  maximum  est  possible,  et  l’équ,  a 
deux  racines  réelles  ; elle  est  de  degré  pair  et  le  maximum  est 
négatif  : enfin  quand  il  n’y  a pas  de  maximum,  on  ne  trouve 
qu’un  seul  minimum  et  aucune  racine  n’est  réelle;  l’équ. 
est  de  degré  pair  et  le  minimum  est  positif. 

Racines  incommensurables. 

538.  Méthode  de  Newton.  Après  avoir  dégagé  une  équ. 
proposée  de  ses  racines  soit  égales,  soit  cotnmensurables,  il 
s’agit  de  trouver  les  racines  irrationnelles.  Supposons  qu’on 
sojt  parvenu  à connaître  une  valeur  approchée  y de  l’une  de 
ces  racines,  qui  soit  seule  comprise  entre  a et  6;  en  faisant 
x-=y  dans  Jx,  on  jugera  par  le  signe  du  résultat  ( p.  8o  ) si 
la  racine  est  comprise  entre  a.  et  y,  ou  entre  y et  S : posons 
qu’elle  soit  entre  a.  et  y.  Faisons  x = fi,  nombre  entre  ceux- 
ci,  et  nous  saurons  si  la  racine  est  entre  et  et  fi,  ou  entre 
fi  et  y.  On  resserre  ainsi  de  plus  eu  plus  les  limites,  et  on 
approche  indéfiniment  de  la  racine. 
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Mais  ce  procède  sérail  impraticable  pour  dé  grandes  ap- 
proximations; on  11e  l’emploie  que  pour  obtenir  un  nombre 
a.  qui  soit  approché  à moins  du  dixiéme  de  la  valeur  de  x. 
Désignant  l’erreur  par  y,  on  a x — a-j-y  ; substituant  dans 
fxxso,  on  a (n°  5o/j) 

/*  +yf*  4-  \yT»  • • • + Arm  = °- 

Mais  on  suppose  que  y est  une  petite  quantité,  et  a.  n’entre 
au  dénominateur  d’aucun  des  coefficiens,  qui  sont  les  va- 
leurs de  fx  et  de  ses  dérivés,  quand  on  fait  x—a  : la  règle 
de  Newton  consiste  à regarder  y1  y3 , .. . comme  assez  pe- 
tits pour  pouvoir  être  négligés,  ce  qui  réduit  la  transformée 

à /*  + yf»  = o,  d’où 

_ fa,  kan  -4-  -f.  . . . ta  -f-  u y 

^ fa  nkan~‘-f-p(n  — l)an~ ~ . . . -^-t 

Appelons  s cette  fraction,  ou  seulement  sa  valeur  approcliée; 
y~s  donne  x=a-f-s  pour  2*  approximation.  Faisant  *-j-s— 
et  désignant  par  y,  la  nouvelle  correction,'  elle  sera  donnée 
par  la  meme  expression  où  a sera  remplacé  par  »,  ; donc 
x = » -f-  s -{-y, , et  ainsi  de  suite. 

Soit  par  ex.  x 3 — 2x  — 5 = o;  en  faisant  x = 2 et  3,  les 
résultats  — 1 et  -f-  16,  accusent  l’existence  d’une  racine 
entre  2 et  3,  qui  même  est  plus  voisine  de  2.  Mais  .r=2, 1 
donne  0,061  ; ainsi  2,1  est  plus  grand  que  x,  et  plus  voi- 
sin de  la  racine  que  2.  Faisons  « = 2,1,  la  correction  est 


0,061 

11,23 


= — o,oo54. 


Bornons-nous  aux  dix-millièmes,  pour  une  1 " approximation, 
*=2 , 09.46.  Prenons  ce  nombre  pour  valeur  de  a,  et  il  viendra 


o , 00064 1 55o536  ___ 

11,16204748 


0,  oooo485 r 


Notre  4°  décimale  était  donc  défectueuse,  et  on  trouve..-. 
x = 3, og455 1 4g-  On  poussera  ce  calcul  plus  loin  pour  cor- 
riger les  dernières  décimales  et  approcher  davantage. 
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Si  L’on  conserve  le  terme  en  f dans  le  développement,  on  a 


V*  + i.r  /-' 

après  avoir  trouvé  la  ir°  correction  s.  on  la  substitue  pourj- 
dans  le  dénominateur,  et  on  obtient  une  valeur  plus  appro- 
chée. C’est  ainsi  que  dans  notre  ex.  f = — -o,oo54  mis  dans 
'-yfa.  donne  — o , o34  : le  dénominateur  devient  11,196;  d’où 
y 3=  o, oo54483,  quantité  dont  la  dernière  décimale  est  seule 
fautive. 

Soit  encore  l’équ.  x3  — a;’-}-  2x  = 3,  quia  une  racine  entre 
1 ,2  et  1 ,3,  qui  donnent  pour  résultats  — o,3ia  et  -f-°,  107. 

0,107 


Faisons  « = i,3,  nous  avons  y- 


4.47 


= 0,02 


et 


x = 1 ,28.  Comme  \yf"oL  — (3st  — . i^-  = 2 ,9.7",  le  dénomina- 
teur augmenté  de  — o,o58  devient  4,4la ; d’oùjrsr— 0,0242, 
ainsi  a:=i  ,2758.  On  prend  « = 1 ,276,  et  on  continue  l’appro- 
ximation. 

53g.  La  méthode  de  Newton  n’est  exacte  que  sous  certaines 
conditions.  En  effet,  construisons,  comme  n°527,  courbe 
parabolique  (fig.  1)  dont  l’équ.  est  y s±s  fx.  Les  racines  de 
l’équ.  fx  = o sont  les  abscisses  des  points  k,  k’ . . . d’intersec- 
tion de  cette  courbe  avec  Ax.  Soit  x ~ AP  — * une  valeur 
approchée  de  la  racine  Ak  = a (fig.  i5  et  16)  : l’ordonnée 
PM  ~f»,  et  la  tangente  de  l’angle  T que  fait  avec  Ax  la 
tangente  en  Me  st  fa  (n°  527).  En  résolvant  le  triangle  TPM, 
on  trouve  7’/>.tang7’  = PM=ft,  et  la  valeur  de  la  soutan - 
genle  s = TP  est 

* — Ù d’où  AT—a  — i“ 


f* 


Telle  est  la  nouvelle  valeur  approchée  de  Ak  ~ a,  selon  la 
méthode  de  Newton,  qui  a,  comme  on  vpit,  pour  objet  de 
substituer  à l’àrc  Mk  sa  tangente  MT , dans  la  recherche  du 
point  de  section  k avec  l’axe.  On  fait  ensuite  servir  cette  2e  ap- 
proximation AT  à trouver  une  autre  tangente  M'T' , puis  une 
nouveÿe  valeur  A T'  plus  approchée,  et  ainsi  de  suite.  Cette 
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méthode  n’est  d’ailleurs  bonne  qu’au  tant  que  les  points  T, T'... 
ainsi  obtenus  se  rapprochent  sans  cesse  de  k. 

Or  si  l’on  eût  pris  pour  l’approximation  «,  la  partie  Ap 
(fig.  i5)  qui  répond  au  point  m voisin  du  maximum  O,  il  est 
évident  que  la  tangente  mien  ce  point,  loin  de  conduire  à 
une  valeur  plus  approchée  de  Ak , pourrait  même  donner  une 
soutangente  presque  infinie  ; et  même  pour  le  point  de  contact 
m1,  cette  soutangente  serait  dirigée  en  sens  contraire.  Ainsi  la 
forme  et  la  position  de  l'arc  mM relativement  à l’axe,  peuvent 
être  telles  que  la  règle  serait  fautive  : et  il  faut  la  soumettre  à 
des  conditions  spéciales,  si  Von  veut  être  assuré  de  son  succès. 

t°.  Il  faut  connaître  deux  nombres  a el(Z , entre  lesquels  il 
n’jr  ait  qu’une  seule  racine  comprise  : car  si  la  courbe  coupait 
l’axe  en  plusieurs  points  intermédiaires  à a et  i 8,  elle  y ferait 
des  serpentemens ; il  serait  douteux  que  le  point  de  contact 
fût  propre  à donner  une  valeur  plus  voisine  de  a que  a.  C'est 
ce  qu’on  peut  voir  sur  la  fig.  1 où  les  limites  Ap , Ap  ne  sau- 
raient permettre  d’approcher  de  Ak  et  Ak' . 

2°.  Aucune  valeur  de  x entre  » et  fi  ne  doit  rendre  milles  les 
dérivéesfx,  f"x:  car  il  se  trouverait,  dans  l’intervalle,  un  point 
maximum  ou  minimum , ou  bien  une  infiexion  (n°*  529  et.53o), 
circonstances  qui  pourraient  visiblement  rendre  la  méthode 
de  Newton  défectueuse.  > " . ‘ 1 ' *.v’  * • ■ 

Nous  donnerons  (n°  556)  des  procédés  pour  trouver  les  li- 
mites « et  fi,  et  s’assurer  que  la  condition  précédente  est 
remplie.  . * -.  . 

3 Lorsqu  on  aura  trouvé  nos  deux  limites  a et  fi , on  ne 
pourra  se  servir,  pour  pousser  V approximation , que , de  celle 
qui  rend  fx  et  f "x  de  memes  signes.  Les  fig.  i5 , 16,  17,  18, 
représentent  les  positions  différentes  que  peut  avojr  l’arc, 
selon  qu’il  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  le  haut. 
Ak  est  la  racine  a:  AP,  Ap , sont  les  limites  « et  fi  qui  l’inter- 
ceptent seule  ; la  soutangente  PT  est  la  correction  s indiquée 
par  la  méthode  pour  la  valeur  AP  = a.  Or  on  voit  que , pour 
la  sûreté  du  procédé , il  faut  que  le  pied  T de  la  tangente  soit 
entre  celui  de  P de  l’ordonnée  et  le  point  k de  section  avec 
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l’axe  : ainsi,  (lu  point  P,  on  doit  voir  la  convexité  de  l’aie, 
ce  qui  exige , comme  on  sait  (n°  528)  que  le  signe  de  l’ordon- 
née fx  soit  le  même  que  celui  de f"x , pour  l’abscisse. . . . 
AP—xr=  ».  Telle  est  donc  la  limite  qu’il  faudra  préférer 
pour  l’approximation  ultérieure. 

Lorsque  la  considération  des  signes  aura  conduit  à préférer 
celle  des  deux  limites  a > a,  il  suit  de  nos  fig.  i5  et  i8que 
toutes  les  approximations  successives  seront  toujours  plus 
> a,  en  descendant  sans  cesse  vers  cette  racine  a.  Et  si,  au 
contraire , on  a pris  a a (fig.  16  et  17),  on  montera  vers  a, 
par  une  suite  d’approximations  toutes  < a. 

54o.  Voici  donc  la  marche  à suivre  : i°.  on  cherchera  deux 
limites  « et  fi  entre  lesquelles  il  n’y  ait  qu’une  seule  racine  ; 
2°.  l’on  resserrera  ces  limites  jusqu’âce qu’on  soitcertain qu’en- 
tre elles,  il  ne  se  trouve  aucune  racine  des  équ.  fx  = o, 
f"x  = o;  3°.  enfin  on  prendra  pour  première  approximation 
celle  « de  ces  deux  limites  qui,  substituée  dans  fxetf'x 
donnera  des  résultats  de  mêmes  signes.  Lecalculfera  connaître 
la  valeur  s qui  est  la  correction  à ajouter,  avec  son  signe,  à « , 
pour  obtenir  la  2'  approximation  * -f-  s\  celle-ci  prise  pour 
nouvelle  valeur  de  « servira  à en  trouver  une  3*,  etc. 

Il  est  évident  qu’on  peut  se  dispenser  de  prendre  exactement 
la  valeur  de  s , telle  que  la  donne  le  calcul,  et  qu’on  peut  lui 
en  substituer  une  autre  moins  composée,  pourvu  qu’elle  ré- 
ponde à un  point  T compris  entre  P et  k.  Ainsi  en  réduisant  s 
en  fractions  décimales,  on  n’y  conservera  que  les  chiffres  prô  - 
près  à la  racine,  pour  ne  pas  compliquer  inutilement  les  cal- 
culs suivanS.  Il  est  donc  indispensable  de  connaître  le  degré 
d'approximation  de  chaque  correction. 

Or  si,* par  le  point' m,  qui  répond  à la  2e  limite  Ap  —'fi, 
on  mène  une  parallèle  mq  à la  tangente  MT,  cette  limite  se 
trouvera  dans  la  partie  concave  de  la  courbe,  et  le  point  k sera 
visiblement  entre  les  pieds  T et  q.  Le  triangle  mpq  donne 

pq  = = — jr  (on  met  — parce  que  ffi  est  négatif)  : 


I 
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d’où  Aq  = fi  — 7--.  Voilà  donc  deux  limites  connues,  entre 

fa 

lesquelles  tombe  la  racine  cbercbée  a , savoir  : 


On  ne  conservera  pour  valeur  de  a que  les  chiffres  décimaux 
communs  à ces  deux  expressions  ; ce  sera  la  2e  approximation. 
Bien  entendu  que  dans  ces  calculs , on  aura  soin  d’affecter  les 
quantités  du  signe  que  l’opération  même  détermine.  L’approxi- 
mation, assez  lente  d’abord,  converge  ensuite  rapidement 
vejs  a , dès  qu’on  est  parvenu  à obtenir  3 à 4 chiffres  décimaux 
Me  la  racine.  Fourier  a démontré  la  loi  de  ces  approximations 
dans  son  Analyse  des  équations  déterminées . • ■ - 

Reprenons  l’équ.  a:3  — ix  — 5 = o.  Nous  avons.trouvé  que 
la  racine  est  entre  2 et  2 , 1 ; comme  f'x  = 3 a;’ — 2 , fx  — 6.r , 
on  voit  que  fx  et  fx  sont  positifs  pour  x = « =2,t,  et  qu’on 
devra  toujours  préférer  les  valeurs  > x.  D’ailleurs  les  racines 
de  l’équ.  3xa  — s=  o ne  sont  pas  comprises  entre  a sa  2 , t 
et#  =2.  Enfin  on  a obtenu 

fa  = •+■  0,061,  fa  = -f-  1 i,23  et  s= — o,oo543  : 

• V * ’ 

ainsi  a — 2,09457.  Prenons  B = 2,09  <[  a (ainsi  qu’on  le  re- 
connaît, à cause  de f fi  = — 0,050671);  divisons  fa  par fa , il 
vient  — o,oo45i  ; ainsi  la  2'  limite  de  a est  fi'  — 2,09451..  Leâ 
quatre  i'“  décimales  sont  donc  exactes , x — 2,0945. 

Prenons  ce  résultat  pour  valeur  de  a , d’où  /â=-f-0,ooo54i55 
(le  signe  -+■  annonce  que  cette  limite  est/>  a ) et. 
fa—  11,16204748;  le  quotientestla  correction  0,000048617; 
d’où  a = 2,  og455 1483.  Pour  distinguer  les  chiffres  défectueux, 
faisons  B ~ 2,og45;  d’où  ffi  — — 0,00057469;  le  signe 
— * atteste  que  cette  2e  limite  est  a,  ainsi  que  cela  est  néces- 
saire. Divisant  par  fa,  le  quotient  est  — o,oooo5i48;  d’où 
fi  — 2,09455i48.  Nous  avons  donc  8 chiffres  décimaux 
exacts. 

Le  calcul  devient  long,  quand*  est  un  nombre  composé; 

t- 
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mais  on  peut  l’abréger.  L’approximation  «a  déjà  fait  connaître 
* , fat 

fa,  f'a;  d’où  l’on  a tiré  la  correction  s — — Pour  pousser 

le  calcul  plus  loin,  il  faut  substituer  à x,  a,  — « -+-  s,  dans 
fx,  f’x,  f“x  ; d’où  résulte  ce  développement,  qu’à  raison  de 
la  petitesse  du  nombres,  on  réduit  aux  i,r*  termes: 

. fa,  =fa+sfa+\*'f'oL,  f'*=f'm  + sf*-, 

% • 

le  calcul  est  donc  facile  à achever.  Dans  notre  ex.;  on  a pris 
» = 2,1  et  l’on  a obtenu  fa  — - f.  0,061,  f * — n,23, 
J"*  — ia,6,  s = — o,oo54  : pour  pousser  l’approximation 
plus  loin , il  faudra  poser  a,  — a — o ,oo54  ; donc 

4 

fet,  = 0,061  — o,oo54  X 1 1)23  -j-  (o,oo54)a  X 6, 1 , ' 

/'«,=  11,23  — o,oo54xi3)6, 
et  fa.,  =0, 0005417,  f'»,—  tt, i6ig&,  /= — o,oooo4853. 

y • * ‘ , 

* . * . t * 

54i.  Méthode  de  Lagrange.  Ce  qu’il  importe  avant  tout  de 
connaître  pour  trouver  les  racines  d’une  équ.,  c’est  le  lieu  de 
ces  racines,  c.-à-d.  une  suite  de  nombres  entre  lesquels  chaque 
racine  soit  seule  renfermée  : tel  est  le  vrai  point  de  la  diffi- 
culté. Lorsqu’on  substitue  pour  x les  nombres  . . . — 2,  — 1 , 
0 , 1 , 2 , 3 . . . , et  qu’on  prouve  autant  de  résultats  successifs 
de  signes  différons  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  n de  l’équ., 
toutes  les  racines  sont  réelles , et  le  lieu  de  chacune  est  connu. 
Mais  excepté  ce  cas,  on  reste  incertain  sur  le  nombre  des 
racines  réelles  et  leurs  limites , parce  qu’on  ignore  si  entre  les 
nombres  ,qui,  substitués  pour  x , ont  donné  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  11’y  a pas  3,5. . . racines  comprises;  ou 
bien  si  entre  les  nombres  qui  donnent  les  mêmes  signes , il 
n’y  en  a pas  2,4-  . • (n°  532).  Mais  si  l’on  choisit  une  série  de 
substitutions  successives  assez  rapprochées  pour  qu’il  ne  puisse 
se  trouver  plus  d’une  racine  intermédiaire , on  sera  certain  que 
chaque  changement  de  signe  entre  les  résultats  accuse  l’ exis- 
tence d’une  seule  racine  entre  les  nombres  substitués ; tandis 
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qu’il  ri  y en  a aucune  entre  les  nombres  qui  donnent  des  résul- 
tats de  même  signe. 

Si  deux  racines  a et  b sont  entre  a.  et  A,  les  quatre  nombres 
sonte'crits  ainsi  par  ordre  de  grandeurs  croissantes  «,  a,  b,  A; 
d’où  A — a.  > b — a.  Donc,  quand  cette  condition  ne  sub- 
sistera pas , les  racines  a et  b ne  seront  pas  entre  a et  A,  Ainsi 
il  suffit  de  choisir  * et  a moins  écartés  que  ces  racines,  pour 
qu’entre  a et  A il  ne  puisse  y avoir  qu’un  des  nombres  a et  b, 
ou  qu’il  n’y  en  ait  aucuu.  Concluons  de  là  que  si  S1  est  moindre 
que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines , et  que,  partant 
de  la  limite  inférieure  Y,  on  substitue  les  nombres  Y,  1'  -f-  S 
1'  -f-  if  . . . jusqu’à  la  limite  supérieure  1 , on  obtiendra  autant 
de  résultats  de  signes  contraires  qu’il  existe  de  racines  réelles. 
Chaque  changement  de  signe  indique  une  seule  racine  entre 
les  nombres  substitués  ; et  il  n’y  en  a aucune  entre  les  nombres 
qui  ont  donné  le  même  signe. 

Pour  obtenir  ce  nombre  <T,  formons  l’e'qù.  dont  les  racines 
sont  les  différences  de  toutes  celles  de  la  proposée  prises 2 à?.  : 
y désignantla  différence  d une  racine  x avec  toute  autre  racine, 
on  changera  x en  x -j-  y daus  fx=  o;  d’où 

fx  4.  yf'x  + '-y'‘fy  + ...  =0; 
et  divisant  par  yj  ona  . ' ' r 

x et  y sont  deux  inconnues.  Éliminons  x (n°  5a 2),  il  viendra 
une  équ.  F y =.  o,  dont  l’inconnue  y est  la  différence  entre 
toutes  les  racines  de  la  proposée  ; F y o est  V équation  aux 

différences,  e.-à-d.  que  y est  la  différence  entre  une  racine 
quelconque  de  x et  toutes  les  autres.  Ainsi  le  degré  de  cette 
équ.  est  n (n  — j),  nombre  des  arrangemens  2 à 2 des  n ra- 
cines de  x.  ’ *'  " • ' . ' 

Ces  différences  a — b,  b — a , b—c , c — b,  soht  égales  2 à 
2 en  signes  contraires;  en  sorte  qu’on  a ensembley =•  et—*, 
et  que  Fy  devient  nul  dans  les  deux  cas  : ainsi  Fy  ne  doit  ren- 
fermer que  des  puissances  paires  de  y.  Cela  résulte  aussi  de  ce 


fmx. . . + ky"-'  = o; 


f*~ O»,  f x + î jrf° 


f. 


i 

1. 
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que  Fy  peut  cire  décompose"  en  fadeurs  de  la  forme 

» (J-1— a"‘)  (y-— p).,  . 

On  peut  donc  poser  j'-’=z  sans  introduire  de  radicaux,  et 
on  aura  l'équ.  au  carré  des  différences  <pz=o,  dont  l’incon- 
nue s est  le  carré  de  toutes  les  différences  entre  les  racines  de  x. 

54a.  Nous  savons  trouver  un  nombre  i moindre  que  toutes 
les  valeurs  positives  de  z,  (n#  5i2  ),  z ou  y*,  \/i  <Cjp  : 
donc  fi,  ou  une  quantité  positive  moindre , pourra  être  prise 
pour  la  différence  <1  entre  les  nombres  à substituer  pour  x. 
Comme  les  fonctions  Fy,  <pz,  ont  les  mêmes  coefficiens , t est 
aussi  la  limite  inférieure  dey,  i<^y,  en  sorte  qu’on  peut  aussi 
prendre  <è=f.  Comme  plus  est  petit,  et  plus  il  faut  faire  de 
substitutions  de  l'  à l,  il  faut  prendre  J* le  plus  grand  possible, 
afin  d'abréger  les  calculs.  Ainsi , quand  f>  1 , ou  prendra  ê'~  1 ; 
on  pourra,  si  l’on  veut,  substituer  les  nombres  naturels 
o,  1,  2,3...  Mais  quand  t<^  i,on  doit  faire  £=\/i. 

Les  substitutions  de  nombres  fractionnaires  et  irrationnels 
seront  évitées  ainsi  qu’il  suit  : 

i°.  On  sait  approcher  de  \/i  à moins  d’une  fraction  donnée, 
telle  que  3. . . (n“  63)  : on  prendra  donc  fi  par  défaut  à 

moins  de  ^ , et  on  fera  <J  = Ou  choisira  h.  de  manière  à ne 

r v 

pas  descendre  beaucoup  au-dessous  de  y i,  et  à n’étre  pas  un 
nombre  trop  composé.*  . 

.•v?  • .•»*  0 Sf  • 

20.  Au  lieu  de  substituer  pour  x,  . . ou  rendra 

. *•  .*  h h 

• * 

les  ratines , et  par  conséquent  leurs  différences  , h fois  plus 
grandes  ( n*  5o3),  en  posant  hx=  t,  et  il  restera  à substituer 
pour  t,  o,gtag,Zg. . . ou  si  l’on  veut  0,1 ,2,3. . . Ainsi,  on 
sait  transformer  une  équ.  en  une  autre  qui  nJait  pas  plus  d’une 
racine  comprise,  entre  deux  entiers  successifs  quelconques. 

Observe*  que  i se  déduit  de  Fy,’e t que  tpz  est  inutile  à former. 
De  plus,  en  cliassant  le  2e  terme  de  fx=o,  ( n°  5o6),  toutes 
les  racines  sont  augmentées  de  la  même  quantité  ; elles  con- 
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servent  leurs  différences  : F y sc  tire  plus  aisément  de  cette 
transformée,  et  reste  la  même?.  • * 

543.  Soit , par  ex.,  l'équ.  x 3 — zx—  5 dont  une  seule  racine 
nous  est  connue  (p.  87);  pour  savoir  si  les  deux  autres  sont 
réelles  , changeons  x en  .r  -f-jr,  d’où  Zx'  — 2 -f*  3.rjr-f-J'2=o  ; 
éliminant  x il  vient  (n°  522)  l’équ.,/6 — t2/*4-36,/,-4- 643=o. 

Pour  trouver  la  limite  inférieure  de  y,  faisons,/’  =a  -,  d’où... 

643  v*  + 36  v*. . . =0,  et  v 1 +^5%)  et  même  1 , d’où 
/■)>  1 t=  «L  En  faisant  ir=-— 1 ,0, 1 ,2. . . on  trouvera  autant 
de  changemens  de  signes  que  x a de  racines  réelles. 

L'équ.  x'*  — 12.x*  — f- 4 * x — 29  =36 o donne 

3x’  — 242:4-4* +(  3a: — is)y  4"^'’=P? 

d’où  chassant  x,  ys — 4’^*  ~h  44 */*  — 49»  on  fait  r=-,  et  il 

V 

vient  49a)6— 44ii»L..,  puis  v<io,  J>\Zfs,  ou  1 
faisant  x—  1 t,  on  a F — fôt*  +6561=  1 856, 

* * " « * J* 

équ.  qui  n’a  au  plus  qu’une  seule  racine  entre  deux  nombres 
entiers  successifs.  Posons  t=o,  1,2...;  nous  verrous  que  l est 
entre  3 ët  4»  entre  21  et  22,  entre  22  et  23  ; donc  x est  entre  f 
et  !,  ïj-  et-!1,  ^et^jïl  existe  deux  racines  entre  5 et  6 qui 
n’auraient  pas  été  reconnues  sans  ce  calcul.  Les  racines  sont 
x==  0,96108  ..  5,3568g. ..  5,69203. . . 

De  même  arJ  — 7X  4*  7 = o donne,/5  — 4 W*  +44'^’  ==49r 
v<C.9’Jr^>9  et  l/f»  <^=4*  ou  pose  x = j t,  etc.  On  reconnaît 
bientôt  qu’il  y a une  racine  entre  — - 3 et  — —,  une  entre  -J  et 
•J;  enfin  une  eu tee  ^ et  a,  savoir  : , , 

x=s  — 3,04892...  1,35689...  1,69203. 

Enfin  pour  l’équ.  x^  — x’  — 2x  4-  1 = o,  comme  x — o,  r ,2, 
donne  les  résultats  4-  1 1 , 4-  1 > ct  qu’en  changeant  a: en — x, 
les  nombres  1 et  2 donnent  des  signes  contraires,  le  lieu  des 
trois  racines  est  connu , et  l’équ.  aux  différences  11’est  pas 
utile.  Toutefois  cette  équ.  est,/6 — *4^"*  4-  49J”  — 49»  aP~ 
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prend  quej' > i , J1  x i,  ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  vient 
de  dire. 

Ces  calculs  toujours  exécutables , n’ont  d’autre  inconvé- 
nient que  d’ètre  d’une  longueur  excessive  quand  le  degré  est 
un  peu  élevé  : la  théorie  en  est  claire,  complète  et  sans  excep- 
tion; mais  les  opérations  deviennent  impraticables.  Il  reste  à 
pousser  l’approximation  plus  loin  , et  Lagrange  a encore  ex- 
posé une  méthode  facile  qui  sera  donnée  plus  lard  (n°  6i3). 

544.  Règle  de  Descartes.  Lorsqu’une  équ.  fx~o  est  or- 
donnée, on  peut  présumer  le  nombre  des  racines  soit  positives, 
soit  négatives,  à la  seule  inspection  des  signes.  Nous  appelle- 
rons permanence  la  succession  de  deux  signes  semblables,  et 
variation  celle  de  deux  signes  diffère  ns.  La  règle  de  Descartes 
consiste  en  ceci  : Toute  équ.  complète  a au  plus  autant  de  ra- 
cines positives  que  de  variations , autant  de  négatives  que  de 
permanences . 

En  effet,  toute  e'qu.yi— o peut  être  encore  considérée  comme 
le  produit  d’un  polynôme  qui  a tous  ses  facteurs  binômes  ima- 
ginaires, par  x — a,  x — b,...  x-f-  b'...  facteurs  corres- 

pondans  aux  racines  réelles  a,  b...  — a',  — b'.. . Voyons  com- 
ment les  facteurs  binômes  correspondans  introduisent  dans  le 
produit  soit  des  variations , soit  des  permanences. 

Supposons  pour  fixer  les  idées  qu’un  polynôme  Fx  présente 
cette  succession  de  signes  : 

Multiplions  par  x-\-a'  pour  introduire  une  nouvelle  racine  né- 
gative — al . Il  faut  d’abord  multiplier  par  x,  puis  par  a',  et 
ajouter  les  deux  produits  qui  sont  composés  des  mêmes  signes, 
le  2'  étant  reculé  d’un  rang  à droite  pour  l’ordonner;  savoir  : 

+ 4. -H — + +4-  + — + — 4- 

+ — h 1 -4  4~  4-  -1 h — ■ -f- 

1 — i 1 — — 1 i i -f-  1 i 1 i 

Quaud  les  deux  signes  correspondans  sont  les  memes,  ils  se 
conservent  au  produit  ; le  cas  contraire  est  marque  de  la  lettre  i, 
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pour  indiquer  qü  a moins  d’avoir  égard  à la  grandeur  des  coef- 
ficiens , le  signe  est  incettain. 

Comme  les  deux  produits  partiels  sont  composes  des  mêmes 
signes,  lésiné  se  trouvent  que  là  où  il  y avait  variation  : un 
nombre  pair  de  variations  successives  donne  un  égal  nombre 
de  i,  lesquels  sont  situés  entre  des  signes  semblables-,  au  con- 
traire, quand  la  quotité  des  variations  était  impaire,  les  t 
successifs  le  sont  aussi,  entre  des  signes  différens.  Donc  si  l’on 
veut  disposer  de  tous  ces  signes  i de  manière  à introduire  le 
plus  grand  nombre  possible  de  variations  au  produit,  il  faudra 
changer  tous  ces  i en  -f-  et  — alternatifs  ; et  puisque  chaque 
série  de  * est  entre  deux  signes  semblables  ou  différens , selon 
que  leur  nombre  est  pair  ou  impair , il  est  visible  qu’on  ne 
pourra  introduire  plus  de  variations  qu’on  n’a  de  signes  i, 
c.-4-d.  plus  de  variations  que  la  proposée  n’en  contient. 
D’ailleurs  le  produit  à un  terme  de  pl us  ; donc  il  a au  moins 
urie  permanence  de  plus 

Il  se  peut  que  tous  les  i ne  se  changent  pas  en  variations , 
alors  le  produit  aurait  deux,  quatre...  permanences  de  plus  que 
Fpc.  Donc  l’introduction  des  racines  négatives  emporte  celle 
d'au  moins  une  permanence  pour  chacune. 

Multiplions  maintenant  Fx  par  x — a,  pour  introduire  une 
racine  positive  a;  le  2e  produit  partiel,  reculé  d’un  rang  à 
droite , est  formé  de  signes  contraires  à ceux  de  Fx,  en  sorte 
que  les  i sont  inscrits  à chaque  permanence  : 

H 1 h KH — i — I (-  h 

h H l-H — I I 1 t 

. ri i -f i i -+■  — - -f-  i i i — + 1-  — — 

Une  succession  de  signes  semblables  dans  Fx  devant  s’y  tef- 
ntiner  par  une  variation , toute  série  de  i doit  être  comprise 
entre  -f-  et  — . Qu’on  dispose  de  ces  i en  les  changeant  tous, 
soit  eu  -f-  , soit  en  — , pour  former  le  plus  grand  nombre  de 
permanences,  il  n’y  en  aura  qu’autant  que  dans  Fx  : Le  pro- 
duit ayant  un  terme  de  plus,  a donc  au  moins  une  variation 
déplus.  Si  tous  lest  ne  se  changent  pas  en  permanences,  il  v a 
r.  II.  y 
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2,  4-  • • variations  de  plus  que  dans  Fx.  Donc  l'introduction  des 
racines  positives  emporte  celle  d’au  moins  une  variation  pour 
chacune. 

Delà  résulte  le  théorème  énoncé  (*). 

545.  Désignons  par  P le  nombre  des  racines  positives  d’une 
équ.  de  degré  n,  par  N celui  des  négatives,  par  p celui  des 
permanences,  et  par  v celui  des  variations;  il  est  démontre 
que 

i°.  i°  = ou  O,  20.  N—  ou  < p. 

Or  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  on  a 

P N ~ n,  n —p  v,  P 4-  N=  v +/>, 

puisque  laproposée  a en  toutn  1 termes.  Comparons  P à t>; 
ilpeutarriver  trois  cas,  P>,  ou  ou  — v:  le  i*r  est  dé- 
montré impossible  (i°);  si  le  2e  a lieu,  ilfautpourque  la  der- 
nière équ.  subsiste,  que  l’on  ait,  par  compensation,  N~^>  p,  ce 
qui  ne  se  peut  (a°)  ; ainsi  P = v e%  N— p.  Donc  lorsque  toutes 
, les  racines  et  une  équ.  sont  réelles , elle  a précisément  autant 
de  racines  positives  que  de  variations , et  autant  de  négatives 
que  de  permanences . 

546.  D’après  la  règle  de  Descartes,  on  peut  reconnaître, 
dans  certains  cas  qu’une  équ.  a des  racines  imaginaires,  et  se 
dispenser  du  long  calcul  de  l’équ.  aux  différences. 

i°.  Lorsque  l’équ./»  = o est  privée  de  l’un  de  ses  termes, 
qn  le  remplacera  par  ±:  ood,  et  l’on  comptera  les  permanences 
et  les  variations  dans  les  deux  cas  de  + o,  — o.  Or  si  les 
termes  en  x‘“l  et  xi+1  sont  de  signes  différens,  on  trouvera  le 


(*)  Tout  ceci  suppose  que  Fx  est  un  polynôme  complet , et  il  sera  aisé  de 
voir  que,  s’il  y manque  quelques  termes,  la  conséquence  relative  auxracines 
positives  subsiste  encore  ; mais  on  a où  raison  d’observer  qu'il  n’en  est  pas 
de  même  pour  les  négatives  ; en  sorte  que  quand  une  équ.  fc=o  est  in- 
complète, et  qu’on  veut  assigner  le  nombre  possible  de  celles-ci,  il  faut 
changer  jr  en  — x,  afin  da  reconnaître  combien  la  transformée  peut  avoir  de 
, racines  positives,  nombre  qui  convient  aux  négatives  du  Fx=.o. 
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-même  nombre  des  unes  et  des  autres,  ce  qui  indique  le  plus  , 
grand  nombre  possible  des  racines  positives  et  négatives  : si 
ces  termes  ont  le  même  signe  , la  contradiction  que  présentent 
les  deux  résultats  attestent  l’existence  de  racines  imaginaires. 
Ainsi  x3  -f-  ax  — 5 = o étant  changé  eax!±o  x’-f-  ax — 5=o , 
on  trouve  a permanences  et  une  variation , ou  3 variations  à 
volonté;  ce  qui  est  absurde.  Donc  s’il  manque  un  terme  entre 
rleux  termes  de  même  signe , la  proposée  a des  racines  ima- 
ginaires. 

i°.  Si  la  proposée  manque  de  plusieurs  termes  successifs  , 
toutes  ses  racines  ne  peuvent  être  réelles  ••  ceci  résulte  de  ce 
qu’on  vient  de  dire. 

3°.  Les  trois  variations  de  x3 — 3.rJ  i ix  — •4=0  font 

présumer  l’existence  dé  trois  racines  positives.  Multipliaut 
par  x -f-  a , il  vient? 

ar-t  -f-  (a  — 3)x3  -f-  (12  — 3 a)x*  (12 a • — 4)x  — 4a  = °* 

Essayons  d’introduire  des  permanences  en  prenant  une  valeur 
convenable  de  a;  par  ex.  a~ 3 1 rend  les  quatre  premiers  termes 
positifs.  La  proposée  a donc  deux  racines  imaginaires , puisque 
sans  cela,  l’éq.  en  x*  en  aurait,  à volonté,  trois  négatives,  ou 
quatre  positives. 

4°.  Qu’on  change  x en  y 4*  A et  y*  -f-  K \fx  — o deviendra 
Fyzx.  o,  et  tpy'  = o.  Supposons  que  <py'  ait  quelques  varia- 
tions de  moins  que  Fjr  : si  toutes  les  valeurs  de  a:  sont  réelles, 
Fjr  = o aura  l’une  de  ses  racines  positives  * qui  sera  devenue 
négative  — a.',  dans  <py'  — o ; d’où  x =«  -f-  h — — a!  -f -h'. 
Ainsi  x a une  racine  entre  h et  h'.  Comme  il  en  est  de  même 
pour  chaque  variation  qu’on  a perdue,  x aura  autant  de  ra- 
cines entre  h et  h’  : si  la  théorie  des  limites  prouve  que  toutes 
ces  racines  de  x n’existent  pas , on  sera  assuré  que  x en  a d’i- 
maginaires. 

Par  ex.  x3—  4x’  — 2X  -f  1 J = o , x = y -f-  2 et  y' 
donnent 

y%  -b  zy2  — 6y  -4-5=0,  y'3  + 5y'a  + y' ■+• 2 = 0 ; 

7** 
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les  deux  variations  qui  font  présumer  que  deux  racines  posi- 
' tives  de  y sont  devenues  négatives  pour  y/-,  annoncent  deux 
valeurs  de  x entre  2 et  3.  Mais  d’une  part , la  limite  inférieure 
de  y (n°  5io)  est  y > X-  de  l’autre  celle  de  y'  est  — f ; et 
à cause  de  y ==  y'  ■+■  1 , r — y > j et  y <[  j : ces  deux  li- 
mites étant  incompatibles , on  en  conclut* que  x a deux  racines 
imaginaires.  Si  ces  limites  étaient  conciliables,  on  serait,  il 
est  vrai , incertain  si  x a deux  racines  entre  2 et  3;  mais  on  au- 
rait du  moins  resserré  l’espace  qui  les  renferme. 

5°.  Si  toutes  les  racines  de  l’équ./r  — o sont  réelles,  les 
carrés  de  leurs  différences  sont  tous  positifs:  les  racines  de 
Vèqu.  au  carré  des  différences  étant  toutes  positives , les  signes 
ne  doivent  présenter  que  des  variations . 

547.  Méthode  de  Fourier.  Soit  une  équ.  de  degré  n,Jx=o; 
prenons-en  les  dérivées  successives,  que  nous  écrirons  en  or- 
dre renversé,  f'f'f  Faisons  dans  ces  polynô- 

mes x — a,  nombre  arbitraire,  positif  ou  négatif  : chacun 
donnera  un  résultat  numérique  dont  le  signe  sera  ou  -(-, 
ou  — ; nous  inscrirons  ces  signes  consécutifs  dans  leur  ordre, 
sous  les  fonctions  respectives  qui  les  ont  produits,  et  nous  au- 
rons une  ligne  de  signes  que  nous  désignerons  par  A. 

Prenant  ensuite  x = 6^>o,  nous  formerons  une  autre  ligne 
de  signes  que  nous  écrirons  sous  les  précédents , et  dont  nous 
désignerons  l’ensemble  B ; et  ainsi  de  suite.  Comparons  Les 
variations  de  signes  de  ces  diverses  séries. 

Soit  ipx  l’un  quelconque  de  nos  polynômes.  Prenons  pour  x 
trois  valeurs  très  voisines  a — a et  a -p  i';  nous  aurons  * 

<p{a  — i)  — ça — é)p'a  -f-  [i'1tpl'a  — g S'3<p',a. . . . 1 

<pa=<pa  o Ml) 

p(n-f-  = $0  -f-  é'Ç  a -f-  a -p-  ~é'^çlta. • . . j 

Nous  supposons  <1  très  petit,  et  que  1 pa  n’est  pas  nul;  ces  trois 
résultats  ont  le  signe  de  ça , attendu  que  le  1"  terme  l’em- 
porte sur  ceux  qui  suivent  et  ont  un  signe  contraire  au  sien. 
Donc  lorsqu’on  fait  croître  insensiblement  x , chacune  de  nos 
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fonctions  F F i conserve  son  signe  propre , tant  qu'elle 

ne  devient  pas  nulle - * ' . ~ . 

Mais  si  a est  racine  da  l’équ.  çx  = o,  les  sériés  ( i ) perdent 
leur  i"  terme;  elles  résultats  prennent  les  signes  du  terme 
siavant  cprAp' a : c.-à-d.  que  tant  que  a?<a,  le  signe  de  çx  est  • 
celui  du  produit  -1-  «T  X <p'a  > c’est-à-dire  contraire  à celui  de 
tp’a  ; tandis  que  pour  x > a le  signe  devient  celui  de  tp'a  ; les 
deux  signes  sont  donc  différens  pour  ces  deux  résultats.  Donc 
celle  de  nos  fonctions  qui  passe  par  zéro,  change  aussitôt  le 
signe  des  réÇUats  quelle  donne. 

548.  Appliquons  ces  principes  à nos  polynômes  f^--f"ff 
Si  l’on  y fait  x =« , les  résultats  formeront  une  suite  de  signes; 
et  si  x croît  par  degrés  insensibles,  les  signes  de  chacune  res- 
teront toujours  les  mêmes,  jusqu'à  ce  qu’on  tombe  sur  une 
valeur  x=a,  qui  rende  nulle  quelqu’une  de  ces  fonctions  qui 
sera  désignée  pgrçx;  car  alors  pour  celle-ci  seulement  le  signe 
sera  changé.  On  aura  donc  l’une  de  ces  deux  dispositions: 

/<*)....*'  <p  ......  ou  yco. . . . y <p 

} 9''  ■ 

x<a  .... H ...  -\ 

xe=.a  o-l- ...-f-  o — .... 

xf>a  •+-.  -f-. . .-.  ...  ...  -f-  -f-  — .... 

une  variation,  qui  existait  dans  les  signes,  se  trouve  ensuite 
remplacée  par  une  permanence  , quand  tpx  a passé  par  zéro  .- 
tous  les  autres  signes  sont  d’ailleurs  les  mêmes  avant  qu’après 
x~a. 

Mais  il  faut  encore,  considérer  les  signes  de  la  colonne  qui 
est  à droite  de  <p.  Quand  ils  sont  les  mêmes  que  pour  <p',  la 
suite  donnée  par  x < a a une  seconde  variation  , tandis  que 
celle  qui  provient  de  x~f>  a a une  permanence  ; d’où  l’on  voit 
que  deux  variations  ont  disparu  ensemble.  Mais  si  le  signe 
commun  aux  termes  qui  suivent  ç est  contraire  à celui  de 
ç',  la  ir*  série  a une  variation  et  une  permanence,  et  la  3'  une 
permanence  et  une  variation , en  sorte  que  aucune  variation 
n’est  disparue , mais  la  variation  est  seulement  reculée  d’un 

■ / 
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rang  à droite.  Au-delà  de  x—a,  en  continuant  de  faire  croître 
* insensiblement,  la  nouvelle  série  de  signes  se  conservera,  jus- 
qu'à ce  qu’on  rencontre  quelque  fonction  qui  devienne  nulle; 
et  ainsi  de  suite. 

Ceci  ne  s’applique  qu’en  partie  à la  fonction  fx,  attendu 
qu’elle  n’est  suivie  d’aucun  signe.  Si  donc  x=a  est  racine  de 
fx=o , il  faut  supprimer  tous  les  signes  qui  sont  à droite  de  tp, 
et  l’on  voit  que  dans  le  passage  par  une  racine  a de  l’èqu. 
fx=o,  il  disparaît  une  seule  variation. 

54g.  Examinons  le  cas  où  deux  dérivées  suÜssives  sont 
nullés  ensemble  pour  x—a,  savoir  ç'a  = o,<pa  = o : alors  les 
séries  (1)  deviennent 

tp(a  — f)  r=  ~ê"<p"a  — çJ3<p”a  -j-  etc. 

<pa=o  (2) 

<p(a  + = {ê'Ya  + | &pma  + etc. 

Les  signes  des  résultats  étant  ceux  du  1"  terme,  sont  les  mêmes 
que  celui  de  <p“a,  tant  pour  x <0,  que  pour  x^>a  ; et  pour  le 
second  zéro  répondant  à tpa,  le  signe  de  <p" a reparaît.  Mais  <p'  et  <p" 
sont  dans  le  même  cas  qu’étaient  tp  et  tp'  ci-devant  : et  en  effet 
<p'(azpzê)  =z<p'azç.  J(p"a-f-  etc.,  se  réduit  à qp^"a-f-etc.  à cause 
de  tp'a  — o;  ainsi  pour  x<^a,  on  a un  signe  contraire  à celui 
de  <p" , et  pour  le  signe  de  <p" . Voici  donc  les  tableaux 

des  deux  systèmes  : 


/«.. 

<t>‘ 

<p. 

J . OU 

9' 

9 

as<a  

• • + 

— 

+ 

4- 

— 

4-  -• 

r=a  

O 

O 

4- 

4- 

0 

O . 

+ 

+ 

4- 

4- 

4- 

4-  — 

ainsi  on  a dans  le  itr  cas  deux  variations,  et  dans  le  dernier 
deux  permanences , et  l’on  perd  deux  variations,  quand  0x  et 
q’x  passent  ensemble  par  zéro.  Nous  n’examinons  pas  ici  quels 
sont  les  signes  de  la  colonne  à droite  > puisqu’étant  tous  trois 
les  mêmes,  il  est  indifférent  qu’ils  soient  -f-  ou  — . 
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On  n’appliquera  pas  ceci  au  cas  où  la  fonction  <p  serait  fr 
parce  que  \'é(\u.  fx~  o aurait  îles  racines  égales,  si  l’on  avait 
aussi  fa :=o,  et  nous  supposons  fx  dégagé  de  facteurs  égaux 
(n°52i). 

Si  trois  fonctions  successives  sont  nulles  pour  x=a , savoir  . 

<p,<p'  et  ç",  le  même  raisonnement  prouve  que  r<aa4ou3 
variations,  selon  le  signe  de  la  colonne  suivante,  tandis  que 
pour  .3 a,  on  n’a  aucune  variation  ou  une  seule  : en  sorte 
qu’il  disparaît  4 ou  a variations 

/("> . . .f  <p“  <p'  <p. . . ou  /<»). . . ç,'"  <p " ç'  <p.... 

x<ja  H 1 — .......H j }-.. 

« 

x=a  -f-  o o o — -J-  o o o -f-, . 

x~j>a  J.  — -{-_J._f.-f_  . 

* , • • *t 

Quand  x—a  rend  nulles  4,5. . . fonctions  successives,  les  dé- 
veloppemens  (i)  perdent  autant  de  termes  initiaux,  et  le  ier 
terme  est  affecté  de  -f-  si  ce  nombre  de  zéros  est  pair , et  de  rp 
s’il  est  impair.  Chaque  zéro  répond  à une  variation  pour 
et  à une  permanence  pour  xf-a,  et  les  'variations  dis- 
paraissent toujours  par  couples.  Il  en  faut  conclure  que  s’il  y 
a z,  zéros  consécutifs,  il  disparaît  z variations  quand  z est  pair, 
et  zz fci  quand  z est  impair,  en  prenant  -f-  quand  le  signe  qui 
précède  ces  zéros  est  le  même  que  celui  qui  lés  suit,  et  — dans 
l’autre  cas. 

Dans  l’ex.  suivant , on  suppose  donnée  la  série  de  r=o  ; la 
première  s’obtient  en  mettant  au-dessus  de  chaque  zéro  un 
signe  contraire  à celui  qui  est  à sa  gauche  ; et  la  troisième  en- 
répétant  au  contraire  ce  même  signe;  de  manière  à former 
autant  de  variations  pour  x a , et  de  permanences  pour 
x f - a : on  conserve  les  signes  dans  les  colonnes  exemptes  de 
zéros. 

- x<a-f-4-  — 4.  — -4-  — — 4-  — 4.4.  {8  vari. 

* = <1  -f  + 0 0 O O — — O O O -f-  * 

w 

* a ~b  -b  ~b  ~b  -f*  — — r.  — — — >b  ~b  & vttru 
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Six  Variations  sont  perdues  dans  le  passage  par  x — a,  Cette 
pratique  est  appelée  règne  du  double  signe  : nous  en  ferons  un 
fréquent  usage.  ... 

55o.  En  partant  de  x = u et  qui  donne  une  série  de  signes,' 
faisons  croître  x par  degrés  continus  : les  résultats  conserve- 
ront leurs  signes  tant  qu’on  ne  tombera  pas  sur  une  valeur 
x=a,  qui  rende  nulle  quelqu’une  des  fonctions f- 
Si  c’est  fx  qui  est  =o , par  cette  valeur,  il  disparaîtra  une  va- 
riation seule.  Mais  si  c’est  quelque  dérivée  qui  est  nulle,  ou  il 
partira  deux  variations,  ou  du  moins  une  variation  sera  dé- 
placée vers  la  droite.  Il  pourra  disparaître  à la  fois  2,4 ,6. . . 
variations,  parce  que  plusieurs  dérivées  successives  seraient 
nulles  ensemble.  Mais  lorsque  x reçoit  les  valeurs  r,r*  ,r“ . . . 
des  racines  de  l’équ. , fx  — o , les  variations  partent  une  à 
une , taudis  que  les  racines  des  équations  f'x—o,f  "x—o. . . 
les  laissent  subsister,  ou  les  font  disparaître  2 à 2.  Mais  fa- 
mais  une  variation  perdue  ne  peut - reparaître  dans  la  suite 
des  valeurs  croissantes  qu’on  attribue  à x. 

Aucune  de  nos  fonctions  <p  ne  peut  passer  par  zéro,  qu’au- 
tant  que  le  résultat  de  la  substitution,  dans  cette  fonction,  d’un 
nombre  un  peu  moindre  que  la  racine  de  <p  x = o,  donnerait 
un  signe  contraire  à celui  qui  le  précède , afin  que  cette  varia- 
tion se  puisse  changer  en  une  permanence  immédiatement  au- 
delà  de  cette  racine.  * 

Comme  le  1"  terme  des  polynômes  f (n). . . f,f\  f est  al- 
ternativement de  degré  pair  et  impair,  si  l’on  fait  x = — 00  , 
ou  seulement  x = la  limite  — i des  racines  négatives  de 
J x ■==  o , f x = o , etc. , on  n’obtiendra  que  des  résul- 
tats-f- et — successifs , ou  n variations,  parce  que  le  ier  terme 
l’emportera  sur  ceux  de  signes  contraires  qui  le  suivent.  Si  l’on 
fait  x <xi , ou  = la  limite  l des  racines  positives , on  n’aura 
que  des  -)-.  Ainsi,  en  faisant  croître  x insensiblement  depuis 
— /'jusqu’à  -+-  /,  toutes  les  variations  seront  disparues.  Réci- 
proquement deux  nombres  — /'  et  -4-  / qui  ne  donnent  l’un  que 
des  variations , l’autre  que  des  permanences , sont  les  limites 
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entre  lesquelles  toutes  les  racines  des  équ .fx=  o,  f'x= o , etc., 
sont  comprises.  Car  chaque  racine  de  l’une  de  ces  équ.  devant 
chasser  une  seule  variation  , on  ne  peut  trouver,  hors  de  ces 
limites,  aucun  nombre  qui  produise  cet  effet.  C’est  donc  une 
preuve  que  tout  nombre  l qui  rend  nos  polynômes  f f', 
positifs,  est  limite  supérieure  des  racines  de  l’équ./r=o,  elle 
théorème  du  n°  5io  reçoit  une  démonstration  nouvelle  et 
plus  étendue. 

Soit  af  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  fx=o,  n— -a i 
celui  des  racines  réelles,  qui  sont  entre  — l’  et  /.  Quand  on 
fera  passer  x graduellement  de  — /'  à /,  les  n variations  de 
la  ire  sérié  de  signes  disparaîtront  jusqu’à  la  dernière.  Et  puis- 
que les  racines  réelles  r,r  ,r" . . . chassent  les  variations  une 
à une,  les  ai  autres  Variations  seront  chassées  , par  couples  , 
en  rendant  nulles  les  diverses  dérivées  y', y". . . Ces  dernières 
substitutions  sont  donc  lés  indicateurs  de  l’existence  des  ra- 
cines imaginaires,  et  en  accusent  la  quotité. 

* * ■ «*  * *•***' 

* * * t ^ ' >.*>**,*  »*  * J*  J* 

55 1.  Ce  qui  précède  démontre  le  théorème  de  la  réglé  des 
signes  de  Descaries  avec  plus  d’étendue.  Faisons  x=o,  et  la 
ligne  des  signes  sera  composte  des  signes  successifs  de  fx  ; car 
chaque  fonction  est  réduite  à son  dernier  terme,  qui  , comme 
on  sait , est  le  produit  par  i . a . 3 . * . des  coefficients  respec- 
tifs de  fx  pris  en  ordre  rétrograde.  Cette  suite  de  signes  don- 
née par  x=o  a lés  mêmes  variations  et  permanences  que  fx. 
Soit  v le  nombre  des  ir“,  et  n — v celui  des  autres.  Passons  de 
1=0  à jc  = 4-f;  la  i1®  série  perdra  ses  v variations , et  si 
fr=z o n’a  que  des  racines  réelles,  cette  équ.  en  a v positives. 
De  même  posant  x — — comme  on  n’a  que  des  variations, 
(en  nombre  n),  on  'perdra  donc  n — v variations  en  passant 
de  — V à o ; il  y a donc  n — v racines  négatives , autant  que 
fx  ît  de  permanences.  Mais  si  la  proposée  a des  racines  ima- 
ginaires , comme  il  disparaîtra  par  couples  des  variations  qui 
en  sont  les  indications,  on  voit  que  toute  équation  qui  ri  a que 
des  racines  réelles  , a précisément  autant  de  variations  que 
de  racines  pos  i lices , et  autant  de  permanences  que  de  racines 
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négatives  (?).  Et  s’il  existe  des  racines  imaginaires , il  y aura 
v — ai  racines  positives , et  p — 2i'  négatives,  v étant  le  nombre 
des  variations  ■ et  p ce/m'  r/es  permanences  du  polynôme  fx , 
i et,. ï des  nombres  entiers. 

552,  Notre  théorie  démontre  que  si  l’on  substitue  pour  x 
deux  nombres  a et  b dans  toutes  nos  fonctions,  et  qu’on  écrive 
les  signes  des  résultats  en  deux  séries  correspondantes  A et  B, 
b étant  a , 

1°.  il  n’y  aura  jamais  plus  de  variations  dans  B que  dans  A; 

2°.  Si  le  nombre  des  variations  est  le  même  dans  A et  B , la 
proposée  n’a  aucune  racine  entre  a et  b ; 

3°.  Si  la  série  B a une  variation  de  moins  que  A , il  y a une 
seule  racine  entre  a et  b ; 

4°.  S’il  y a deux  variations  de  moins  dans  A que  dans  B , 
ou  la  proposée  a deux  racines  réelles  entre  a et  b , ou  ces  ra- 
cines manquent  et  sont  remplacées  par  deux  imaginaires  ; il 
restera  à distinguer  l’un  de  ces  cas  de  l'autre.  Dans  le  i*r,  on 
pourra  séparer  les.  racines , en  substituant  des  nombres  inter- 
médiaires qui  chassent  les  variations  une  à une,  ce  qui  serait 
impossible  dans  le  deuxième  cas.; 

5®,  Lorsque  la  série  B a trois  variations  de  moins  que  A , ou 
il  existe  trois  racines  réelles  entre  a et  b,  ou  il  n’y  en  a qu’une 
seule,  les  deux  autres  étant  remplacées  par  des  imaginaires. 
Des  procédés  spéciaux  feront  reconnaître  ces  circons tances. 

Et  ainsi  de  suite  ; > * 

6°.  La  valeur  de  x qui,  sans  être  racine  del’équ.  fx—o  , fait 
perdre  deux  variations,  en  passant  par  voie  de  continuité 
„de  a kb,  se  rapporte  aux  racines  imaginaires  de  cette  équ.  et 
en  est  l’indication  ; elle-  rend  nulle  quelqu’une  des  dérivées , 


(*)  Si  Véqu.  fx  ==  o est  privée  d'un  de  ses  termes , et  si  les  deux  termes  entre 
lesquels  celui-ci  manque  ont  memes  signes , cette  équ.  a des  racines  imaginaires 
En  effet  le  polynôme  fx  comprend  les  termes  qxh+sxh-*,  et  lorsqu’on  fait 
x—a  dans  toutes  les  dérivées  , la  série  des  signes  consécutifs  contient  + o-t-, 
qui  est  équivalente  à -+■  o -f- , caractère  qui  annonce  l'existence  des  racines 
imaginaires.  V.  p.  io3. 
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les  signes  4c  In  précédente  et  de  la  suivante  étant  les  mêmes; 
deux  de  ces  fonctions  successives  peuvent  aussi  être  annulées 
ensemble.  S'il  disparait  4 variations,  parce  que  3 ou  4 fonc- 
tions dérivées  consécutives  sont  nulles,  il  y a deux  couples 
d’imaginaires  pour  Féqu.  fx—o.  Enfin,  autant  les  séries  per- 
dent de  fois  2 variations , les  substitutions  suivant  la  loi  de 
continuité,  autant  la  proposée  a de  couples  de  racines  ima- 
ginaires. . . 

553.  Comme  la  substitution  des  nombres  continus  n’est  pas 
possible,  pour  faire  usage  de  cette  théorie.,  il  faut  opérer 
ainsi  qu’il  suit  : 

i°  On  substitue  des  nombres  pris  à volonté,  qu’on  étendra 
depuis  celui  /'  qui  ne  donnera  que  des  -p  et  — alternatifs, 
jusqu’à  celui  l qui  ne  donnera  que  des  + ; ces  nombres  /'  et  l 
seront  les  limites  entre  lesquelles  toutes  les  racines  sont  com- 
prises. Entre  eux,  il  y a souvent  de  grands  intervalles  qui  n’in- 
terceptent aucune  racine  et  qu’il  convient  de  dépasser  ; des 
esssais  faits  sur  des  nombres  pris  au  hasard  conduisent  aisé- 
ment à éviter  des  calculs  inutiles  ; 

2°.  Lorsque  deux  séries  A et.  B sont  formées  des  mêmes 
signes,  aucun  des  polynômes  f,  f,  f"..  • ne  peut  devenir 
zéro  par  une  valeur  de  x entre  a et  b.  L’une  de  ces  fonctions 
devient  nulle , quand  une  variation  est  déplacée  vers  la  droite; 
et  s’il  n’y  a que  déplacement,  le  nombre  qui  le  produit  n’ac- 
cuse l’existence  d’aucune  racine  imaginaire  de  l’équ. /r=o. 
Cette  équ.  aurait  deux  racines  imaginaires  , s’il  disparaissait 
deux  variations  pour  une  valeur  de  x qui  annullerait  quelque 
dérivée  ; 

3*.  Quand  en  partant  de  a,  on  perd  jusqu’à  b un  nombre 
impair  de  variations,  il  est  évident  que  fa  et  fb  ont  des  signes 
différens  : le  signe  est  le  même,  quand  il  disparaît  un  nombre 
pair  de  variations.  Nous  retrouvons  donc  ce  théorème,  qu’il  y 
a un  nombre  pair  ou  impair  de  racines  entre  a et  6,  selou  que 
les  résultats  Ja  et  fb  ont  un  signe  semblable  ou  différent , 
zéro  étant  au  rang  des  nombres  pairs  p 
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4*.  Lorsqu'on* faisant  x=oa,  la  suitède  signes  A contient  un 
ternie  nul , ou  plusieurs  zéros  successifs,  on  formera  les  séries 
a — deta-f-^  selon  la  règle  des  doubles  signes,  p.  io3,  la  ir*sera 
comparée  à la  série  qui  précède  A , pour  indiquer  les  racines 
, et  la  seconde  à celle  qui  suit  A pour  faire  connaître  les 
racines  ]>«  ; enfin,  en  comparant  les  deux  séries  de  a—ê~  et 
, on  saura  combien  de  racines  imaginaires  sont  attestées 
par  le  nombre  pair  de  variations  perdues  de  l’une  à l’autre.' 

Par  ex.  /r— ar’-f-ar-f-i , f=5x*+t , /,=jor3,  etc. , don- 
nent le  tableau  qui  suit,  où  l’on  a fait  usage  de  la  règle  du 
double  signe  pour  chaque  résultat  nul. 


/v  ji,  r y 

r 

/ 

* [ t 

4-  — r 4"  — 
+ - 

+ 

— 

5 vari. 

4-  p 0 0, 

+ 

4 Ou  0 vari. 

+ 4- 


on  voit  qu’il  existe  une  racine  réelle  entre  — i et  o,*et  que 
les  4 variations  qui  disparaissent  de  ar<^o  à x~^>o  annoncent 
4 racines  imaginaires.  La  courbe  dont  l’équ.  est  jr—fx  est 

celle  de  là  figure  12. 

-■  ' - ' 

Pour  fx=x* — 4X  ‘ — 3a: -f-23,  fx—^c1 — laar* — -3 

» < . 'p 

/"=)ir»— l(j*,  f-=yilyc—\ i<j,  /,T=a4 


. \ 

sr 

f r 
+ 

r 

/ 

— . . , 

..  + 

— 0 

— 

+ 

a ou  4 vari. 

*X  = 

• X 4 

1 ... 

...  +■'" 

0 — 



+ 

2 vari. 

St 

••  K f 

X ~ 

2 ..  . . 

x 

, . 4- 

4- 

.4-  0 

* * 

2 vari . 

X = 

3 ... 

..  + 

4* 

+ +• 

— 

I vari. 

X SS 

4 ... 

...  ■+• 

+ + 

4- 

-1- 

O vari. 

Il  y a deux  racines  imaginaires  qui  chassent  deux  variations 
dex<[o  à x >o  ; les  zéros  qu’on  rencontre  à a;— i et  2 ne  font 
partir  aucune  variation , ce  qui  vient  de  ce  que  chaque  zéro  est 
entre  deux  signes  différens.  Enfin,  il  y a une  racine  entre 
a et  3,  puis  une  entre  3 et  4 : il  restera  à en  pousser  l’approxi- 
mation. La  courbe  est  représentée  fig.  20 , par  MOM'. 
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554  Lorsqu’il  n’existe  qu’une  seule  racine  entre  deux  nom- 
bres a et  A,  et  par  conséquent  qu’on  ne  perd  qu’un  variation 
de  la  série  A à B , on  approche  de  cette  racine  par  la  méthode 
de  Newton.  Mais  avant  il  faut  satisfaire  aux  conditions  que 
cette  méthode  prescrit  (p.  8g) , savoir  que  f et  f"  fie  chan- 
gent pas  de  signe  de  a à b ; c’est-à-dire  qu’il  faut  que  la  va- 
riation perdue  soit  précisément  dans  la  dernière  colonne  f. 
Tous  les  signes  de  A et  B sont  alors  les  mêmes,  excèpté  le 
dernier.  C.’est  cç  qui  arrive  pour  la  racine  qui  est  entre  2'  et  3 
dgaal’çx «.précédent . * < •> 

Mais  si  la  variation  est  perdue  avant  le  dernier  terme  des 
séries  , f et  f ne  sont  plus  dans  b condition  exigée.  Il  faut 
substituer  des  nonxbres  intermédiaires  à a et  b , afin  qu’en 
resserrant  l’espace  qui  contient  la  racine , il  n’y  ait  plus  ni  in 
flexion,  ni  tangente  horizontale  à la  courbe  dans  cette 

étendue,  et  qu’on  retombe  sur  le  rer  cas.  ». 

Ainsi  dans  le  dernier  ex.,  pour  approcher  de  la  racine  qui  est 
entré  3 et  4,  il  faut  rejeter  hors  des  limites  le  minimum  qui 
est  attesté  par  le  changement  de  signe  de  On  pose  l’équ. 
/x  = o,eton  trouve  que  b seule  racine-réelle  est  entre  3 et  3, 1 . 
Comme  celle  de yï=o  est  entre  3, 1 et  4,  qu’il  faut  que f et f 
soient  de  même  signe,  on  fera  r r=4)  -d’oùv/v  = 61 , f^=  ri, 
S— — 0,2,  etx— 3,8,  pour  ir<  approximation,  Faisant  x=3,8, 
d’où >/v  = 43>2o8,  o,6256,  o ,01448,  on  trouve 

x =*  3, 78552  ; et  ainsi  de  suite.  S est  la  sous-tangente. 

. W * • 

555. ‘Quand  on  perd  deux  variations  de  A à B,  il  reste  à re- 
connaître s’il  va  en  effet  deux  racines  entre  a et  b.  Cette  dis- 
cussion  sera  divisée  en  trois  cas. 

On  comparera,  de  gauche  à droite , les  signes  correspondans 
des  deux  séries;  dès  qu’on  rencontrera  deux  signes  contraires 
sous  b même  fonction  , une  variation  sera  remplacée  par  une 
permanence:  plus  loin,  on  trouvera  une  seconde  variation 
perdue.  Si  cela  arrive  avant  la  colonne  des  signes  de  fx,  ce  sera 
le  3*  cas,  traité  ci-après  : •et'si  1a  seconde  variation  n’est  per- 
due qu’au  dernier  signe,  on  trouvera  les  deux  systèmes suivans, 


1 10 


•'  AIiGtftflK. 
où  l’un,  perd  les  deux  variations  dans  les  trois  derniers  signes  ; 
dans  l’autre,  Ta  re  variation  est  perdue  avant f" . 

Ier  CAS  (*)...  f'f'f  a*  CAS.  .....  J* T f'  f 

x z=i  a ....  -| 1 . .. . + f-  -f-  -f* -f*  — • h 

* — & ••••  “f-H . • . • +■+■+•  + Hh -+-■+■  + + 

Construisons  la  courbe  parabolique  MOM'  (fig.  19)  dont 
l’équ.  est^=  fx,  entre  les  abscisses  AP=.a,  AP"  — b. 

556.  1"  Cas.  f a et  f'b  sont  de  signes  contraires;  ce  sont 
les  valeurs  des  tangentes  des  angles  T et  T*  que  font,  avec 
l’axe  desx,  les  droites  MT,  M'T'  qui  touchentla  courbe  aux 
points  M et  M' , dont  les  abscisses  sont  a et  b.  On  voit  que  l’un 
de  ces  angles  est  aigu  vers  la  droite , et  l’autre  obtus.  Comme 
l’équ.  fx  = o ne  perd  qu’une  seule  variation  , elle  n’a  qu’une 
racine  entre  a^t  b , c.-à-d.  que  la  courbe  jz=fx  a une  tangente 
eu  un  point  intermediaire  O,  parallèle  aux  x.  fx  ne  perd  pas 
de  variation  et  reste  positif  dans  l’intervalle;  ainsi  l’arc  tourne 
sa  concavité"  vers  le  haut  (n05a8).  Les  fig.  19e!  20  représentent 
la  forme  de  cette  partie  de  l’arc,  qui  a en  O. un  point  de  passage, 
pour  f x,  du  positif  au  négatif,  par  zéro. 

’Si  la  courbe  atteint  l’axe  dans  l’intervalle  PP  (fig.  20),  il  y 
a deux  racines  réelles  Ak,Ak'  : Ces  racines  sont  imaginaires  dans 
le  cas  contraire  (fig.  19),  et  alors  les  tangentes  aux  divers  points 
de  l’arc  d/OÆf's’inclinènt  de  plus  en  plus  sur  l’axe  de  M en  O, 
où  le  parallélisme  a lieu,  puisse  relèvent  en  sens  opposé  vers  M'. 
La  nature  concave  de  l’arc  , fait  qu’il  reste  compris  dans  l’an- 
gle formé  par  les  deux  tangentes  en  Met  M'.  On  voit  donc  que, 
si  le  sommet  D (fig.  19)  de  cet  angle  est  situé  au-dessus  de  l’axe, 
la  courbe  ne  peut  le  couper,  et  les  racines  sont  certainement 
imaginaires  entre  P et  P' 


* t 

(*)  Les  valeurs  AefaeXjh  peuvent  être  négatives  ensemble,  c.-à-d.  que  les 
signes  peuvent  tous  être  contraires  à ceux  qui  sont  indiqués  ici  : mais  ce  cas 
n’exige  par  un  examen  spécial , et 'il  suffit  de  tourner  les  fig.  iq  et  au  de  l’autre 
côté  dos  x,  par  une  révolution  autour  de  l’axe,  afin  de  rabattre  les  fig.  en- 
dessous.  Tout  est  alors  semblable  à ce  qui  a été  exposé  dans  le  texte. 


I 


f 

RACINES  INCOMMENSURABLES.  I i I 

Or  les  sons-tangentes  en  M et  M sont 

PT=S,=~p-a,  (I). 

La  i,e  est  positive , f a ayant  le  signe  — , et  la  2'  négative.  Il 
est  clair  que  si  l’on  fait.abstraction  des  signes,  et  que  l'une 
des  sous-tangentes  ou  leur  somme , égale  ou  surpasse  l'inter- 
valle b — a,  les  deux  racines  présumées  sont  imaginaires. 

Et  si  cette  circonstance  n’a  pas  lieu,  on  demeure  incertain 
sur  la  nature  des  racines  qui  peuvent  alors  être  réelles  ou  ima- 
ginaires, la  courbe  pouvant  couper  l’axe,  ou  ne  pas  le  rencon- 
trer, entre  P et  £*'.  On  doit,  dans  ce  cas,  opérer  de  l’une  ou 
de  l'autre  manière  suivante  : 

On  regardera  les  limites  a et  b comme  trop  écartées  pour 
décider  la  question  , et  prenant  x=  quelque  nombre  intermé- 
diaire a’,  on  verra  si  la  série  des  signes , comparée  à A et  B, 
fait  disparaître  les  variations  une  à une  ; car  alors  les  racines 
seraient  réelles , l’une  entre  a et  a',  l’autre  entre  a’  et  b.  Et  si 
la  double  variation  se  perd  encore  entre  a et  a’,  on  calculera 
la  sous-tangente  pour  x-=za , afin  de  vérifier  si  la  .règle  précé- 
dente a lieu. 

Ou  bien,  on  opérerait  comme  si  l’onétait  assuré  que  les  racines 
intermédiaires  sont  réelles  , et  qu’on  voulût  en  approcher  da- 
vantage , par  la  méthode  de  Newton  ; car  alors  on  serait  con- 
duit à deux  nouvelles  sous-tangentes,  dont  la  somme  pour- 
rait excéder  b — a. 

Gomme  à mesure  qu’on  approche  du  minimum  O,  les  tan- 
gentes approchent  d’être  parallèles  à l’axe , les  sous-tangentes 
deviennent  très  grandes,  et  la  règle  ci-dessus  est  plus  propre  à 
se  vérifier.  On  comprend  que  si  les  racines  sont  imaginaires , 
on  ne  tarde, pas  à les  reconnaître  par  leurs  sous-tangentes  dont 
la  somme  est  b — a. 

Au  contraire , quand  les  deux  racines  sont  réelles , les  sous- 
tangentes  n’augmentent  plus  indéfiniment;  011  voit  converger 
. chaque  valeur  de  x vers  deux  termes  qui  sont  les  racines  de- 
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mandées  Ak,  Ak'  ; et  il  devient  très  facile  de  trouver  une 
grandeur  moyenne  qui,  substituée  pour  x,  sépare  ces  deux 
racines.'  ' xÿ* 

Ôr  “ ' » V ■* 

55^.2*  Cas.  Lorsque  fa  et  f"a  sont  de  signes  contraires,  la 
question  est  d’une  autre  nature,  fa  et  f“b  âyanudes  signes 
différens,  et  passant  par  zéro  dans  l’intervalle  ( comme/’  perd 
une  variation , fx=o,  a une  racine  entre  a et  b)  l’arc  est  con- 
vexe vers  lé  haut  en  m (fig.  19)  à la  t,e  limite  Ap~  a, -et  con- 
cave à la  2e  AP'  = b : et  dans  cet  espace  , il  existe  Un  point 
d’inflexion  I,  dont  l’abseisse  Aq  est  racine  de/"x=o.  Les  sous- 
tangentes  ne  lèveut  plus  alors  la  difficulté,  puisque  la  tan- 
gente mt , rie  peut  se  prêter  aux  conditions  prescrites  ci-dessus. 
11  faut  d’abord  resserrer  l’intervalle,  pour  que  l’inflexion  / n’y 
soit  pas  comprise.  On  substituera  donc  pourx  une  autre  va- 
leur intermédiaire  a,  propre  à séparer  les  deux  racines,  hors 
de  l’étendue  oh  est  le  point  7,  ce  qui  ramènera  les  choses  au 
premier  cas  , . * • 

Il  se  pourrait  cependant  que  la  courbe  eut  la  figure  MIM' 
(fig.  5)  où  l’inflexion  est  précisément  au  point  où  la  tangente 
est  horizon  talé:  on  tenterait  alors  vainement  de  resserrer  assez 
l’intervalle  pour  éviter  que  les  f"  fussent  de  signes  différens. 
Mais  comme/”  et  f sont  nuis  ensemble,  les  équ.  Jrx  = o, 
/*.r^=o,  ont  alors  une  racine  commune  ; c’est  un  cas  de  racines 
égales.  Les  racines  cherchées  seraient  imaginaires,  à moins  que 
l’inflexion  7 ne  fût  le  point  même  de  section  de  la  courbe  avec 
l’axe  , ce  qui  supposerait  en  même  temps fx  = o , et  par  con- 
séquent la.  proposée  aurait  des  facteurs  égaux. 

A.  * J*  fc  * * 

558.  3*  Cas.  La  comparaison  des  suites  A et  B,  manifeste  la 
perte  de  deux  variations , avant  d’atteindre  la  dernière  co- 
lonne. Que  ce  soit,  par  ex.  dès  f"  nue  la  2e  variation  disparaît  : 
on  se  proposera  de  traiter  réqu./">a:==o,  et  on  cherchera  si 
elle  a deux  racines  entre  a et  b.  Si  ces  racines  n’existent  pas, 
l’cqu./'"x=o  a aussi  deux  racines  imaginaires  indiquées  par  les 
deux  variations  perdues,  puisque  la  tangente  à l’arc  de  courbe 
dont  l’équ.  est  jr=  f'x , ne  peut  être  horizontale  entre  a et  b 
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attendu  que  fx  n’y  est  pas  nulle;  cet  arc  n’a  donc  pas  de 
maximum  dans  l’intervalle.  On  reconnaît  de  même  que  les 
équ.f'x=iO,fx—o  ont  aussi  deux  racines  imaginaires  corres- 
pondantes. ... 

Mais  si  les  deux  racines  de  fx  = o sont  réelles  entre  a et  b, 
la  courbe  y— fx  a deux  tangentes  horizontales  dans  cet  es- 
pace, et  affecte  la  fig.  ai,  ayant  un  double  serpentement , 
avec  maximum  et  minimum.  La  distance  de  a à b est  donc 
trop  grande,  et  il  faut  la  diminuer,  jusqu’à  ce  que  les  inflexions 
n’y  soient  plus  comprises,  et  que  le  minimum  s’y  trouve  seul.  On 
apprendra  alors  si  l’équ.>/'“a;  = o a deux  racines  réelles  entre 
les  nouvelles  limites  plus  étroites  a'  et  b' . De  là  , on  cherchera 
si  la  courbe  dont  l’équ.  y = f x a ou  non  deux  sections  avec 
d’axe,  et  ensuite  s’il  en  est  de  même  de  la  courbe,/  —fx.  Il 
suffit  que  les  deux  racines  cherchées  soient  imaginaires  pour 

l’une  des  équ fx=o , fx  = o , f x = o pour  que  celles 

qui  la  suivent  soient  dans  le  même  cas. 

11  ne  faut  pas  oublier,  dans  la  circonstance  présente,  de  s’as- 
surer si  l’équ.  fx  = oa  des  racines  égales  ; car  notre  théorie 
suppose  toujours  que  l’équ.  qu’on  traite  est  dégagée  de  ces  ra- 
cines. A cet  égard , observons  que  la  recherche  des  racines 
e'gales  est  si  longue  (n°  5t. i)  qu’il  convient  de  l’éviter,  et  qu’on  1 
ne  doit  s’en  occuper  qu’autant  que  les  opérations  en  montrent 
la  nécessité.  Comme  le  cas  des  racines  égales  est  exceptionnel, 
c’est  un  gTand  avantage  de  la  méthode  de  Fourier,  de  ne  les 
chercher  que  quand,  par  accident,  cela  est  reconnu  indispen- 
sable. 
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55g.  Il  reste  à examiner  ce  qu’il  faut  faire  quand  il  dispa- 
raît plus  de  deux  variations  de  a à b.  On  comprend  qu’en 
rapprochant  ces  deux  limites,  il  arrivera  que  les  variations  par- 
tiront soit  une  à une,  soit  deux  à deux,  ce  qui  ramènera  aux 
cas  traités  ci-dessus.  Cependant,  il  se  pourrait  aussi  que  pour 
une  valeur  de  x entre  a et  b,  plusieurs  dérivées  devinssent 
nulles,  ce  qui  conduirait  à trouver  plusieurs  zéros  successifs 
dans  la  série  de  signes  correspondante  à quelque  nombre  iu- 
T II.  « 
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termédiaire  inconnu  a' , comme  cela  ést  arrive’  p.  108;  il  dis- 
paraîtrait alors  4 ou 6 variations  à la  fois,  indice  assure  d'au- 
tant d imaginaires.  Ce  cas  est  facile  à reconnaître , car  ces  dé- 
rivées ont  des  facteurs  communs , qui  égales  à zéro  donnent  la 
valeur  de  x qui  produit  ces  zéros  successifs,  et  met  en  évi- 
dence l’existence  des  racines  imaginaires.  41  - 

■ ' .* 

56o.  Appliquons  ces  principes  à divers  exemples  : 


I./x  = 

3*3 

-5x4-3,  f 

= 3x>  - 5,  f = 6x,  y» 

jw  r r 

/ 

X = 

3 

....  4- 

— + 

— 3 vari. 

— 

2 

....  4- 

-f- 

/ M - 

-f*  2 van. 

0 

....  4- 

ô — 
4- 

-f-  2 van. 

4- 

1 

....  4- 

■f  — 

— 1 var/. 

4- 

2 

....  4- 

4-  4“ 

-f'  0 van. 

Les  trois  racines  de  la  proposée  sont  réelles,  entre -— 3 
et  — 2,  o et-f-  x , x et  2.  La  courbe  est  représentée  fig.  1 1 . 

II.  fx  = x»  — a*  — 5,  f = 3x>  — If  f = frr,/"  = 6 » 

r r r f 

x ss  — i • . . ; ■+•  — + — 3 vari. 

o ....  -f-  o — — i vari.  v 

+ *.  “‘V;.',  . * 

-f-  l ....  •+<  + — i vari. 

4-  a • • ••  4-  4~  -h  — -■  I vari. 

-f-  3 . * . . . irfo  4“  4“  4"  o vari. 

Outre  la  racine  réelle  qui  est  entre  2 et  3,  on  en  présume  deux 
entre  o et  — i ; mais  celles-ci  sont  imaginaires,  car  on  trouve 
pour  x = — i que  i ,/=  — 4 , d’où  S?  = 4 qui  est 

>1.  * *-  ’ , 

III.  fx  = x*  4*  «X  -f-  2X»  -f-  2,  r — 5x1  4-  3**  4-  4 x. 

J"  = aox*  4-  Cx  4-  4,  y»  — 6ox»  4-  6,  f‘l  ~ 1 2ox,  y*  — 120. 

T ,v  » " ' 

x = — 2,.,..  4-  — 4-  — * 4-  — 5 vari. 

— 1, ...  4-  — + — 4-  4-  4 vari. 


O,. . 


4-  1 o 4-  4-  o 4*  o ou  4 vari. 

4-  ’ J’.  + 


11  existe  une  racine  entre  — 1 et  — 2 : les  autres  racines  sont 
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toutes  quatre  imaginaires,  d'après  la  règle  des  doubles  signes. 
La  proposée  équivaut  à ( x 3 -J-  2)  (xa  -J-  x)  =3  o. 

IV.  fx  = x*  — x5  4-  2x*  — 6x  5,  /'=  4XÏ  — * 3x*  etc. 

ir  or  u r 

x = o....-f-  4-  — -f-  4 

i • • • . 4"  *4*  4"  4*  2 vari. 

*•»••■+•  4~  4-  4-  *4-  o twf. 

On  présume  qu’il  y a deux  racines  entre  1 et  2 ; comme  les  f 
et  f"  ont  même  signe  -f-,  et  que  les  f'  ont  des  signes  con- 
traires, on  calcule  les  sous  - tangentes,  x — 1 donne  5,  = 1 , 
nombre  égal  à l’intervalle  2 — i ; ainsi  ces  deux  racines  man- 
quent. Il  en  faut  dire  autant  entre  o et  1 ; car  les  deux  varia- 
tions sont  perdues  dès  f",  et  l’équ.  f"x  = o a visiblement  ses 

racines  imaginaires. 

■L  , • * « 

V.  fx  as  x*  — x*  -+■  ax  — 3,  f — 3x»  — a*  ■+■  2,  etc. 

m n r 

x = o • • . « +•  — 4-  — 3 vari.  , 

1 . -f-  4-  4-  — 1 vari. 

3 ....  + H-  “f"  “H  o vari. 

La  proposée  a une  racine  entre  x et  2 ; quant  à celles  qu’on 
doit  chercher  entre  o et  1,  elles  sont  imaginaires  : on  voit  en 
effet  que  Iss  deux  variations  sont  perdues  dès  f , et  que  l’équ. 
f'xxzo  n’a  pas  de  racines  réelles.  La  courbe  est  celle  de  la 
fig.  12. 

VI.  fx  — x1  — 3x»  — l\x  -f-  i3,  f — 3x>  — 6r  — • 4>  etc.  ' 

m tr  r 

x ss  — - 3 - • • . -f-  — 4”  — • 3 vari. 

— 2 -f*  — -f-  ■+•  2 vari. 

-f*  2 . . . . 4-  4-  — 4-  2 t/nré. 

4-  4*  4"  4-  0 vari.  „ V 

' • • è • ’ * *)» 

Outre  la  racine  qui  est  entre  — 3 et  — 2 , on  en  présume  deux 
entre  2 et  3.  On  trouve 

x = -f-2,5..  H — h 1 vari. 

Ainsi  il  y a une  racine  entre  2 et.2,5,  puis  une  autre  entre  2,5 

8.. 
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et  3.  Comme  la  supposition  x ='  2 ,5  qui  a mis  ces  racines  en 
évidence,  est  due  au  hasard,  voici  comment  on  a dû  opérer 
pour  les  reconnaître  sûrement.  Les  J' et  f"  sont  positifs  pour 
x = 2,  et  les  f passent  du  — au  -J-  : il  s’agit  de  distinguer 
quelle  est  celle  des  formes  de  la  fig.  20  qui  convient  à la  courbe. 

£)n  prendra  les  sous-tangentes  aux  deux  limites 

ï=2)/='/ =—/l,S,={-,x=3,f—  1 £,=— 

On  supposera  donc  x = 2j,  et  x — La  ir*  de  ces  valeurs 
donne  f — — 2,3,  S,  = 2 -53=  0,0g,  et  ar=  2,34  : 

on  tire  de  la  2*,/=  0,23, y*  = 2, 72, S,  = 0,08  et  x=2,’]i. 

On  est  donc  conduit  à prendre  un  nombre  intermédiaire  tel 
que  x=2,5.  * 

VII.  fx  d xt  - f x»  + <x«  _ /jx  + t 

lY  v n t 

xso  ••••  + — 4-  — «4*  1 4 vaj'i’ 

J ....  -f-  o + — + 3 ou  4 t tari. 

4 

J ....  -H  4-  4-  4-  — 1 vari. 

I ....  -f*  4“  4"  4“  4”  O vari. 

Les  limites  des  racines  sont  o et  1 : et  comme  les  quatre  varia- 
tions disparaissent  dans  cet  intervalle,  il  faut  le  resserrer.  On 
fait  x = | et  D'une  part,  on  trouve  un  zéro  entre  deux 

il  y a deux  racines  imaginaires;  de  l’autre  on  voit  qu'il  y a 
une  racine  entre  j et  | , puis  une  entre  5 et  1 . 

VIH.  _/*=:**  — 6x*  -f.  yx*  — 8x  -f.  7 

/ 

Y ,V  * * ' 

i =2  — 4 ...»  4-  — 4-  — 4-  — 5 van. 

— 3. ...4-  — 4-  — 4-  4-  4 

0 ....  4-  o — 4-  — + 4 

1 ....  4-  4^  4*  — - — 4-  a wi.  * 

3 ....  4 4-  4-  4-  4-  4-  o van. 

fjr  = o a une  racine  entre  — 3 et  — 4;  on  en  présume  deux 
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cuire  o et  1,  et  deux  entre  1 et  a.  Pour  les  ir“,  comme  les  deux 
varia  lions  "sont  perdues  à f,  on  pose  f'xz=z  o : or  f'  et  f" 
ont  des  signes  contraires  quand  x~i-,  l’intervalle  doit  donc 
être  diminué.  On  prend  x d'où  = 21,  f"~ — 1{, 

f'= — 5t36  , et  la  différence  de  signes  de  f et  f*  n’existe  plus. 
On  prend  les  sous-tangentes  pour  s’assurer  s’il  y a deux  racines 
entre  .0  et  -j;  <£,  est  ]>  i,  ce  qui  prouve  que  ces  racines  sont 
imaginaires.  Celles  de  i’équ./r  = o le  sont  donc  aussi. 

Quant  aux  racines  entre  1 et .2,  il  faut  aussi  diminuer  l’in- 
tervalle; on  fait  x—i\,  et  comme f=—~  1 ,g. . .,  tandis  que 
pour  x=i  et  2,  les  résultats  sont  1 et  3,  on  voit  qu’il  y a une 
racine  entre  1 et  1 j,  puis  une  autre  entre  1 j et  2. 

1 X.  f*  — 3x!  — sSx*  + gox  — 127 

▼ IV  w a f 

X r=  «—  a . « •+■  •—  -f-  — 5 vari» 

— 1 -+•  — -f-  •+•  + — 3 vari. 

*4“  1 .....  + -f»  — “4*  — ■ 3 vari. 

■+•  a -4-  -f-  -f.  ■+•  -f-  — I vari. 

+ 3 .....  + -f-  + + -4-  -4-  o vari. 

On  reconnaît  l'existence  d’une  racine  entre  2 et  3 ; en  faisant 
x = 2,5,  il  vient /"=  o,34 >/'=  207,  19,  S =—  0,002,  d’où 
* = 2,498.... 

Quant  aux  autres  racines,  elles  sont  imaginaires.  En  effet, 
les  variations  perdues  de  t à 2,  le  sont  dès  f , ce  qui  conduit 
à traiter  d’abord  l’équ.  fx  — o.  On  pose  x=  t ,5,  ce  qui  ne 
laisse  subsister  dans  f'  qu'une  seule  variation  (*),  et  sépare  les 
deux  racines  réelles.  Il  reste  à savoir  si  celles  de  l’équ.i/i  = o- 
sont  aussi  séparées.  O11  a 

T IT  » « ' 

x = 1 -4-  -f-  -4-  — •+■  — 3 vari. 

x = i,5....‘  •+■  ■+•  *4*  — — — 1 vari. 


(*)  L’équ.  fx  = i5  (x*  — 5x*  -{-  6)  = o,  so  résout  par  le  second  degré 
et  retient  à (x*  — 3)  (x*  — i)=o ; ainsi  *=±y^3  = ± f , 73a . . . et. . . . 
= ± t/a  = i 1,414... 
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Les  conditions  de  signes  étant  remplies,  on  procède  au  calcul  des 

sous-tangentes.  On  trouve  /=53,5g,</'= — 2,81 

ainsi  la  proposée  manque  des  deux  racines  entre  1 et  2. 

Pour  les  racines  qu’on  croit  exister  entre  — 1 et  — 2,  on  est 
encore  conduit  à l’équ.  f'x— o,  qui  a deux  racines  réelles  sé- 
parées par  x ~ — 1 ,6  s il  vient 

T 1T  » " ' 

x = — a ....  -f-  — -f-  — -f-  — 5 vari. 

x e=  — 1,6..  -f-  — — 3 vari. 

x = — 1,5..  ■+■  — 4-  4-  — — 3 vari. 

I 

les  conditions  de  signes  ayant  lieu,  on  calcule  la  sous-tangente 
= ^->0,5.  On  remarque  que  x=— 1 ,5  donnent  f et  f 
de  signes  contraires,  ce  qui  montre  que  l’intervalle  de  — 1 ,5 
à — 2 est  trop  étendue. 


X.  fx  — x6  — 6r*  -4.  4ox5  -f.  6oj  * — Jf  — i 

VI  ▼ IV  " / 

x — — I ■+■  — -f.  — -f-  — -h  6 tnwà. 

— 0,5....  -4-  — H-  -4-  -4-  — -4-4  vari. 

0......+  -—  o -4-  -4-  — —-3  vari. 

1 -4-  o — o -4-  -4-  -4-  2 vari. 

1 -4-  -f-  o — -4-  -f-  -4-  a vari. 

3 -4-  -4-  -4-  H-  -4-  -f-  -4-  o vari. 

” . .«■ 


Comme  en  omettant  x = — i,  il  serait  disparu  3 variations 
de  — 1 à o , il  a été  nécessaire  de  prendre  cet  intermédiaire. 

Les  résultats  zéro  n’apprennent  rien  sur  l’existence  des  imagi- 
naires, parce  qu’ils  sont  entre  des  signes  contraires  (p.  108).  Il 
■y  a une  racine  entre  — - et  o,  et  une  entre  o et  1 ; elles  sont 
x = — o,i3...  et  4-0, 12....  Venons-en  aux  quatre  autres 
qu’on  présume  entre  — 1 et  — î;  et  entre  2 et  3. 

Les  deux  variations  sont  perdues  dès  f",  et  il  faut  poser 
f°x— 0 : mais  on  doit  s’assurer  avant  tout  si  cette  équ.  a des 
racines  égales , ce  qui  a lieu  en  effet , car 

f"  = 3o  (x*  — IX 2)a,  f0  ~ I20(x — 1)  (x1 IX  — 2). 

La  courbe  dont  l’équ.  est  jr=zfx  touche  l’axe  au  point  dont 
les  abscisses  sont  les  racines  de  l’équ.  x*  — 2X  — a=  o,  savoir 
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« c 

x = 1 ± \/  3 (v.  la  fig.  22) , à cause  de  ces  racines  doubles.  Si 
donc  ou  prenait  ces  valeurs  de  x pour  en  déduire  la  suite  de 
signes  de  nos  fonctions,  on  trouverait  deux  zéros  successifs,  et 
par  conséquent  la  règle  des  doubles  signes  montrerait  qu’il 
disparaît  deux  variations,  quelque  voisines  que  les  deux  limites 
soieut  de  ces  racines,  qui  n'étant  pas  communes  avec  f’x  — o , 
prouvent  que  cette  dernière  équ.  n’a  pas  de  racines  réelles  en- 
tre — 1 et  — o,5,  ni  entre  2 et  3 : la  proposée  est  dçnc  aussi 
dans  le  même  cas. 

t t ^ ' » » 

XI.  Pour  x<  — 4*>  -f-  x»  -f-  6x  + a = o,  J'.  = 4-rI  “ i*37’  etc- 

I 

» IV  v tu  v t 

X — I . y -+■  — -b  — + 4 Vari- 

,.  O . -+•  — -f-  -f-  2 vari. 

I + Or  o -f-  a vari. 

a . -f-  -f-  — -f-  a vari.< 

} .i.i.V  + ~b  -h  -b  o vai  i. 

■ . * ‘ *.  • 

On  pense  que  les  racines  sont  par  couples  entre  o et  — 1,  et 

entre  2 et  3.  En  cherchant  ces  dernières,  on  trouve  St  = f, 

S.,  = — la  somme  est  K 1,  et  on  reste  dans  l’incertitude 
s’il  y a deux  racines  intermédiaires  ; ou  a les  racines  approchées 

x=  2,4  et  2,8.  On  substitue,  et  on  trouve 

1 . , .. 

* = 2,4 4-  4-  4-  — 3,0*4  -f-  o,o$i6 

2,8  .....  4-  4-  4-  4*  5,3*8  4-  o,2j)y6 

1 

Ainsi  5,  = 0,01,  S,x= — o,o6,x  = 2,4i  et  2,^4-  Comme  les 
sous-tangen tes  décroissent,  loin  d’augmenter,  en  approchant 
du  îniuimum,  on  reconnaît  que  les  racines  sont  réelles.  On  les 
sépare  en  prenant  une  moyenne , telle  que 

x = 2,5....-{-  + H 

ainsi  deux  racines  réelles  sont  mises  en  évidence , et  on  peut 
procéder  à l’approximation.  On  voit  de  même  que  les  racines 
sont  aussi  réelles  entre  o et  — 1 . La  proposée  a pour  racines 

x=i:±:  1/2=1  ±:i , 4 1 4a * • • • > et  x—i—\/ 3=i±i , ^3?.o5. . . 

Elle  équivaut  à (xJ  — 2x  — 1)  (x1  — 2X  — 2)  = o 
la  courbe  j—fx  a à peu  près,  la  forme  de  la  fig.  1 3. 


| 
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* 

56 1 . Théorème  de  M.  Sturm.  On  procède  par  la  méthode  (la 
cominu  n diviseur,  à la  recherche  des  facteurs  égaux  d efx  (n°  5ao), 
avec  l’attention  de  changer  chaque  reste  de  signe  avant  de  le 
prendre  pour  diviseur.  Ainsi  on  divisera  fxpar  fx,  puis  f'x  / 
par  le  reste  changé  de  signe , etc.  On  obtiendra  de  la  sorte  uue 
suite  de  polynômes  de  degrés  décroissants , dont  chacun  est 
tour  à tour  dividende  et  diviseur,  tels  que  (*) 

fx,fx, . . . Fx,  çx,  ÿx V.  ....(M). 

Chaque  terme  est  le  reste , changé  de  signe,  de  la  division  des 
«leux  termes  qui  sont  à sa  gauche,  et  V est  un  nombre.  . 

Qu’on  substitue  dans  tous  ces  polynômes  un  nombre  a quel- 
conque pour  a:;  et  qu’on  écrive  sur  une  ligne  les  sigues  succes- 
sifs des  résultats  obtenus;  qu’on  en  fasse  autant  pour  un  autre 
nombre  b,  et  qu’on  place  les  sigues  des  résultats  en  correspon- 
dance avec  les  premiers.il  s’agit  de  démontrer  que,  si  b~^>a, 
la  seconde  suite  de  signes  a perdu  autant  de  variations  qu’il  y 
a de  racines  de  Véqu.  fx  — o entre  a et  b.  Quand  les  deux  sé- 
ries ont  un  égal  nombre  de  variations,  il  n’existe  aucune  racine 
entre  ces  deux  nombres. 

i°.  lia  été  démontré  p-  102,  que  si  l’on  fait  croître  a;  pat- 
degrés  insensibles  de  a vers  b , tout  polynoine  çx  donnera  des 
résultats  de  même  signe  tant  que  Qç  ne  sera  pas  nul;  mais  si 
x=a,  donne  ça  — o,  çx  change  de  signe;  tant  que  x 
le  signe  de  Qxest  contraire  à celui  de  <p'*;  mais  il  devient  celui 
de  ç'  a.  quand  x >« 

a°.  Deux  de  nos  polynômes  successifs  (M)  ne  peuvent  être 
nuis  ensemble  : Car  trois  fonctions  successives  Fx,  çx,  4*x , 
sont  l’une  dividende , l’autre  diviseur,  et  la  3'  reste  changé  de 
signe,  savoir 

Fx=Qx  çx  — 4-r. 


(*)  Le  plus  long  de  ces  calculs  est  celui  qui  donne  le  reste  de  la  division 
de  fx  par  f'x,  et  la  note  de  la  p.  63çpntient  uno  règle  qui  abrège  beaucoup 
l'opération. 


Digitized  by  Google 


I 


B1C1NES  JKCOMMENSÜRÀBLES. 

Or  si  l’on  suppose  que.r  = <«,  donne  pi  = 4*  = o,  on  a aussi 
F«  = o c.-à-J.  que  le  polynôme  Fx  qui  précède  <px  devient 
aussi  nul;  et  ainsi  de  proche  en  pioche  jusqu’à'  f'x  et  fx  : 
ainsi  fx  aurait  des  facteurs  égaux  contre  l’hypothèse.  On 
voit  de  même  que  Fa  — çi  = o,  donnerait  4*  = o , et  par 
suite  toutes  les  fonctions  seraient  uulles,  ainsi  que  V : si 
fx  = o est  supposé  dégagée  de  racines  égales,  V doit  être  un 
nombre  constant. 

3®.  Tout  polynôme  qui  devient  nul  est  placé  entre  deux  ré- 
sultats de  signes  contraires  ; car  si  <Ç»  = o,  on  a Fa  = — 
d’où  l’on  voit  que  les  trois  polynômes  deviennent  4*  ° — » 
ou  — o -f-.  Ainsi  lorsqu’on  fait  croître  x de  a vers  b par  va- 
leurs continues,  le  passage  de  l’un  quelconque  de  nos  poly- 
nômes par  zéro,  ne  change  pas  le  nombre  des  variations,  puis- 
que comparant  les  deux  suites  avant  et  après  a:  = *,  elles  sont 
H , et  -f-  -j . 

Mais  examinons  ce  qui  arrive  pour  le  dernier  et  le  poly- 
nôme , car  ils  ne  sont  pas  placés  entre  deux  signes,  comine  les 
autres,  /''est  un  nombre  qui  conserve  toujours  le  même  signe 
aux  résultats.  Quanta  fx,  nous  savons  que  si/à  = o,  le  signe, 
qui  était  contraire  à celui  de  fa  placé  à sa  droite,  devient 
celui  d ef'<t  ; ainsi  une  variation  s’est  changée  en  permanence. 

En  continuant  de  faire  croître  x par  degrés  continus,  f'x 
pourra  à son  tour  passer  par  zéro , et  changer  de  signe , sans 
pour  cela  , altérer  le  nombre  des  variations,  comme  on  l’a  dé- 
montré : et  dès  que  fx  et  f x se  retrouveront  avoir  des  signes 
contraires , fx  pourra  de  nouveau  passer  par  zéro , reprendre 
le  signe  qu’avait  d’abord  fx,  et  perdre  une  nouvelle  variation. 
Et  ainsi  de  suite. 

Cela  démontre  nôtre  théorème,  puisque  le  passage  defx  par 
zéro  produit  une  diminution , chaque  fois,  dans  le  nombre  des 
variations , et  que  c’est  le  seul  de  nos  polynômes  qui  amène  ce 
résultat.  . . 

Il  est  d’ailleurs  évident  qu’on  peut,  sans  changer  ces  consé- 
quences , multiplier  ou  diviser  l’un  de  nos  polynômes  par  un 
nombre  positif;  ces  facteurs  numériques  permettent  d’éviter 
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les  coefficiens  fonctionnaires,  connue  dans  la  méthode  du  com- 
mun diviseur. 

* \ 

Yoici  l’usage  de  ce  théorème.  Dans  tous  les  polynômes  (M), 
on  fera  x — o , ce  qui  donne  pour  chaque  fonction  le  signe  de 
son  dernier  terme;  puis  ar=  la  limite  supérieure,  / des  racines 
positives  ; cette  limite  donne  les  signes  successifs  du  itr  terme 
de  chaque  polynôme  ; attendu  qu’elle  revient  à faire  x=  oo. 
On  pose  ensuite  x — — limite  des  racines  négatives,  la- 
quelle donne  les  mêmes  signes  quex= — oo.  On  comptera  les 
variations  de  chacune  de  ces  trois  suites;  si  quelque  résultat 
est  zéro , on  le  remplacera  par  un  , ou  un  — , à volonté , ou 
on  n’en  tiendra  pas  compte  ; ce  qui  est  indifférent,  puisque  ce 
zéro  doit  se  trouver  entre  deux  signes  contraires.  On  conclura 
de  là  que  la  proposée  fx  — o a autant  de  racines  négatives 
qu’on  a perdu  de  variations  en  passant  de  — / à o,  et  autant 
de  positives  qu’on  a perdu  de  variations  de  o à -f-  /.  Pour 
séparer  ces  racines  les  unes>  des  autres , on  substituera  des 
nombres  intermédiaires,  qu’on  rapprochera  jusqu’à  ce  que 
les  variations  disparaissent  une  à une  ; et  même  pour  opérer 
avec  plus  d’ordre , on  substituera  d’abord  zéro  pour  a:,  puis 
des  nombres  croissons,  tant  positifs  que  négatifs,  jusqu’à  ce 
qu’on  obtienne  les  suites  de  signes  que  produisent  -+•  oo , 
et  — oo,  car  on  aura  alors  atteint  les  deux  limites , qui  se  pré- 
senteront aiusi  d’elles-mêmes.  • ’ . , 

Prenons  pour  ex.fx=xi  — x3  -f-  ix-  — 6x  -}-  5 = o , d’où 

fz=./\xi — 3-r*  4-  4^  — 6,  — i3x4-f-68.r  — 74, 

— 7g2x-f-i  1 4 1 * +1^92293 

. . . ’ 1 • • -Y 

*=o....+  — — + + a .van. 

1 . . . . -f 1 — f-  a vari.  „ 

a....  -f-  -f-  -f-  — -f*  a vari. 

4. 4- + a vari. 

aucune  racine  n’est  donc  ni  négative,  ni^>  4 : et  comme  dans 
cet  intervalle  on  ue  perd  aucune  variation , les  quatre  racines 
sont  imaginaires. 


1 
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Poui \rs4-^,+2je,-|-2=o)  on  a 5jr*4-3x*4-4*, — xl — 3x4 — 5, 
— i6x4  -b  'jx — 25,  — 3* — 19,  -f-(>4oo. 

x — 5.  . . . h + — + H-  3 vari. 

— Q*.*. 1 — ■+-  3 vari, 

— 1 . . . . H — H — * — — "h  a vari. 

— o....  -f*  o — — — - -f-  2 vari. 

-b  I • • • • H — f*  h a vari. 

Il  ne  peut  y avoir  de  racines  qu’entre  — 5 et  + 1 , et  comme 
on  ne  perd  qu’une  seule  variation , il  n’y  a qu’une  seule  racine 
réelle  , qui  est  entre  — 1 et  — 2. 

Soit  fx  = xs  — 6x3  -f-  yx4  -J-  8x  + 7 , d’où 

5x1 — i&r’-f-  14X — S,  12X3 — 2ix2-f-32x — 35,  769X4 — , etc. 

• - x = — 4....  — -f*  — 4 var * • 

— 3...,  -h  4*  — 4-4"  — 3 vari. 

o....  -f-  — - — — 4-  — 3 vari . 

4-  1 ... . -b  — — -f*  — 3 vari. 

-4-  a ....  4-  4“  4“  4*  — 1 vari. 

Il  y a donc  une  racine  entre  — 3 et  — 4>  deux  entre  î et  2; 
les  autres  sont  imaginaires. 

Pour  fx=.x^  — x3  + 4x“  — 4*  -f  r , on  a 

5jr3 — — 1 » — 5x44  ’jx  — 2,  — 54x4*29î  — 9*5 

* x = o.  . . . -+•  — • — -f-  — - 3 vari. 

i ....  -4-  — — H 3 vari . 

-p  .. . — 4-  — a vari. 

l . • . « -f-  -4-  o 1 vari. 

. ' • t 

On  a une  racine  entre  f et  et  une  entre  f et  1 ; les  deux  autres 
sont  imaginaires . 

Enfin  x + — 43 + *«4. 6x  4 2 donne 

2x3  — 6x’ 4-r  + 3,  5x’ — îox — 7,  x~i , 4 12 

x = — 1....  + — + — + 4 vart- 

o. . . . 4~  4*  * — — 4-  a vari. 

1 . .  . . -f-  o — -o-f-  a vari. 
a . . . , -f*  — - — 4"  4"  a vari. 

3. . . . -f-  4~  “f — f-  + o 

on  a deux  racines  entre  o et  — 1,  et  deux  entre  2 et  5. 
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Le  théorème  de  M.  Stunn  est  très  remarquable , et  doit 
faire  partie  des  éle'mens  d’algèbre.  L’analogie  qu’il  a avec  ce- 
lui de  Fourier  est  évidente , et  les  aveux  de  l’auteur  montrent 
qu’il  s’en  est  servi  pour  diriger  ses  recherches.  Il  reste  encore 
à séparer  les  unes  des  autres,  celles  des  racines  qui  ne  sont  pas 
isolées  eulre  les  nombres  substitués,  ce  qui  exige  de  nouvelles 
substitutions  intermédiaires.  Au  reste,  cette  i.'éthode  ne  donne 
ancunc  ressource  pour  procéder  à cette  séparation,  ni  pour 
approcher  de  plus  en  plus  des  racines. 

56a.  Méthode  de  M.  Budan . Soit  fait  x = a dans  l’e'qu. 

fx  = o ; l’inconnue  de  cette  transformée  sera^  z=.x  — a : nous 
avons  donné  p.  46  un  procédé  propre  à obtenir  facilement 
cette  équ.  Soit  de  même  composé  des  transformées  en  x — h, 

x — c, a,b,c  étant  des  nombres  quelconques  croissahs. 

Observer  que  ces  équ.  se  déduisent  successivement  les  unes 
des  autres;  car  soient  b—  a - J- a,  c=  b -{-/3...,vous  tirerez.de 
la  i"  transformée  en  J ou  x — a,  celle  dont  l’inconnue  est 
z = y — a.  — x — («-{-«)  = : r — b.  De  même , de  cette  der- 
nière , vous  tirerez  celle  dont  l’inconnue  est  f=z  —-@=x — c, 
etc. 

Admettons  d’abord  que  toutes  les  racines  de /r=  o soient 
réelles;  le  nombre  des  positives  est  égal  à celui  des  variations 
(n°  545);  il  en  faut  dire  autant  de  chacune  de  nos  transfor- 
mées. Mais  si  des  racines  sont  entre  o et  a,  elles  rendent 
négatif  y=.  x — a ; ainsi  le  nombre  des  variations  de  la  trans- 
formée eax  — a sera  moindre  d’autant  d’unités  qu’il  y a de 
racines  entre  o et  a.  Donc  si  la  proposée  et  sa  transformée  en 
x — a ont  un  égal  nombre  de  variations,  il  n’y  a aucune  ra- 
cine entre  o et  a ; il  y en  a une  seule  , si  cette  transformée  perd 

une  variation;  2,3,4*  • • • racines  font  disparaître  2,3,4 

variations.  De  même  pour  l’équ.  en  z=y  — *,  autant  on  aura 
perdu  de  variations  de  l’équ.  en^,  à celle  en  z,  autant  il  y aura 
de  racines  dej-  entre  o et  et,  c.-à-d.  autant  de  racines  de  x 
entre  a et  b,  puisque  b=a-{-x-,  et  ainsi  de  suite.  Quant  aux 
racines  négatives,  ou  change  x eu  — x dans  fx~  o , et  on 
cherche  de  nouveau  les  positives. 
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Cette  conséquence  n’est  plus  vraie  quand  la  proposée  a des 
racines  imaginaires;  et  lorsqu’on  perd  à la  fois  deux  variations, 
on  ignore  si  cette  perte  est  due  à l’existence  de  deux  racines 
intermédiaires  ,,ou  si  ces  racines  manquent  et  sont  remplacées 
par  deux  imaginaires.  La  perte  de  trois  variations  laisse  dou- 
ter s’il  y a trois  racines  ou  une  seule,  etc. 

Selon  M.  Budan , il  faudrait  alors  fractionner  l’intervalle 
pour  le  resserrer,  afin  que,  s’il  existe  en  effet  deux  racines  in- 
termédiaires, on  puisse  les  séparer;  ce  qu’on  reconnaîtra  par 
la  perte  des  variations  une  à une.  Si  ces  racines  sont  très  rap- 
prochées, qu’elles  ne  diffèrent  par  ex.  que  dans  les  a*  décima- 
les, ce  n’est  que  lorsque  l’intervalle  entre  les  nombreso,n,Æ,c,.,. 
sera  d’un  centième,  qu’on  sera  certain  de  les  avoir  séparées. 
Non— seulement  ces  calculs  sont  pénibles  ; mais  si  les  racines 
qu’on  cherche  manquent  en  effet,  comme  la  séparation  est 
impossible,  on  pousserait  fort  loin  l’approximation,  sans  avoir 
jamais  la  preuve  que  ces  racines  n’existent  pas  , parce  qu’elles 
pourraient  être  plus  rapprochées  que  le  degré  d’approximation 
qu’on  a obtenu.  Cette  objection  contre  la  méthode  est  insur- 
montable, si  ce  n’est  dans  des  cas  particuliers  pour  lesquels 
M.  Budan  donne  une  solution  de  la  difficulté,  qui  reste  d’ail- 
leurs entière  dans  tous  les  autres  cas.  Ainsi  celte  méthode  ne 
peut  être  regardée  comme  satisfaisante. 

Voyons  maintenant  comment  l’auteur  la  fait  servir  à ap- 
procher les  racines.  De  l’équ . fx  = o , il  tire  successivement 
toutes  les  transformées  en  x — i ,x — 2,  x — 3...,  par  le  procédé 
delap.  4 6,  jusqu’à  ce  qu’il  arrive  à une.équ.  qui  n’ait  que 
des  4-  : d’après  le  nombre  de  variations  perdues , il  apprend 
combien  il  peut  exister  de  racines  entre  les  nombres  0,1,2;..., 
ce  qui  donne  l’entier  contenu  dans  chacune.  Si  la  transformée 
eux  — a a zéro  pour  dernier  terme,  x — a est  facteur  de  fx 
(n°  5 00)  ; et  quand  plusieurs  derniers  termes  de  cette  trans- 
formée sont  nuis  à la  fois,  la  racine  a est  multiple  : ce  qui  fait 
connaître  toutes  les  racines  entières  inégales  ou  égales.  Il  reste 
ensuite  à traiter  à part  le  quotient  de  fx  divisé  par  x — a. 
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Nous  désignerons  par  (o),  (t),  (2), . . . ; . les  transformées 
en  x — o 1 x — 1 , x — a , etc. 

Ainsi  pour  l’équ.  x*— ôx^iôx* — t.^x-\-\&=:o^  on  a 

(o). . . . 1 — 6 + 16  — - 24+16 

(t)....  1 — 24.  4 — 6 + 3 

(2) ....  1 -f-  2 + 4 o o 

ainsi  {x  — 2)1  divise/x,  et  comme  (x — 1)’  + 2 ( x — i)-f-4=o 
est  le  quotient , et  que  cette  équ.  a ses  racines  imaginaires , 
l’équ.  proposée  est  résolue.  . ■ - 

Prenons  x *• — 8xa — t6x — 12=0;  en  nous  bornant  aux 
transformées  qui  perdent  des  variations  et  qu’il  suffit  de  trai- 
ter, uous  avons 

7 . ‘ » 1 l' 

1 » 

(0) . ...  1 o 8 — 16  — JS  J vari. 

(3)....  1 -f-  la  -f.  46  -f-  44  — 5i  a vari. 

j ’■  (4)....  I -J-  16  4-  88  ■+•  1-6  -h  52  o vari. 

Changeant  x on  — x,  (o)....  1 o — 8 -f-  16  — 11  3 vari. 

(1) .. . . 1+4  — a -f-  4 — 33  vari. 

; >i  (a). . . . i-t-  8 16  -f-  iG  -f.  4 0 vari- 

On  voit  qu’il  existe  une  racine  entre  3 et  4 , et  qu’entre  — 1 
et  — 2 il  peut  y en  avoir  trois  , ou  peut-être  une  seule , sans 
qu’on  sache  lequel  de  ces  deux  cas  a lieu. 

Dans  tous  les  cas,  on  connaît  donc  ainsi  la  partie  entière  a 
de  chaque  racine  ; cherchons  le  chiffres  a'  des  dixièmes , celui 
a"  des  centièmes , etc.  ; posons 

x — n = +x',  x' — a'  = — x",  x"—  a"~  ^ x” , etc., 
d’où  *=a  + rô«'  + -r£îr«"  + — ' ^«*  + etc. 

Or  a étant  l’entier  le  plus  grand  contenu  dansx,  x — aest-c^i, 
d’où  x'  < 10  : de  même  si  a est  le  plus  grand'  entier  contenu 
’ dansx',  x' — a est<  i,  et 10,  et  ainsi  de  suite.  D’où 
l’on  voit  que  les  entiers  a,  a° , a"...  contenus  dans  x'  ,x",  x'*’... 
sont  tous  < 10,  et  composent  les  chiffres  décimaux  successifs 
de  la  valeur  de  x. 

Lorsqu’on  aura  trouvé  la  transformée  eux — a qui  perd 
une  variation,  et  fait  connaître  l’entier  a de  la  racine,  on 
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composera  la  transformée  en  x',  qui  consiste,  d’après  l’e'qu, 
x — a = -jL  x\  à multiplier  par  io°,  io’,  io*...  les.  coofficiens 
respectifs  de  l’équ.  en  x — a.  De  cette  e'qu.  en  x',  ou  tirera  les 
transformées  en  x — i , x — a , . . . ; celle  en  x'~—  a qui  perd 
une  variation  (a  étant  <io)  donnera  le  chiffre  a'  des  dixièmes. 
Multipliant  de  nouveau  les  coefficicns  successifs  dud’équ.  en 
x'  — a' par  io°,  io1,  ioa...  ou  aura  l'équ.  en  x",  d’où  l’on 
déduira  les  transformées  en  x" — i , x " — a,. ..  x"  — a"  ; celle-ci 
perdant  une  variation,  a"<[  io  sera  le  chiffre  des  centièmes  de 
la  racine  : ainsi  des  autres  chiffres. 

Observez ‘que  si , au  lieu  d’arrêter  le  calcul  des  transformées 
à celle  qüi  a une  variation  de  moins,  on  le  poussait  jusqu'à 
l’équ.  en  ï' — io,  comme  x' — io  = io[jr — (a-J-i  )],  les 
coefliciens  de  cette  transformée  seraient  les  produits  par 
io°,  io’,  io**....  de  ceux  de  l’équ.  en  x — (a-f-  i);  ce  qui 
donne  un  moyen  de  vérifier  l’exactitude  des  calculs. 

Ainsi  dans  l’ex.  précédent,  si  l’on  supprime  les  transformées 
inutiles,  on  a pour  la  racine  entre  3 et  4 

équ.  en  x? , (o)....  i iio  -f~  4G00  + 44°°°  — Smooo 

(6)  . . . . i -+-  1 44  •+■  6976  -+•  u3o?4  — 53184 

(7) ...  . 1 +•  148  -f-  7414  •+■  13741J  -f-  66961 

(10). ..  1 -+•  160  83oo  ~h  176000  -f*  Sïoôoo 

On  en  conclut  que  x'  est  entre  6 et  7 , d’où  x—  3,6.  I/équ.  (10) 
étant  la  même  que  l’équ.  (4)  ci-dessus , dont  les  coefficieus 
sont  multipliés  par  1,10,  100,  1000,...  sert  à vérifier  les 
calculs.  Pour  trouver  lescentièmesde  la  racine , on  reprendrait 
l’éqji.  (6),  dont  on  multiplierait  les  coefliciens  par  les  mêmes 
facteurs,  et  on  aurait  l’équ.  qn  x",  etc.  C’est  ainsi  qu’on  trou- 
verait x=  3, 64575. . ^ v * • 

De  même , pour  la  racine  comprise  entre — 1 et — 2,  qui  est 
— 1,  64576. . . Les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

, Ce  mode  d’approximation  est  général  ; mais  il  est  long, 
et  moins. commode  que  d'autres,  auxquels,  pour  cette  raison, 
ou  donne  la  préférence.  C'est  aussi  celui  qu’on  emploie  pour 
séparer  les  racines,  quand  il  s’en  trouve  plusieurs  comprises 
entre  deux  entiers  successifs  : êar  alors  les  variations  qu’on 
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perdait  à la  fois  dans  le  passage  d’une  transformée  à la  sui- 
vante, se  trouvent  ne  disparaître  que  l’une  après  l’autre,  lors- 
qu’on atteint  au  premier  des  chiffres  décimaux  qui  n’est  pas 
commun  à ces  racines.  C’est  ce  qu’on  voit  sur  cet  exemple  : 

x*  — 4x3  + x*  + 6x  -f-2  = o. 

(n)....  i — 4 + 1+  6 + 3 3 vari.  . 

(l). ...  I o — 5 o-f-6a  vari. 

» i + 4 + i — 6+aa  vari. 

(3)....  i + 8 + IÇ)  + 13  + a o vari. 

Changeant  r en  — ■ x,  (o)...,  i -+-  4 + i — 6 + 3 a vari. 

(»)....  1 + 8 + 19  + ta  + 3 ’O  vari. 

Il  peut  exister  deux  racines  entre  2 et  3,  et  deux  entre  o et 
— 1.  Pour  s’en  assurer  et  approcher  de  leurs  valeurs,  on  fèra 
x t-  2 = x',  pour  trouver  les  racines  entre  2 et  3 : il  vient 

(o)  ....  T + 4°  + 100  — Cooo  + 30000  3 var. 

(4)  ....  1 + f 6 + 676  — 3oa4  + 4'6  2 var ■ 

(5)  ....  t + 60  + 85o  — i5oo  — 1875  i var. 

(7)  ....  I -t-  68  + 1334  — 315a  — 97g  1 var. 

(8)  . . . . I + 73  4 i444  + 53a8  -J-  3976  o far. 

Il  y a donc  deux  racines  de  x entre  2 et  3,  savoirx=2,4-*- 
et  2,y. . . On  poussera  l’approximation  plus  loin  , en  partant 
des  équ.  (4)  et  (7),  et  cherchant  d’abord  les  centièmes,  puis 
les  millièmes. . . on  trouvera  x—  2,4>4-  • • et  2,732. . . 

Pour’les  racines  qu’ou  présume  exister  entre  o et  — t , on 
prendra  l’équ.  (o)  après  avoir  changé  x en  — x,  et  comme 
par  accident , cette  équ.  est  la  même  que  (3),  et  conduit  aux 
transformées  ci-dessus,  les  fractions  décimales  sont  les  memes, 
x — — 0,414. ..  et  — 0,732... 

Voy.  la  note  qui  termine  l’algèbre  de  M.  Bourdon. 

t 

Racines  imaginaires. 

563.  Les  opérations  algébriques faites  sur  les  binômes  ima- 
ginaires a 4-  b|/  — 1 , a'  4-  b'  4/  — t , conduisent  toujours  à des 
résultats  de  meme  forme.  En  effet  : 
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1 L’addition  donne  (a  -f-  d)  + *f-  ù')  y — 1 . La  sous- 

traction se  fait  en  changeant  à et  b'  de  signe. 

a°.  Le  produit  est  (aa'  — bb')  -f-  {ab  4-  a' b)  y — 1 . 


3°.  Le  quotient 


a V — 1 ( aa'+bb')  +(a'b — ab')\/ — 1 


a'+AV-L 


en  multipliant  les  deux  termes  par  a' — b'\/ — 1. 

4°.  Le  développement  de  (a -J-  b\/ — 1)*  s’obtient  en  faisant 
(i a-\-h)m , se  servant  de  la  formule  6,  p.  11,  et  remplaçant 
ensuite  h par  b\ / — t.  Or  il  est  évident  que  les  termes  alter- 
natifs où  h est  affecte  de  puissances  impaires  sont  seuls  imagi- 
naires , et  tous  les  autres  réels  ; car  en  formant  les  puissances 
1 ,2,3,4- ••  de  y — i,  on  trouve  une  période  composée  des 
seuls  termes  [ [/ — 1 , — 1, — y — 1 , -f-  1 ] qui  se  reproduisent 
indéfiniment.  Ainsi  le  développement  a la  forme  p-\-q  y — 1 . 

5°.  Observez  que  si  m est  entier  et  positif,  la  série  est  li- 
mitée, et  p et  q sont  des  quantités  finies  : le  même  calcul  est 
applicable  aux  cas  où  m est  négatif  ou  fractionnaire;  seulement 
p et  q sont  des  développemens  illimités.  Toujours  b est  fac- 
teur de  q. 

6°.  Cecas  comprend  celui  des  extractions  de  racines  de  tous  les 
degrés  : comme  celui  des  racines  carrées  revient  fréquemment, 
nous  l’examinerons  à part.  Pour  avoir  y {a- — t),  po- 
sons j f ■ 

ic  =.  y (a  + by~-  0 4-1/ (a  — bV  — 0 

l = y\ù-{ -b]/ — 1)  — \/  (a — b\f  — 1) 

d’où  = 7.a  -j- 2 l/(a’ 4- ^*) > P = — 2j/(a<i4‘^s) 

comme  {/{a'  4-ùa)  a,  ou  voit  que  est  un  nombre  posi- 
tif, et  /*  un  négatif  ainsi  k est  réel,  et  / a la  forme 

/ — 1.  Ainsi  en  ajoutant  ou  retranchant  les  expressions  ci- 
dessus  , on  a ' 

' Vrf’-  .,  - » • * ’ 

..  \ /{a±.by~  0— ' St  Qi±i)~\  kdz^gy—i. 

- .%  f , . i*. 

La  forme  du  binôme  n’a  donc  pas  changé.  En  faisant  da :o, 

T.  11.  ‘ : " ’’  : • ‘ 9 
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et  A =s  i ,on  trouve  A2  = — a,  <1 

v/v/-*=i^+  \ v/5.v/-i=^v/2(>+^-«:. 

7®.  Lorsqu’on  fait  x—- a -f- A y/ — i dans  un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier  Icx * -f-px®-*...,  comme  chaque  terme  se  dé- 
veloppe et  a la  forme  A-f-f  — i , il  s’ensuit  que  le  polynôme 
a aussi  cette  même  forme  (*). 

8°.  Les  mêmes  opérations  faites  sur  3,4, • binômes  ima- 
ginaires conduisent  à une  conséquence  semblable. 

II.  Soit  x—a-\-b/ — î une  racine  de  l’équ.  fx~o  : si  l’on  ef- 
fet tue  les  calculs,  le  polynôme  jx  prenant  la  formeP-|-Ç  y/ — i , 
et  le  résultat  étant  ==o , il  est  clair  qu’on  »P=o  et  Q=o, 
puisque  la  partie  réelle  ne  peut  détruire  l’imaginaire.  Or  si  l’on 
fait  x=  a — A y — i dans  fx,  comme  Q contient  toutes  les 
puissances  impaires  de  b,  et  qu’il  suffit  de  changer  ci-dessus  b 
en  — A,  le  résultat  sera  P — Çv/ — i , et  par  conséquent  = o; 
ainsi  a — b-/ — i est  aussi  racine  del’équ.,  et  fx  est  divisible 
par  (x — a)’+  A *,  produit  des  deux  facteurs  du  t"  degré.  Donc 


(*)  Pour  développer  (a+b  y/ — i)i,  posez 

a = r cos  t , b s=  r sin  t,  d’où  r*  =■  a»  -+•  4* . tangt  = - 

A 

relations  qui,  dans  tons  les  cas,  donnent  des  valeurs  réelles  pour  r et 
l’angle  f;  r,  ou  f (a'  + b' } est  ce  qu’on  appelle  le  module  de  l’imaginuirc 
a-f-  b f — >.  Par  un  théorème  qui  sera,  démontré  n°573,  on  en  tire 

a ± b f — i — r (cos  t sin  t.  f — i), 

(a  ± bV  — t.)*  ==  rb  (cosir  ± sin  ht.  f — 

Ainsi  fx  = kx"  + px*-’  -f-  7*“-» se  développe  sous  la  forme 

P + Q f — 1 , et  on  a 

P = h •»  cos  ni  -I-  pr"~ ■ cos  ( n — 1)  t -f-  yr»-*  cos  ( n — 3)  t. . . . 

Q s=  kr * sinnt  -f-  prn~'  sin  (n  — 1)  t •+•  qr*~*  sin  (n  — a)t. .. , 

Si  x — aztzbf—i  est  racine  de  l’équ../r  ==  0 , on  a les  équ.  P=oetQ  = o, 
qui  sont  équivalentes,  sous  une  autre  forme,  icelles  du  paragraphe  sui- 
vant III.  Les  facteurs  du  3e  degré  d efx  sont  x*  — orx  cos  t -f-  r*.  ’ , , 

1 ' .*-•  ‘i,  V •f’  '' 

Lorsque  h =5  -,  on  a pour  la  racine  ir 

; - ,*'»/./  . . \ 

* \/ a ± l>  ^ — 1 = fr  ^cos  i ;fc  sin  — j)..* 
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si  une  équ.  fx  = o a pour  racine  a b\/  — i,  elle  a aussi 
a-bV/-i  et  le  polynôme  fx  a & facteur  du  second  degré 
x3  — 2ax  + a*  •+■  b3 

III.  Pour  former  les  polynômes  P et  Q,  il  suffit  de  chan- 
ger i en  b\/ — i dans  l’équ.  p.  4§;  et  supprimant  le  facteur  b 
qui  est  commun  à tous  les  termes  de  Q,  les  équ.  P=o,  Q= o, 
deviennent 

A*  b 1 

fa  ~ T' f"  a + rs-I  ■ f"a  ~ etc-  = °- 


fa— 


2.3 


2.3.4 
• b ^ _ 


etc.  = o; 


2.3.4.51 

et  même  ces  équ.  feront  connaître  les  racines  imaginaires  de 
l’équ.  quand  a et  b 3 seront  commensurables  ; éliminant  b1,  il 
suffira  de  traiter  lréqu.  finale  en  a par  le  procédé  de  la  p.  57. 
Soit,  par  ex.,  l’équ. 

x* — 3x3 — I2X+40  = °; 

d’où  ol*“3a’  — 12a  -f4o  — (6a1  — 3)  ü3  -j—  se  o , 

4a3  — 6a — 12  — 4«ùî  = o.  . . . 

Éliminant  i*,  on  a 16a6  — 24a»—  i5ia3  — 36  = o pour  équ. 
finale:  on  obtient  les  racines  commensurables  a —^2  et  —2, 
d’où  ù3=  1 et  4,  puis  x = 2 ±:  v/—  1 et— 2±;  2\/— 1 : la 
proposée 

— [(X— 2)’-f  1]  [(x-}-2)’-f  4]=(xs— 4x  — 5)  (xJ4-4x-f-8). 

Soit  encore  x ♦ — 4-tî  "t*  1 ox'  — -}-  16  = o,  d où 

a^  — (id'  4-  10a2  — 8a-h  16  — b 3 (6a3  — 12a  + 1 o)  b*  ==  o 

4a’  — 1 2 a1  -f-  20a  — 8 — iï(4a  — 4)  = 0 

^ T , > * 

éliminant  ft3;  — 4«6  4-  24a5  — 68«‘4- > 1 ^a3  — 970’+ 34a=o , 
ainsi  a — o et  2,  d’où  ù3  = 2 et  4;  ainsi  la  proposée  revient  à 

(x3  + 2 ) (x’  — 4*  •+  8)  = o. 

Quand  l’èqu.  finale  en  a n’a  pas  de  racine  commensurable, 
cette  théorie  né  fait  connaître  a et  b que  par  approximation 

564-  Mais  il  resté  à démontrer  que  toutes  les  racine * ima- 
ginaires ont  la  forme  x — a ± b \f  — i , et  même  que  toute 

9- 
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équ.  a une  racine.  C’est  à peu  près  ainsi  qu’il  suit  que  Le- 
gendre prouve  ces  théorèmes  ( Théorie  des  nombre s , I , 
p.  i75). 

I.  Si  l’on  change  x en  x -f-  h dans  un  polynome/ic , le  dé- 
veloppement est  fx-\~  hf'x  4-  \h?f"x. . . . j posant  ensuite 
x=a  -\-b  \/ — i ,fx  prend  la  forme  c-f-d  \/  — 1 , expression  qui 
n’est  pas  nulle,  parce  que  nous  ne  supposons  pas  que  a-\-b\/ — i 
soit  racine  de  l’équ.  fx=o.  De  même  f'x,f"x , . . . prennent 
la  forme  c'-f-  d!  \/ — i , etc.  : seulement  quelques-unes  de  ces 
dernières  expressions  peuvent  être  nulles.  Admettons  que  / soit 
la  plus  basse  des  puissances  de  h dont  le  coefficient  n’est  pas 
nul , en  sorte  que  fx  devienne,  pour  x — a-^-b  — i +h, 

(c4-dj/-i  )+ v'- 1 )+à14"  y/-i)...  —P-h  QV~l 

d'où  P — c -j-  c'a1!'  -f-  c"al  + . =o, 

Q = d -j-  et a}zl  -f-  d"ed  + ‘s1  "*■ 1 . . . =o. 

Nous  remplaçons  ici  h par  *z,  et  nous  supposons  que 

x=a-\-b\ / — i -}-az,  soit  racine  de l’équ.  fx=o.  Il  est  évident 
que  ces  deux  équ.  P=o,  Q=o,  qui  expriment  cette  condition, 
reviennent  à P*-±-Q*=o , puisque  cette  équ.  ne  peut  subsister 
sans  reproduire  les  précédentes.  Développant  les  carrés  de  P 
et  Q,  il  vient 

\ 

P‘+Q*  = (c1  + d1)  -r  2 {ce'  + dd'yj  + etc. 

Comme  on  peut  prendre  « aussi  petit  qu’on  veut,  le  terme  en 
a‘z‘  donne  son  signe  (n°5i3)  à la  somme  de  tous  les  termes  qui 
suivent  c‘  -j-  d*;  et  prenant  z1  = -+■  i , ou  — i , selon  les  cas , 
pour,  donner  au  2e  terme  un  signe  contraire  à celui  du  i",  la 
somme  P a -j-  Çù  est  <[  c1  -f-  d J. 

Il  est  vrai  que  cc  -j-def  pourrait  être  nul  ; mais  alors  on  fe- 
rait z'—dt  i/  — i ; car  P •+•  Q |/  — i deviendrait  alors 

c + <*  V — i ±(c'-f  / |/-  t)a'  {/  — i -f-  etc. . 
d’où  P — c zç.  et ct'gte. , Q — d rb  c'*1  etc.  \ 

P‘+Q’=c'+jïp2(cd'—c'd)0‘-t 
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ainsi  on  a encore  Z1*  -f-  Q‘  + dJ,  pour  de  petites  valeurs 
de  «,  en  prenant  ici  1#  signe  contraire  à celui  de  cd'~  cd. 

On  ne  pourrait  d’ailleurs  avoir  cet — c'd=o,  et  cc'-}-def= o* 
car  la  somme  des  carrés  de  ces  e'qu.  revient  à 
(c’  + d*)(c'* -J- d'Esso,  ce  qni  supposerait,  contre  l’hypothèse, 
que  c et  d , ou  c’  et  et  sont  nuis  ensemble. 

II.  Quant  à l'e'qu.  x*  = rt  t , ou  ± y — i , il  est  aise  de  ka 
résoudre. 

■V 

ip.  Pour  i1  ~ i , onaj  = i. 

i°.  Pour  *f  =»  — i , ou  a z = — i , quand  i est  impair. 

Si  tes  zi  est  double  d’un  nombre  impair  kxz%k  = — i ; on 
pose  z*=l,  d’où  tk— — i,  et  t=  — i — z’ , puis  z—±\/ — i. 

Si  i = 4*,z**= — i , donne  «’*= — i , puis  I— dry' — i=z’; 
donc  z=dz\/(— V^—I)  expression  qu’on  sait  mettre  sous  la 
forme  a-f-/8!/ — > (n°  563,  6"). 

Pour  i ~ 8Z  ,z8*  = — i donne  t = <*  -f-  £ 1/  — i = z’,  et 
extrayant  la  racine , z prend  la  forme  «'  +•  /â'  y'  — i , et  ainsi 
de  suite. 

3°.  Quant  aux  équ.  e'  = d:  ÿ — i , soit  v l’une  des  racines, 
v*  le  sera  de  z’'=i= — i , équ.  qu’ou  sait  résoudre,  et  qui  donne 
z=za  + &{/ — i=o’;  ainsi  o a encore  la  forme  a'-f-i 3'|/ — i. 

III.  Il  est  donc  démontré , dans  toute  équ./r  = o,  même 
quand  les  coefficiens  sont  imaginaires,  que  si  l’on  pose 
* = o + V-  i , ce  qui  donne  c-{-dy~~-  i,  on  sait  corriger 
l’hypothèse  en  faisant  x~a  + b y'  — i -f-  az , de  manière  à 
obtenir  un  développement  P -f  Q y — i , dans  lequel  on  a 
p»_j_  y»  c*  Partant  ensuite  de  cette  valeur  corrigée 

de  x,  on  en  formera  une  seconde,  par  le  même  procédé,  où 
aura  diminué,  et  cela  indéfiniment.  Et  comme  ce  bi- 
nôme est  essentiellement  positif  et  décroissant,  on  le  rendra 
ainsi  autant  qu’on  voudra  voisin  de  zéro;  c.-à-d.  qu'on  est 
assuré  qu’il  existe  une  valeur  *=  A + B[/  — i qui  donnera 
P -4-  Qy'  — i , et  P‘  -4-  Q2  = o,  d’où  P et  Q = o.  i°.  l’équ. 
fx  = o a donc  toujours  une  racine  de  la  forme  « + b ^ — i , 
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et  par  suite  une  2‘,  a—  b[/ — i , et  un  facteur  réel  du  2'  degré 
(x  — a)’  -f-  b*  : cependant  si  b = o , la  racine  est  réelle  et  na 
plus  sa  conjuguée. 

2°.  Toute  équ.  de  degré  pair  est  décomposable  en  facteurs 
réels  du  1'  degré;  il  en  est  de  même  des  équ.  de  degré  impair, 
mais  il  y a en  outre  un  facteur  binôme  du  1 tr  degré. 

3°.  Les  racines  imaginaires  des  équ.  sont  toujours  conju- 
guées sous  la forme  a ± b [/  — 1 ; et  toute  fonction  imaginaire 
est  réductible  à celle  forme;  car  eu  égalant  cette  fouction  à z , 
on  pourra,  par  des  transpositions  et  élévations  de  puissances, 
chasser  de  cette  équ.  tous  les  radicaux  (n°  577) , et  arriver  à 
une  équ.  fs  = o , qui  a pour  racines  les  valeurs  de  la  fonction 
proposée,  racines  dont  la  forme  est  a dz  b [/  — 1 . 

565.  La  théorie  qu’on  vient  d’exposer,  permet  d’approcher  des 
racines  imaginaires  de  l’équ.  fc~o  ; car  posant  x—a-\-bÿ  — 1 
où  a et  b sont  des  nombres  réels  quelconques  qu’il  convient  de 
prendre  entre  les  limites  connues  des  racines  réelles,  fx  de- 
viendra c -f-  d\/  — r , etc.  Soit  y une  quantité  très  petite  par 
rapport  à [/  (a2  -f-  b2)  ; faisons  x — a-j-bi/  — 1 +y  ; nous  au- 
rons, en  négligeant  les  puissances  de  y supérieures  à la  plus 
basse  i, 

fa  + b\/—  I +y)  = c-l-dy—  I -hrl(c,+<r  {/—  1)  -f  etc.  (1) 
posons  y'(c'+d'\/ — 1)= — m(c+d[/ — 1), 


d’oùj^r=- 
et 


c',-hd\/  — 1 
— m.  = — 


e’  + dy—i 


cc'+dd  cd’—c'd,  , 

i-pq^r.W 


‘-f  d'2 


fx  = (1  — m)  (c  -{-  d\/ — 1)  -f-  etc. 


(3) 


m désigne  ici  une  fraction  positive  dont  la  valeur  arbitraire 
sera  telle  que  j-  soit  contenu  plusieurs  fois  dans  a-\-by — 1.  Le 
1"  terme  de  la  valeur  (3)  âefx  étant  ainsi  rendu  plus  petit,  la 
tendance  de  fx  vers  zéro  est  accrue,  et  la  marche  de  l’approxi- 
mation est  évidente.  Le  choix  du  nombre  m,  laisse  beaucoup 
de  latitude,  et  quand  la  racine  sera  suffisamment  approchée, 
on  pourra  faire  m = 1. 
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i3$ 

Soit  par  ex,  l’équ.  fx  = x3  -f-  ax'  — 3x  4-  2 — 0 ; prenons 

* — î(>  ■+•  V — 1)»  d’oixfx  — j(»  — — 1);  on  posera 

, x = ' 4-  W ~~  1 +.T , avec  m = 1 , 

d’où  ï— \\/—  * — J^1 — il/-— •) =0,7=0,09-4-  0,05^/—  ' 

ainsi  x = 0,59-}-  o, 55 {/  — 1 , 1"  approximation. 

ensuite  — o , 000g +0 , o56  [/ — 1 — 0 , 5o32-f~4  > °47  V — 1 ) 

0.2271 — o,0245l/ — 1 ' , . _ . 

puisj'rs ~g^30?~ =— o,oi37-fo,ooi5v/ — 1 


et  x = o,§763  + o,55i5v/ — 1 , et  ainsi  de  suite. 

Ces  calculs  sont  plus  aisés  en  se  servant  de  la  transformation 
indiquée  dans  la  note  p.  i3o  ; d'où  l’on  tire  les  expressions  (1) 
et  (2)  s et  ensuite,  quand  r=  1,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordi- 
naire, (2)  est  la  valeur  de  la  correction  7.  Mais  quand  *>  «. 
on  doit  extraire  une  racine  de  degré  »,  ce  qu’on  fait,  ainsi  qu’il 
est  expliqué  dans  la  note  citée. 


III.  RÉSOLUTION  D’ÉQUATIONS  PARTICULIÈRES. 


* 

s 

»> 

i 

1, 

i 


Abaissement  des  Équations. 

566.  On  peut  abaisser  U degré  d’une  équ.  fx=o,  quand  on 
connaît  une  relation^ (a, b)=o  entre  deux  de  ses  racines  a et  b. 
Car  mettons  a et  b pour  x dans  fx,  nous  aurons  ces  trois  équ. 
<p(a,b)  = o,faz=  o,fb  = o-,  éliminant  b entre  la  1"  et  la  3*, 
on  a un  dernier  diviseur  F(a,b),  et  une  équ.  finale  en  a seul, 
qui  doit  coexister  avec  fa  — o,  et  avoir  avec  elle  un  commun 
diviseur  en  a;  égalant  ce  diviseur  à zéro,  on  trouve  a-,  ensuite 
F(a,b ) = o donne  b Si  ce  diviseur  n’existait  pas , la  relation 
donnée  ${a,b)  = o n’existerait  pas. 

Si  l’on  sait,  par  ex.  que  deux  des  racines  x et  a de  l’équ. 
x3  — 37X  = 84 , sout  telles  qu’on  a 1 = a -+■  2.r  ; éliminant  a 

■ ! ■ • 
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de  as  — 37*1  = 84,  on  trouve  a*3  — 3xa — 1 7 x -f-  3o  es  o , 
qui  doit  avoir  un  commun  diviseur  avec  la  proposée.  En  effet, 
ce  facteur  est  x -f-  3 , d’où  x — — 3,  puis  a — 1 — xx  = 7 ; 
ce  sont  les  deux  racines  ; la  3'  est  x = ■ — 4- 

Soit  x3  — 7a:  -}-  6 = o ; si  l’on  donne  encore  1 *=s  a 7.x , on 
éliminé  adea3  — 7a-)- 6 = 0,  et  on  a (ax*  — 3x — 2)4x=  o, 
dont  x — a est  le  commun  diviseur  avec  la  proposée  ; donc 
x = a , a = — 3 ; enfin  x = r*. 

Supposons  qu’on  sache  que  a est  la  somme  de  deux  des  ra- 
cines del’équ.  xi — 2.x3 - — gx’ -J- 22X r=  22 ; cojnme  d’ailleurs 
-f-  2 est  la  somme  des  quatre  racines,  les  deux  autres  ont  zéro 
pour  somme,  a ~ — dr;  substituant  dans  a*  — 2 à1. . . —o,  on 
tombe  sur  la  proposée  où  les  signes  alternatifs  sont  changés 
•r(-f-2x3 — gx’.  • • ajoutant  et  retranchant  ces  deux  équ.  en  r, 
il  vient 

. 1 t ' 

x+  — gr1  — 2a  = o-,  ax’  — aax  ==  o ; 
r’  — 11  est  facteur  commun  ; ainsi  x -x=  rh  {/  1 1 , et  par  suite 

I3;I±J/  — 1. 

J.  % 

567 . Les  équ.  réciproques  sont  celles  dont  les  termes  à égale 
distance  des  extrêmes,  ont  même  coefficient  ; 

Jx  = kxn  -f- pxn~'  -{-  qxn~*. . . -1-  qx ’ -f-  px  k — o. . . (1) 

si  a.  est  l’une  des  racines , * l’est  aussi,  parce  qu’eu  substituant 

ces  deux  valeurs  et  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  des 
résultats  identiques.  Les  racines  s’accouplent  deux  à deux  par 
valeurs  réciproques  ; de  là,  le  nom  qu’on  donne  à ces  équ.  On 
exprime  analytiquement  cette  propriété  par  l’équ. 


i*r  Cas.  Degré  impair,  n-f- 1 qui  est  le  nombre  des  termes 
de  l’équ.  (1)  est  pair,  et  le  coefficient  P du  terme  moyen  se 
répète  : il  est  visible  que  x = — 1 satisfait  à l’équ.  Ainsi  — 1 
est  la  seule  racine  qui  ne  s'accouple  pas  avec  une  réciproque, 
parce  qu’eHe  est  elle-même  sa  réciproque.  On  divisera  fx  = o 
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par  x-f-i  (procédé  p.  4')>  et  désignant  le  quotient  par  Fx=±», 
cette  équ.  d’ordre  pair  sera  réciproque,  puisque  ses  racines 
sont  réciproques.  C’est  au  reste  ce  qu’on  démontre  directe- 
ment; car  si  l’on  change  » en^  dans  l’équ.  identique  fx  = 

(x-{*  0 Fx,  et  si  l'on  multiplie  parx",  on  sait  que  le  i,r 
membre  restera  fx\  ainsi 

x=(l  +1  f(1): 

égalant  ces  deux  valeurs  de  fx,  on  a Fx=xa~'FÇ~ÿ , ce  qui 

est  le  caractère  propre  aux  équ.  réciproques.  Soit 

. 3x9 — iox8-f-  ax7 4- 1 3x6 — 8X5 — 8xi-f-i3x3  etc.  +3=o 
on  a 3x‘— i3x7-|-i5x8 — 3X5 — 6x* — 2x3  etc.  -f-3=o. 

a*  cas  , degré  pair.  Le  coefficient  moyen  P ne  se  répète  pas. 
Changeons  n en  2»?  dans  l’équ.  (i) , et  divisons  par  xm  ; puis 
réunissons  les  termes  à coefficiens  égaux. 


iCx^-fx-^-t-joCx”— 1 '-fx-(m—  ))-+-?  (s"-8.  ,.-fP=o. . .(a) 


ppsons  z=x- f-x~*  ; une  fois  qu’on  aura  formé  et  résolu  la 
transformée  en  z,  on  aura  x par 

v * f * ' . * ' 


x — \z±  V(j*‘—  0-"  (3>- 

• . .'V 

Or,'  pour  .éliminer  x,  nous  avons  visiblement 


(x*-,-f-X-(,“,>)  (x-f-x-1)  —Xl-{~X-i+Xl~' -f-X~(  '-3)  ; 
d’où  x*-f-x~,=(x1'~1-f-x'-(,— '))  z — (x<”I-4-x“(<-*)). 


Faisons  successivement  t=2,3,4.  • , il  vient 

X‘‘+X_*=Z1 3 ' , x34-x“i— z3— 3s  , 

x*-|-x“4=z4 — 4z>+a,  ar s-1-jH5=*5‘ — 5z3-f-5 z,. 

x6-f-*~6=z6 — 6z*-l-9z*— 3,  etc. 

Eu  général , chacune  de  ces  expressions  est  la  somme  des  deux 
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précédentes  multipliées  par  set  par  — i.  On  peut  en  déduire 
l’équ.  générale.  , 


i+i 


+ 


- Ww*-’- ^r3>  *i-U  Zi-t 


2 2.3 

'(■— 5j  (■'— 6)  (1—7)  gl— , e(c ^ 


2 .3.4» 

Un  terme  quelconque  T se  tire  de  celui  5 qui  le  précède  par 


la  relation  T—  — — — ^ S , h désignant  le 

h(l — h)z‘  ’ 6 

nombre  de  termes  antérieurs  à T.  Nous  ne  démontrons  pas  cette 
théorie  qui  repose  sur  les  mêmes  principes  que  les  séries  de 
sin.  et  cos.  d’arcs  multiples  {Voy.  n°  634)- 

Notre  ex  ci-devant  traité  3x8  — i3x7 . . . devient 


3 — 1 3 (x3-j-  x-3)-f 1 5 (x’-q-x-1) — 2(x+x~')—6—o; 

d’où  3 z* — i3z3 -f- 3a’ -{- 372 — 3o=o 

etz=i,a,3  et — |;puisx=i±o,i(3±:i/5)et  — J-  (5dzi/ — 1 1). 
L’équ.  proposée  du  9'  degré  revient  donc  à 

(x-j-  1)  (x  — 1)*  (x’ — x -f- 1)  (3xa-{-  5x-{-  3)  = 0. 
L’équ.  ax8 — iix7  + 27X6  — 43^s+5ox’  — fôx*...  -f-2=o, 
„ donne  az4  — 1 ix3  -f-  igz* — ioz  = o * ^ 

et  z=o,  | „2et  ij  puis  x=±:\/ — i,  t±;o,£(i±:  \/ — 3), .2  et 
donc  on  a (x*-|-  1)  (x  — 1)’  (x“ — x-f-  1)  (x  — 2)  (2X — 1)  =0. 
De  même  l’équ. 

x8  -f-  x8  — gx7  -4-  3x®  — 82® — 8x4-f-3x3 ...  + 1=0 
donne  x* — gr5-J-i2x® — aox^-f-tax* — gr’-f-iixzo;  . 


d’où  (x4 +x- 4)  — 9 (x’  -f-  ar1)  -f-  12  (x  + x~r)  = 20  ; 
d’où z4 — i3zs-f-  i2z  =0,  et z=o, i,3  et  — 4i  ainsi x=±  v' — 1» 
\ (1  ±z  y — 3),  i (3  ±1/5)  et  — 2 ± \/3.  L’équ.  du  9*  degré 
revient  donc  à 

(x-f-i)  (x’-f-  1)  (x* — x + 1)  (x’ — 3x-+-  i)  (x’  -4*4*'+,)=0- 


y 


t 
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Équations  à deux  termes,  Racines  de  l’unité. 
568.  Résolvons  l’équ.  Ax"xs  B ; A et  B étant  positifs.  Soit 
k la  racine  n'  de  *•  = mettant  Ak « pour  B , on  a 


x”—ka—Q'.  faisantx=  ky , il  reste  à résoudre  l’équ.  jT—  i =o, 
et  à multiplier  par  k toutes  les  valeurs  dey.  Tout  nombre  a 
donc  n valeurs  différentes  pour  sa  racine  n*/  on  les  obtient  en 
multipliant  sa  racine  arithmétique  par  les  n racines  de  V unité. 

L’équ.  Axn Z>  =o,  par  le  même  calcul  se  ramène  à 
x*+kn^=o,  puis  à y"  + 1 = 0- 

Comme  l’équ.  ./“— 1=0  est  satisfaite  par  y = 1 , divisons-la 
par./— 1 ; nous  trouvons  cette  équ.  réciproque,  susceptible 
d’être  abaissée  (n°  56^) , 


y»-'  4-irn-a+j-B_3- ••  +f  + * — °-  ••  (•)• 

Si  n est  impair  comme  y"  — 1 = 0 ne  peut  avoir  de  racines 
négatives  , et  que  l’équ.  (1  ) n'eu  a pas  de  positives , la  proposée 
n’a  qu’une  racine  réelle. 

Si  n est  pair,  y'  — \ — o est  satisfaite  par  y=±i,  et 
divisible  par  j-" — 1 ; d’oùjr'"'1  +J"1"4-  +X*  + i=o(n«  56?). 
Comme  il  n’y  a dans  cette  équation  que  des  exposans  pairs 
et  des  termes  positifs,  il  n’y  a ni  racines  positives,  ni  néga- 
tives- la  proposée  n’a  donc  d’autres  racines  réelles  que^=±i. 
Soit  n=7.m  ; on  a y™  — t =0"~  0 (7m+ Oi  et  l’équ. 
proposée  se  partage  en  deux  autres. 


Par  ex., y1—  « =0  donne./1  +JT+  » — °»  d’ou 

y=  1,  r=-H«±V/-3). 

De  même  x*-V=o  donne./*  — 1 = 0;  divisant  par./»—., 

- . H»  U r:=+  1,  pf  l / — 1;  enfin 

on  trouve  y 1 + i — o , ae  ta  y > v > 

x — ±k,  et  ±k  \/  — *• 

569  Soit  * l’une  des  racines  de  l'équ.  y " — 1=0;  comme 
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•"=1,  on  a »Ht=n,  quel  que  soit  l’entier  p,  positif  ou  négatif. 
L’équ.  ya  — i = o est  donc  satisfaite  par  ye=zaf\  c.-à  <1.  que 
si  * est  racine,  tf  test  aussi.  De  là  cette  suite  infinie  de  nom-, 
bres  qui  sont  tous  racines  : 

• • • • * ^ • }•  *»a  S »°i  •' j <**»•*•••  « (2). 

i®.  Si  l’on  prend n,  en  divisant  par  n,  p a la  forme 
nq  4-  **  i e'tant  < n ; *p  = «"?+'  x **  = à cause  de 

<*"’=  1.  Ainsi  dès  que  p dépasse  n,  ou  retombe  sur  les  mêmes 
valeurs , dans  le  même  ordre  : de  là  cette  période 

(<*’ , a.*,**.. . An) (3). 

a®.  Si  p est  négatif,  on  a =. . . à cause 

de  «•=!  ; l'exposant  — p peut  donc  être  remplacé  par  nk  p. 
D’où  l’on  voit  que  les  exposans  négatifs  reproduisent  encore 
les  mêmes  nombres  que  les  positifs , et  dans  le  même  ordre. 

Les  valeurs  (2)  sont  donc  telles,  que  si  ton  en  prend  une  quel- 
conque , et  les  n — 1 qui  la  suivent  ou  la  précèdent , on  a une  pé- 
riode qui  se  reproduit  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  En  ou- 
tre, l’équ.  af  = a?  est  satisfaite  non-seuleinent  par  pz=zq, 
mais  encore  par  des  valeurs  de  « qui  supposent  p et  q inégaux; 
car,  divisons  par  »i,  il  vient  «J’-’  — 1 = o.  Il  suffit  donc,  pour 
que  «f-=.  a»,  que  a soit  racine  de  l’équ.  jr~i  — 1 =0. 

5^0.  Il  reste  à savoir  si  les  n termes  de  la  période  (3)  sont 
en  effet  inégaux.  Examinons  s’il  se  peut  que  tt?  = a»,  p et  q 
étant  <^n\  il  faut  que  »,  déjà  racine  de  l’équ.  y*  — 1 = o,  le 
soit  aussi  de  ym  — 1 = 0,  en  faisant  p — q-=.m ; ce  qui  sup- 
pose que  ces  équ.  ont  un  commun  diviseur  qui,  égalé  à zéro , 
donnera  a v Cherchons  ce  facteur  par  la  méthode  accoutumée 
. (n®  1 02).  On  divise  d’abord  y*  — 1 par  ym  — 1 , ce  qui  conduit 
aux  restes,  yn~n  — 1 , yn~tm  — 1 . . . . , enfin  y1  — 1 , i étant 
l’excès  de  n sur  les  multiples  de  m , qui  y sont  contenus.  En- 
suite on  divise  j'"’  — i par  ce  reste  y*  — t , qui  donne  le  reste 
y 1 — 1,  l étant  l’excès  de  m sur  le  plus  grand  multiple  de  i,  etc.  ; 
en  un  mot,  ou  procède  comme  pour  trouver  le  facteur  com- 
mun entre  a et  m. 
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i°.  Si  n a*t  im  nombre  premier,  k commun  diviseur  entre 
n et  m est  i , et  celui  dey  — i et  y — i estj-  — i ; donc  il 
n’y  a que  et  = i qui  puisse  rendre  «?  = «»;  tous  les  termes  de 
la  période  sont  inégaux ; une  seule  racine  imaginaire  * donne, 
par  ses  puissances,  ota,ot3. . .a®  ou  i,  toutes  les  autres  racines. 

a®.  Si  n est  Is  produit  de  deux  facteurs  premiers  Y et  li, 
n=Jh;  posons  les  équ.  f — 1 = oÿ  — j =0,  et  soient  fi  et  y 
des  racines  autres  que  -f  1,  savoir,  #'==i,  >*=1;  d’où 
= yth  = (#y)lil  c=  1.  Puisque  yn  et  {fi yÿ  sont  = 1, 
B,  y,  et  (#y)  sont  racines  dey—  1 s=  o;  (#,  #\.  .#*)  forment 
l nombres  difFérens , qui  se  reproduisent  périodiquement 
(n®  56g)  ; ainsi  les  n puissances  de  fi  ne  forment  que  l nom- 
bres distincts,  qui,  dans(/8,  ^...fin),  reviennent  A fois.  De  même 
(>>  V%-  • y")  forment  l périodes  de  h termes. 

Mais  (#y,  #ay*,  #3y’ . ..finyn)  sont  difFérens  et  constituent  la 
période  des  n racines  cherchées.  En  effet,  pour  qu'on  eût 
(8y)p  — (,(îy)i  , ou  (Sy)?- « — 1 = 0,  il  faudrait  que  fiy  fût  racine 
commune  ày— ? — 1=0  et  y — 1 = 0,  équ.  qui  nç  peuvent 
avoir  pour  facteurs  que  y — 1 ou  yh  — 1 , puisque  nx=lh. 
Donc  on  aurait  filyl  = 1 ; d’où  y1  = 1 , à cause  de  fi1  = 1 ; et 
comme  aussi  y*  = 1 , / et  h auraient  un  facteur  autre  que  un, 
contre  l’hypothèse.  Concluons  de  là  que  si  l’on  prend  » — fiy , 
la  période  sera  («,**, «3. . .<*"),  formée  de  n termes  difFérens. 

On  peut  abaisser  l’exposant  p de  fifyf  au-dessous  de  l pour 
Æ,  de  h pour  y , puisque  &■  = yh  = 1 , et  l’on  peut  ôter  de  p 
tous  les  multiples  de /ou  h.  Ainsi,. &yc  représente  tous  les  termes 
de  la  période,  b et  c étant  les  restes  de  la  division  de  p par  / 
et  h.  Donc,  pour  obtenir  toutes  les  racines  dey  — 1 =0,  on 
cherchera#  et  y,  c.-à-d.  l'une  des  racines,  autre  que  -f-i , des 
équ. y — /i  =0,  y — 1 =0;  puis  on  formera  fiby',  en  prenant 
pour  b et  c toutes  les  combinaisons  des  nombres  de  1 à / pour 
b,  de  t à h poutre. 

Lorsque  7s=  2 ; on  fait  # = — 1 . 

Quand  n est  le  produit  Ihi  de  trois  nombres  premiers,  on 
prouve  de  môme  qu’il  faut  poser  jrl  — 1=0,  y — i~o. 

T‘ — 1=0;  tirer  de  chacune  une  racine  autre  que  -f- 1 , faire 
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le  produit  de  ces  racines  $yî\  enfin,  en  prendre  le» puissances, 
toutes  comprises  dans  la  forme  (htycfd,b ,c  et  d étant  les  com- 
binaisons des  nombres  1 ,2,3. . . , jusqu’à  /,  h et  i;  et  ainsi  des 
autres  cas.  - V • • 1 f 

3°.  Lorsque  l’exposant  n est  de  la  forme  hk , A étant  un  nom- 
bre premier,  on  raisonnera  comme  dans  l’ex.  suivant. 

j-8'  — i = o,  où  81  =3*.  Posezjr3 — 1 = 0,  et  soit  9 une  ra- 
cine imaginaire  de  cette  équ.;  extrayez-en  les  racines  1 , 3,  g 

S 9 ar 

et  27,  savoir,  (,  y/6,  \/6,  y/t  ; ce  seront  autant  de  solutions 
de  la  proposée,  puisque  les  puissances  81”  sont  des  puissances 

3 9 a 7 ' 

de  fl3,  qui  =1  : le  produit  6.  y/6.  y/6.  y/6  — a.  est  aussi  racine 
de  y,  par  la  même  raison.  Or,  « , *•,  ®3. . .«e8‘  sont  des  quan 
tî tés  toutes  différentes,  puisque  sans  cela  « serait  une  racine 
commune  à y*'  — 1=0  et  y*  — 1 = o,  ce  qui  suppose  entre 
ces  équ.  un  facteur  commun,  qui  ne  peut  être  que.?'3 — 1 sso; 

39 

ainsi  « serait  racine  de  celle-ci,  <*3  = 1 , ou  93.  fl.  y/6.  y/6  = 1 ; 
élevant  à la  puissance  9,  il  vient  6=1  contre  l'hypothèse. 
Ainsi  . .«*'  sont  les  81  racines  de  la  proposée. 

En  général,  pour  résoudre jrn — i = o lorsque  n=hk,  po- 
sez jh — 1 = 0;  I étant  l’une  des  racines  autre  que  4-  1 > ex- 
trayez  de  t diverses  racines  dont  les  degrés  i sont  marqués 
par  i — h°  h'  h*. . . hk~' , en  sorte  que  vous  formiez  les  k ré- 

i 

sultats  y. . . désigués  par  y/t I;  ils  seront  tous  des  racines  de 
j”  — 1 = o,  aussi  bien  que  leur  pjroduit  « = j8y/. ...  et  les 
termes  «,  a“. . . «*,  tous  différens,  constitueront  les  n racines 
cherchées. 

f ‘ *1  ê 

On  voit  de  même  que  si  rv=hkli,  il  faut  résoudre jrh — 1 =0 
et  y1 — 1 =0,  multiplier  entre  elles  toutes  les  racines  de  ces 
équ.,  et  faire  ce  produit  =a.  Soient  (S  et  y des  racines,  autres 

que  -f  1 ,de  chaque  équ.;  qu’on  fasse 

...  . &' 

&=y/fi.  p"r=.y/pt  Æ'*=  . .y  = y,  y“~y/y..., 

on  aura  <e  = /5  . . Xy^’y”. . . , 
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Soit,  par  ex.,jys — i =o;  on  traite^— i =o  et^~  1=0; 
d’où  jg  — i , y = — ; (l  -+■  \/  — 3);  puis 

- = H'+V/-3),  +V/-3).  «5=-i.,etc., 

et  jrz=  dfci,  ^(i±:V/  — 3),  — — 3). 

Pour  7,a  — i = o , faites  j A — i = o et  y3  — i—o;  pour 
la  i”  équ  , prenez  — i et  V/ — i > leur  produit  — \/  — i = j8; 
y est  le  même  que  ci-dessus,  et  l’on  a 

« = ï(V/—  t— 1/3),  = 3).  **=!/  — l,  etc.; 

d’où  , ±H/ — i , ±-t(i±:v/— 3),  ±4  (t/— ir±=%/3). 


5”i.  Puisque  jvrra,*1,  *3.  . . , l’e'qu.  (t)  (n°  568)  donne 

ou  S f - — S i — S 2 • • . - — «S h - o , iS„  - — - n , 

' * A 

en  désignant  par  5*  la  somme  des  puissances  k de  toutes  les  ra- 
cines, k étant  entier  et  non  divisible  par  n. 

572.  Nous  avons  rédu^Jt  la  résolution  de  l’équ. y* — 1 = 0, 
au  cas  où  n est  un  nombre  premier.  Nous  nous  servirons  main- 
tenant des  lignes  trigonométriques,  en  renvoyant  pour  le  reste 
à la  noté  XIV  de  la  Résol.  numér.  des  èqu. 

En  faisant  cos  x—p,  on  a vu,  n°  36t,  que  chacun  des  cosinus 
successifs  des  arcs  zx,  3x,  ^x . . , s’obtient  en  multipliant  les 
deux  précédens  par  zp  et  — 1 , puis  ajoutant.  Pour  mettre  en 
évidence  la  loi  que  les  résultats  observent,  faisons  usage  d’un 
artifice  d’analyse.  Soit  2cos  x=jr-\-y~'-,  il  suit  de  la  loi  indi- 
quée, que  pour  avoir  cos  zx,  il  faut  multiplier  cos  x ou 
par  j-  qui  est  3 cos  x,  et  retrancher  côs  d!r  ou  1.  On 

trouve  2 cos  zx  — y’1  -f- r-2  ; on  obtient  de  même 

• ‘ •. 

2 cos  3x  = r3  é~y~:i , 2,  cos  !\x  —y*  -hy~4,  etc. 

• • . 

Démontrons  que  les  résultats  suivent  toujours  la  même  loi. 
Supposons  que  cette  loi  soit  vérifiée  pour  deux  degrés  consécu- 
tifs n --r  2 et  n — 1 , ou 


• ■ V * f 

2 cos  (n — z)x=y"~l^y~<-n.  ''> 


2 cos (n- 


t)x-y'-'+y-l°-') , 


/ 
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multiplions  la  deuxième  équation  par^-J-j--1  t et  retranchons 
la  ir*;  il  viendra  2 cos  nar  =yn~l-y~ “ ■ ce  qui  prouve  la  propo- 
sition. 


On  a 


2 cos  x -=^y  -f- 


2 cos  nx  ■=.  y*  4-  — ; 

^ y 


d’où  (*)  j-* — 2y  cos  a:+i=o,  j”" — 2j‘"  cos  nx-J-i=o. . .(1). 

Si  l’on  acosar,  ceséqu.  donneront^  puis  cos  nx  ; ainsi  on  pourra 
trouver  cos  nx  sans  chercher  successivement  cos  3x,  cos 
c’est  le  terme  général  de  la  série  des  cosinus , et  Von  pourrait 
employer  ces  équ.  à la  composition  des  tables  ; mais  le  calcul 
serait  compliqué  d’imaginaires. 

Si  les  tables  de  sinus  sont  formées,  qu’on  y prenne  les  valeurs 
de  cos  x et  cos  nx,  nos  deux  équ.  ne  contenant  plus  que.y,  de- 
vront avoir  une  racine  commune  «;  mais  si  l’on  ay=*,  on  a aussi 

y=~  , ainsi  qu’on  peut  le  reconnaître  (les  équ.  (1)  sont  réci- 
. »• 
proques),  donc  elles  ont  deux  racines  communes,  ou  plutôt  la 
1”  divise  la  2*.  Posons  nx  = <p  ; quel  que  soit  l’arc  <p,  il  faut 
donc  que  ' . • v . . ’ 


jr*  — 2y  cosf-  j divise  y,n  — aj-”  cos  ^ 1 . 


(2). 


573.  Pour  appliquer  ce  théorème,  qui  est  dû  à Moivre,  au  cas 
qui  nous  occupe,  faisons  ç>=kic,  k désignant  un  entier  quel- 
conque, et  ic  la  demi-ci rconf.;  cos  <p  est  -f-i  ou  — 1,  selon  que 
k est  pair  ou  impair,  et  le  2'  trinôme  devenant y,B+  a yn  ■+■  1 , 
ou  (yn  zç.  1)*,  on  voit  que 


JT’  — a Y c°s(^)+  1 


divise  y-  qr  1 . . . (3), 




ffi  En  résolvant  cea  équ.  (V),  On  trouve  v , 

X rr  CO8 x -±.  sin  x.  J — 1 y a=  cosnx  ± sinnx.  1/ — I: 

' _r  . 

(cosx:fc  sin  x.  1/ — t}1*  — cosnx  -f.  sinnx.  y/-—  1 . 

Cette  belle  propriété,  dont  on  fait  un  fréquent  usage  dans  l’Algèbre  supé- 
rieure , n’est , il  est  vrai , démontrée  ici  qq’autant  que  n est  entier  et  positif," 
quoiqu’elle  subsiste  dans  tous  les  cas.  Nous  reviendrons  sur  ce  sujet, 
n°  63o.  { ■ - - 


d’où 
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détint  un  entier  quelconque,  pair  pour -y” — i,  impair  lorsqu’il 
s’agit  de  y*  + i . Si  le  i"  trinôme  est  un  carré,  on  ne  prendra 
pour  diviseur  que  sa  racine  ; ce  cas  exige  que  le  cosinus  soit 
Th  i;  alors  k est  o,  n,  an. . et  le  facteur  se  re'duit  à y db  r. 

Les  racines  de  yn  ±i  =o  sontalonc  comprises  dans 

. jr  = cos^^rfcsin^-^}.  i...  (4). 

for 

Tant  que  l’entier  k ne  passe  pas  n,  l'arc  — est  une  fraction 

* ■ 

croissante  de  la  demi-circonf.;  ces  arcs  ont  des  cosinus  inégaux, 
et  l'on  obtient  des  facteurs  différens  du  a*  degré,  que  nous 
représenterons  par  A,B,C...L,M.  Comme  n-f-i et  n — i ont 
2 n pour  somme,  ces  nombres  sont  ensemble  pairs  ou  impairs , 

soit  kz=n  dfc  *,/ étant  <(  n-,  l’arc  devient—  =nr±—,  arcs  dont 

n n 

le  cosinus  est  le  même  : d’où  résulte  que  le  facteur  trinôme  est 
le  même  pour  k—n  — * et  i.  Après  avoir  donc  pris  pour  k 
tous  les  nombres  (pairs  ou  impairs)  jusqu’à  h,  au-delà  on  re- 
trouve les  mêmes  facteurs  de  2*  degré  en  ordre  rétrograde 
C,  B , A. 


Passé  an,  k a la  forme  2 qn  -f-  i,  et  Tare  devient  2 qx  -f-  — , 

71 

M V , ^ 

dont  le  cosinus  est  encore  le  même;  ainsi,  on  retombe  sur  les 
mêmes  facteurs  dans  le  même  ordre  A, B. . . L,M. . . , B,  A. 
Il  est,  comme  on  voit,  inutile  de  donner  à k des  valeurs 
> n.  I 

i°.  Si  n est  pair , \ nzhi  sont  ensemble  pairs  ou  impairs; 

^ ) - <• 

Kw  tir  . x . . 

k = j n ± i donne  les  arcs  — = | r dz  — , dont  les  cosinus 
3 n n 7 

sont  égaux  en  signes  contraires , savoir,  = tp  sinÇ^;  ainsi, 

lorsque  n est  pair , on  ne  fera  pas  k>  jn,  mais  on  prendra 
les  cosinus  avec  le  signe  zh. 

20.  Si  n est  impair,  l’un  de  ses  nombres  n — i et  i est  pair 


T.  II. 


10 
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et  l’autre  impair , puisque  leur  somme  est  impaire  : ainsi,  on 
n’est  en  droit  de  prendre  que  l’un  d’eux  pour  valeur  de  k.  Soit 

k — n — i,i  étant <[  | n;  on  a cos  — cos^»-^^==-cos^~^; 

c.-à-d.  que  quand  k dépas^  { n,  les  cos.  de  notre  facteur  tri- 
nôme (3) , sont,  en  signe  dÉ> traire,  les  mêmes  que  si  l’on  eût 
pris  k=i,  valeur  exclue  et  j n.  Donc  on  fera\s=zo,i  ,2,3... 
sans  aller  au-delà  de\  n , et  on  obtiendra  des  arcs  < j sr , dont 
les  cos.  conviendront  au  théorème  (3) , mais  en  changeant  de 
deux  en  deux  le  signe  du  cosinus. 

- donne  x*  — 2 ax  cos 
a 

mule  géne'rale  des  facteurs  de  :rn  z*z  an. 

Pourj^-f-  i , k doit  être  impair;  k = î donne  l’arc  \ ie  ou 
45°,  dont  le  cos  est  \ [/  i-,  pris  en±,  on  a les  deux  facteurs 
Jr'±JrV*  + i ; ainsi 

x*  -f-a'  = axy'  2 + as)  (x* — ax \/  2 -f-  a*) 

Pour  y*  + 1 , k = 1 donne  l’arc  | jt , dont  le  cos.  est  { ÿ3 , 
qu’on  prendra  en  zb;  k= 3 donne  le  cos.  zéro;  donc 

>6+i=(j’+jrv/3  4-i)  Cr1  — n/3-f-O  Cr*+t). 


Enfin,  donne  x*  — 2 ax  cos  a’ , pour  la  for- 


Soit^6  — 1 ; faisons  k = o et  2 ; les  cos.  de  zéro  et  3 v sont 
1 et  4,  qui,  pris  en  dz,  donnent 

j*— i=Cr+*i  Cr*-hr  + »)  Cr’—  jr  + O (y  — 0- 
jr4  — 1 = (jr‘  — 1 ) Cr*+  i)  = (jr+  0 (y  — 0 tr’  + O 
y 8 — 1 = (jpt-f- 1)  (jr<l  — 1).  Ces  facteurs  viennent  d’être  dé- 
composés. • • 

Pour  js  — 1 , il  faut  faire  k = o 1 , 2 , 3 , et  4 > et  prendre  les 
cos.  de  rangs  pairs  en  signes  contraires,  savoir  1 , — cos  20°, 
4-  cos  4o° , — cos  6o°  et  -j-  cos  80 , les  facteurs  sont , outre 
JT—  1 ety-f-j-4-i  ,(s3+i  ,879  . i,532.. 

CT1  — 0,347... J + 0 

jr9—  1 =Cr — »)  Cr’-hr-f-  0 Cr5+.r3-f- 0- 

Quant  à/s  + 'i  on  opérera  de  même,  en  prenant  avec  un  si-* 


If 
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gne  contraire  les  cos.  île  rangs  impairs,  ce  qui  revient  à chan- 
ger ci-dessus  les  signes  de  tous  lésa"  termes  des  facteurs,  savoir; 

JTÿ—  , —(j+l)  I)  (JS  —ÿ'  +0, 

et  en  effet,  il  est  clair  qu’il  suffit  de  changer^  en  — y. 

• Il  est  facile  de  résoudre  par  rapport  à l’arc  t,  l’équ. 

■ k cos  mt-{-p  cos  (m — i)t-\-q  cos  ( m — 2 )t -^P  — o. 

Car  en  posant  2 cos  t — x-\-  x~l , on  a (n°  572) 

k(xm  x~m)  p(xm~'  -f- x~(m~ '))  -f-  q{xm~ 1 ) -f-  P=  o 

équ.  traitée  p,  137.  On  pourrait  aussi  développer  les  cos.  d’arcs 
multiples  selon  les  puissances  ascendantes  des  cos  d’arcs  sim- 
ples, par  les  formules  que  nous  ferons  connaître  plus  tard. 

574.  La  proposition  (3)  est  ce  qu’on  nomme  le  Théorème  de 
Côtes  : ce  savant  l’avait  présentée  sous  une  forme  géométrique. 
Du  rayon  AR-=a  (fig.  24,24  bis)  soit  décrit  le  cercle  ACHL , 
, et  le  diamètre  AH , passant  en  un  point  arbitraire  O ; à partir 
de  A partagez  la  circonférence  en  2 n arcs  égaux  Aa , ali,  Bb  . 
chacun  est  le  n'  de  menez  des  rayons  vecteurs  du  point  O 
aux  points  de  division.  Celui  qui  va  au  point  quelconque  C 
forme  le  triangle  COP , duquel,  en  faisant  l’angle  CRA  = a, 
OR  = x,  on  tire 

CP  — a sin  <*,  PP  = <3  cos  a,  OP  = a cos  * — x ; 
donc  OCa  — xa  — 2 ax  cos  « -)-aa  = OC.  OL;  et  si  l'arc  AC 

kx  . 

contient  k divisions , on  a a = — . Ce  trinôme  étant  facteur  de 
’ n 

xn  qr  an , selon  que  k est  pair  ou  impair , les  rayons  vecteurs , 
menés  aux  points  de  divisions  alternatifs,  constituent  tous  ces 
facteurs.  OA=a — x,  OH~  a -f-ar,  répondent  aux  facteurs 
réels  du  i*r  degré.  " ’ • 

Désignons  par  Z , Z' , Z" ...  les  rayons  menés  aux  divisions 

paires,  et  par  z,  z' , z" ceux  qui  vont  aux  impaires;  on 

aura  ' ' ' 

, . - • . f 

z.z  .z  . . .—an- f-x",  que  O soit  intérieur  ou  extérieur. 
Z. Z' -Z" . . .—an — x",  si  O est  intérieur  (üg.  24). 

Z.Z .Z" . . ,-=xxn — an,  si- O est  extérieur  (fig.  24  bis). 

» to.. 


■ «A- 

'A 

V* 
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Équations  à trois  termes. 

5^5.  Prenons  l’équ.  Jx'n  -f-  Bxn  -f-  C— o,  où  l’un  des  ex- 
posans  de  x est  double  de  l’autre j en  faisant  x*  = z,  il  vient 

jt*  + Bz  + C=o.  " : 

*’  '-‘l'  % 7'.%^ 

i°.  Si  les  racines  de  * sont  réelles,  telle  que  f et  g,  on  doit 
résoudre  ces  équ.  à deux  termes  xH  —f,  x*  = g. 

Par  exemple  , trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  produit 
6oit  io,  et  la  somme  des  cubes  i33? 

x3+^~^=i33,  x6  — i33x3+ iooo=o. 

i.  ’ 

Faisant  x3  = z , z*  — 1 33z  -J-  i ooo  = o ; d’où  z = 8 et  1 25  \ 
posant  ensuite  x3  = 8 et  12.5,  il  vient  x = 2 et  5,  et  en  outre 
(n°  56g)  ia,  et.  5**,  puis  5a  et  la1  ,<*  étant  une  racine  cubique 
imaginaire  de  l’unité.  Telles  sont  les  trois  solutions  du  pro  - 
blème. * 

2°.  Si  les  racines  sont  égales,  on  a B 1 — t±AC—o,  la  pro- 
posée est  un  carré  exact,  (ax"  -f-  i)*  = o,  et  l’on  retombe  sur 
une  équ.  à deux  termes.  Par  ex.,  trouver  un  nombre  tel,  qu’en 
divisant  son  double  par  3,  et  3 par  son  double,  î soit  la  somme 
des  4”  puissances  des  quotiens? 


(t)^  (i)^  d°Ù  (l6x4  — 8l)‘  = o; 

et  comme  j4—  i a pour  racines  dfc  i et  — i , on  a x ==  ± \ 
a±-v/-,-v 

3°.  Enfin,  quand  les  racines  sont  imaginaires,  ou ..  . .‘ 

/>* — 4-dC<C.o,  on  fera  Axin ~ Cjr**t  et  la  proposée ?deve- 

+ 1£-°V  : 

' ' " *'  * . . . N--  *'  ' , • ‘j,  J1  . 

sera  comparable  à (a)  (n°  572)  • car  le  coefficient  de^*  est  <2; 


V'i 
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à cause  de  B*  4 AC.  H y a donc  un  arc  9 qui  a la  moitié'  de 
ce  facteur  pour  cosinus , arc  qu’on  déterminera  par  log.  d’a- 
près la  relation 


M • 


cos  ç — — ■ 


■ , . . (5). 


a V(AC) 

Notre  transformée  est  donc  divisible  pary* — ajrcos^^-f*  i = o, 

en  prenant  pour,  ç tous  les  arcs  dont  le  cos.  est  donné  par 
l’équ.  (5),  et  qui  sont  non-seulement  l’arcp<  t8o°,  donné  par 
la  table,  mais  encore  ç -f-2*-,  9 -f*4îr’  • • » en  général,  p+zk*, 

ç -j-  ikv - 


k étant  un  entier  quelconque:  soit4— 


■ , tous  les  facteurs 


cherchés  sont  compris  dans  la  forme 

x*\/A — ax  \/  (AC). cos  4+  l/C=o.  (6). 

Il  est  d’ailleurs  inutile  de  prendre  A > n,  puisque  k — qn-\-  i 

donne  l’arc  iqit  -f-  ? ~ry~~  > et  supprimant  les  circonf.  ajjr,  il 


reste  à prendre  le  cos.  de  l’arc  qu’on  a eu  pour  kxzi<^n3  on 
retomberait  donc  sur  les  mêmes  facteurs. 

Observez  qu’ici  le  rayon  est  = i,  et  que  si  l’on  fait  usage 
des  tables  de  log.,  il  faut  soustraire  10  de  tous  les  log.  des  cos. 
qu’on  emploie  dans  le  calcul.  {Voy.  1. 1,  p.  377.) 

Par  ex.,  soit  l’équ.*8 — 2*3  -f-  1 = o:  A—  C~  1,  B = — 3, 
«=3;  on  trouve  cosp==i,  les  arcs  4=o°,  120°  et24o°;  partant 
la  proposée  à ses  trois  facteurs  de  la  forme  x' — 2*  cos  4 + 1 ; 

et  comme  cos  4 a pour  valeurs  1 , — -siu  3o°=— \ et 

— cos  6o°  = — on  trouve  x‘ — ax  + 1,  et  x1  -j-  x Hf-  1 , ce 
dernier  facteur  étant  double.  Ainsi  la  proposée  est  le  carré  de 
(x — 1)  (xa  -f-  x + 1),  ou  de  x3 — 1. 

Soit  encore  x*  -f-x*  -f-25==o:  A— B — 1 , C — a5,  n=a , 
et  cos  p~  — Yj  ; les  tables  donnent,* à cause  du  signe — , 
9=  95°  44'  20",  dont  la  moitié  4 est  47°  5a' 10" -,  ajoutons  180°, 
et  nous  formerons  un  arc  dont  le  cosinus  est  le  même  que  le 
précédent  en  signe  contraire. 

i . s. 
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Substituant  dans  le  2*  terme  de  la  for-  cos  4...  1,8266074 
mule  generale  (6),le  calcul  ci-contre  donne  y/s.Y.Y.'.  ^ 3494850  ~~ 

— 3 pour  coefficient  de  l’un  des  facteurs.  3 0,4771*24  — 

Ainsi  nos  facteurs  sont  x"  =h3x  4 5. 

• • * X » - 

Enfin,  pour 2X6  ■+•  3x ’ -f-  5 = o,  on  a cos  <p  = 


3 ...  o,477i*i3  — 
a — o,3oio3oo 
V10  — o,5oooooo 

COS  $..  . . 7,6760913  — 


2^10' 

— ...  ' • 

2 o,3oio3oo  — ; . " 

v'io...  . 0,1666667 

6 ‘ 

2 Vio....  0,4676967  — 


On  trouve  1 p — 6t°  41»  ou  plutôt  1180  19',  en  prenant  le  sup- 
plément, à cause  du  signe  — . Le  tiers  est  4 — 39°  26'  ao"; 
ajoutant  i20°deux  fois  successives,  et  prenant  les  cos  4,  on  a 
cos  39°  26'  20",  — sin  69°  26'  20",  et  sin  9“  26'  20"  Donc 


2 Vio. ..  0,46770  — 
cos4...  1,88779 

0,35549  — 


0,46770  — ' 

i.97i4i  — 
0,43911  4. 


0,46770-— 

1,21483 

1,68253  — 

— 0,48t43, 


Soit  fait  *= — 2,2672  4-2,7486 
et  nos  trois  facteurs  sont  de  la  forme  xV24«x4  1/5. 

* * * f 

V • 

Racines  des  expressions  compliquées  de  Radicaux. 

■ > 

576.  Admettons  que  a-f  J/i  soit  un  carre',  et  clierclious-en 
la  lacine,  qui  doit  avoir  la  forme  [/x  4 {/y,  si  elle  était 
•f "f-  V J' > on  aurai t x =/■*.  Posons  donc 

S/b)  =:l/x-f  |/j,  d’où  x 4je42  v/(x7)  = u 4 

PUIS  I4j=a,  2[/(xy)  = {/b, 

en  séparant  l’équ.  en^deux  , comme  p.  1 29.  Pour  tirer  x et  y 
t e ces  équ.,  formez  les  carrés  et  retranchez , vous  aurez  .«• 

2*r  4 jr3  = (x  —j-y'—  a2  — b. 

Connue  x et  y sont  supposés  rationnels,  a :*  — h doit  être  un 

• ■ ’ 4 • \ 
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VI  3 

carré  exact  connu,  que  nous  ferons  = £*;  x — y = k,  et 
x + jr = a donnent  la  solution  cherchée 

x=i  (a  + i),  jr  = {(a  — k),  k = )/(a*  — b). 

Soit  \/(4+2V/3);  ona  a = 4>  b=i2.;  d’oùaJ — 6 = ^=4, 

S •« 

puis  Æ=2,  x=3  et  y — 1 ; la  racine  demandée  est  ± (1  -f- 1/3). 
'Celle  de  4 — a\/3est±:(r — ÿ3).  , 

Pour  \/( — 1 + 2 [/  — 2 ),a* — 6=g,  A =3,  x=i,  jr  = — 2, 
et  l’on  a ±:  (1  + |/  — 2)  pour  racines. 

Si  a -f-  est  un  cu^e  exact , on  pose 

*4 

l/(a  + \/b)  = (x+  [/y)  i/z,  ■ 

z étant  une  indéterminée  dont  on  dispose  à volonté  pour  faci- 
liter le  calcul.  En  élevant  au  cube  et  comparant  les  termes  ra- 
tionnels, on  trouve  • ' 

a=z(z3-+-3xj-),  yb  = z VÎT  (3*a  -fr)  î 
carrant  ces  équ.  et  retranchant,  on  a 

a1—  6=z!‘[(x3  + 3XJ-)’— (3*’Viy  +J  V0f)*]* 

Or,  le  facteur  de  z1  est  la  différence  de  deux  carrés,  et  revient 
visiblement  à (x  + 1/^)3  X (x — V'j)3,  ou  (x1  — y)s  ; donc 
O?  I) 

— = (x’— j')3.  Mais  x et  j sont  supposés  rationnels;  ainsi 

le  ier  membre  doit  être  un  cube  exact;  et  il  sera  toujours  fa- 
cile de  déterminer  z de  manière  à remplir  cette  condition,  ne 
fût-ce  qu’en  posant  z = (a * — b)*  : si  a1  — b est  un  cube  , on 
fera  z=  1.  En  général,  on  décomposera  a'  — b en  facteurs 
premiers,  et  l’on  distinguera  bientôt  quels  facteurs  doivent  être 
introduits  ou  supprimés,  pour  avoir  un  cube  exact.  Ainsi,  z et 
k seront  connus  dans  les  relations 
3 • 

k==  \J  (~T-)>  —J  — k,  a = zx(x*+3jr)i 

d’où  jr  — x*  — k,  /[zx3  — 3kxz  — a. 

Cette  dernière  équ.  donne  Xj  en  se  contentant  des  seules  racines 
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rationnelles;  la  précédente  fait  connaître  .y,  et  l’on -a  la  racine 
demandée.  . . ' 

Pour  10  -f-6j/3  on  a a = ro,  b = 108,  a* — b — — 8 ; 
ainsi  z =1,  et  k= — 2.  Donc  4x3  + &r  =:  to,  d’où  x=i, 

puis  y=  3 ; enfin , \/(io  -}-6p/3)  = 1 l/3. 

Soit  encore  8 «f*  4|/5  ; on  a a*  — • b =±  — 16;  on  fera  z=4, 

£ = — 1 ; d’où  4*3  -f-  3x  = 2 , et  x — ~ = | ; enfin , 

3 ' 

i V\-  (*  -f"  i/5)  est  racine  cubique  de  8 -f-  4^5. 

n » 

En  posant  y/  (a  -f-  V^)  — (x  + Vf)  \/z  > 

* * * * 

et  raisonnant  de  même,  on  déterminerait  x,  y et  z,  dans  le  cas 
où  a-)f\/b  est  une  puissance  n * exacte. 

577.  Dans  toute  autre  formule , il  ne  suffitpas  de  substituer, 
pour  les  radicaux  qui  s’y  trouvent,  leur  valeur  approchée,  parce 
qu’on  néglige  ainsi  toutes  valeurs  imaginaires  dont  ces  radi- 

n n 

eaux  sont  susceptibles.  On  doit  remplacer  y A , par  *\/  A, 

n. 

»V4*  . (n°  56g),  en  prenant  1 , »,  <*% . , pour  les  racines  de 
l’équation  y* — 1 = o. 

• ns 

Si  l’on  a x=ayg  -J-fy/g’-f-c  l/g3-}-. . il  suffît  de  poser 
Xn=g,‘,  x=ay+by*  + cy\.., 
et  d’éliminer  y entre  ces  deux  équ.  ; toutes  les  racines  de  l’équ. 
finale  en  x seront  les  valeurs  cherchées  de  x. 

• . • mm 

Quand  on  a un  fonct .fx  compliquée  de  radicaux,  \/A,  ÿB...  ; 
pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  fx,  posez  jr"  — A,  tm=B, 
et  introduisez  pour  vos  radicaux,  les  n valeurs  de  y,  les  m 
de  t . . . , combinées  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles. 

Quand  des  radicaux  fonctions  de  x entrent  dans  une  équ. 
on  l’en  dégage  en  représentant  chaque  radical  par  une  nouvelle 
inconnue,  qu’on  élimine  ensuite  par  les  procédés  ordinaires. 
3 

Ainsi  pour  .l’équ.  x — \/x  — 2 \/  (x  -f-  1)  = 0,  on  pose  x = z3 , 


H 
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ar  + irry,  d’où  x — * — 2^=0  : Éliminant  y,  il  vient 

, 4ar  + 4 = ':cl — 2xz  + z%  avec  z3 — * = o > 

* • 

Enfin  éliminant  z,  on  obtient  l’équ.  finale 

xK" — I2X5  -{-34^  ■+*  8X3  — 167X»  — 192X — 64=0  ; 

on  trouve  d’abord  x — 8 et  — 1 , qui  sont  les  solutions  réelles 
demandées  ; quant  aux  quatre  autres  racines , elles  se  rappor- 
tent aux  combinaisons  des  valeurs  des  racines  imaginaires  des 
radicaux  carré  et  cubique  de  la  proposée. 

f 1 

1 y . 

« y»  ' 

Équations  du  troisième  degré. 

. . ? r; 

578.  Pour  résoudre  l’équ.  ax*-\-bx-\-  c=  o,  chassons 
le  2*  terme  et  le  coefficient  du  premier,  en  posant  ( page  48) 


d’où  z'-'  -f-  3x'(3  kb  — a')  + icé  — o,abk  + 27c*»  — o. 

Ainsi  toute  équ.  du  3e  degré  est  réductible  à 

x3-f-px-{-  q = o. . . . (1). 

Posons  x =y-+-z  j d’où  X3  = 3yz  (y  + *)  + J-3  + *3  > 
ainsi  la  proposée  devient  1 

(3 yz+p)  (y  +z)  4-  z1  -H  7 = °- 

Or;  le  partage  de  x en  deux  nombres  y et  z peut  se  faire 
d’une  infinité  de  manières,  et  l’on  a le  droit  de  se  donner  leur 

produit,  ou  leur  différence , ou  leur  rapport,  etc lisons 

donc  que  le  1”  facteur  est  nul , ou 

jz=—lp,  /3  + z3  = — q. 

Le  cube  de  la  i"équ.ytz3  = — (^p)3  montre  que  .y  et  z3  ont 
— q pour  somme,  et — -(-|p)3pour  produit,  c.-à-d.  que  les 
inconnues^3  et  z3  sont  les  racines  t et  i de  l’équ.  du  2'  degré 
(n°  137,5») 

<’  + (|  pŸ (2)» 


À 
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qu’en  nomme  la  Réduite.  Connaissant  t et  t',  on  a j-3=/,z3— 
étant  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité (n°  569), 
on  a donc 

*3  3 3 3.3,,  3, 

«1//,  Z = \/t , «[/(,  a2  \/ 1 . 

Mais  il  ne  faut  pas,  pour  obtenir  x z=jr  -f.  z,  ajouter  toutes  ces 
valeurs  deux  à deux . puisqu’on  aurait  9 racines  au  lieu  de  3. 
Comme,  au  lieu  de  l’équ  yz  = — | p,  on  enaemployéle  cube, 
on  a triplé  le  nombre  des  racines;  il  ne  faut  donc  ajouter  que 
celles  de  ces  valeurs  dey  et  de  z dont  le  produit  est  — \p,  ou 

3 

\/  ( il '),  puisque  le  2e  membre  de  l’équ.  (2)  étant  la 

racine  cubique  est—  ^ p.  Il  est  facile  de  voir,  à cause  de  «-=i, 

3 3 

q ue  des  9 combinaisons,  on  ne  doit  admettre,  avec  x=  \/t-\-  \/t', 
que 

3 3 y 3 3 

x = «\/ 1 u‘\/t , et  **i/i  + « v/ *'• 

Substituant  pour  a et  *a  leurs  valeurs — \ (1  ±\/ — 3),  n°568, 
et  faisant , pour  abréger , 

1',  d—\/t — \/t'  | ^2^ 

on  a x=s,  x = — ^{s±d\/  — 3)  j 

Donc,  pour  résoudre  l’équ.  du  3e  degré  (1),  il  faut  d’abord 
résoudre  la  réduite  (2)  ; et  connaissant  t et  t,  on  introduira 
leurs  valeurs  dans  les  formules  (3;. 

Par  ex.,  a:3  -f-  6x=  7 donne  p—6,  q — — 7,  et  la  réduite 
1 1 — 7/  = 8;  d’où  ±|,  t — 8,  /'  = — 1 ; les  racines  cu- 
biques sont  2 et  — 1 ; donc , 

$ f=  1 , d=i  3,  x = 1 , et  — i (.t  ±3  — 3). 

Soitj'3  — 3y2-+-  i7y  = 4;  °n  pose  y =x  + 1 pour  chasser 
le  2®  terme  et  l’on  a x1  -f- 9X  -f  6 = 0,  p = g,  q =6,  et  la 
réduite  t2  -f-  6/  = 27;  donc  l =3,  t'  — — g,  et 

s=  [/3  — 1/9  — — 0,637835=  .r,  d = 3,522333, 
puis  j^=o, 362i65,  et  1 ,3 18918  ih  1 , 761 167  [/ — 3. 
L'équ.  x3 — 3x=  18  donuc  t1  — -i8<  -f-  x =0,  t — gdz^^/5-, 
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la  racine  cubique  est  {p.  i 5î)  -f  ± 4 1/5  ; ainsi  s = 3 , d =\/5j 
en6n,.r=3>  et — \(3±:[/ — 15). 

x3 — 2^x-f-54  = o,  donne  F -J-  54<  + 729=?=  o,  ou....’. 

, * 

( t -)-27)a=o,  tz=z  — 27  ; ainsi  x — — 6 et  3 ( racine  double). 

O11  peut  résoudre  l’équ.  du  3e  degré  à l’aide  des  tables  de 
logî,  en  se  servant  du  procédé  décrit  t.  1,  p.  390,pour 
obtenir  les  racines  / et  ( de  la  réduite. 

21/(4  P)3 

tang^=  - 

tang  i p ’ 

Vil  P ) . 


Si  p ejt  positif,  on  pose 
d’où  i = 1/  ( | // )3  tang  4 <p, 


puis  V/t  = \/  ( 3 P ) X V «P,  î/4'  = — 

» 

$i  p est  négatif,  on  pose  sin  £ = 


V tang  i <p 
iVihp?  . 
? 

!/(?/>) 


d’ou  v/t=  — v/(j^)X\/ tang  4<p,  l//=-  , . _ 

4/  tang  4 <p 

Une  fois  qu’on  a prouvé  les  racines  cubiques  de  t et  t' , on  en 
tire  les  valeurs  de  r et  de  d,  et  par  suite  celles  de  x . 

Par  ex. , pour  l’équ.  x3  gx  +6  = o de  la  p.  * 54 » on  a 

p = g , q = -J-  6 ; c’est  le  i cr  cas  ci-dessus 
* * . 

a o.3oio3oo 

3 » 0.4771213 

y/3......  o.a3856o6  o.a3856o6  0.23856,6— 

6 -0.7781513  v'tang...  7.9204798 -T. 9204798 

Tangq, o.a3856o6*Vr o.i5g->4n4  •j"....  o.  3i8o8o8— 

<f=:6o0,  jç  = 3o°  lpg  tang  = 7.7614394 
• ier  terme.  ...  i,44ai5° 

•'  a®..... — 2, o8oo83 


S rzz  X « — ■ 0,637833,  A — 3,522333 
J • = + 0,318916  dr  I,75u66.  /— 3, 
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De  même  pour  xl — 7X  — 5 =o  ( paye  91) , on  a p = 2, 
q — — 5 ; on  est  dans  le  2*  cas , et  on  a 

a o.3oio3or>  ' 

{ 7.8a3go87 

y/  ....  T.9119543  T. 9119543—  T. 9119543— 

5...,.  — 0.6989700 — y/..  T.6807U4 — •••■  — 7.6807114 — 

— 1 — - - ■ ' . ■ — ■ ■ — 

Sin  ç 7.3379230 — , i*r. . 7.59266579-,  a*. . . o.23ia4ï9+ 

<f  = — 12°  34'  33"i8,  ÿ <f  = — 6°  17'  16”  59  log.  tang  = 7.o4n343  » 
i*r  terme...  9-  0,391441 
a® 9-  i,7o3ih 

% 

i=ï  = 9i  2,09455a  d = 1,311670 
x — — 1,047276  ± 0,655835.  y/— 3 

579.  Tant  que  les  deux  racines  t et  t'  de  la  réduite  sent 

3 3 

réelles,  4/ 1,  \/ 1' le  sont,  ainsi  que  s et  d;  il  suit  des  for- 
mules (3)  que  la  proposée  n a qu'une  racine  réelle.  Cependant, 
si  t = <C , on  a i/xo,  et  les  trois  valeurs  de  x sont  réelles, 
deux  étant  égales  à la  moitié  de  la  3e  en  signe  contraire.  C’est 
ce  qu’on  voit  dans  l’exemple  p.  i55. 

Mais  si  la  réduite  a ses  racines  imaginaires , c.-à-d.  si 
27  +4p3  o,  ce  qui  emporte  la  condition  que  p soit  né- 

gatif, les  expressions  (3)  restant  compliquées  d’imaginaires , il 
semble  qu’aucune  des  trois  racines  né  soit  réelle , contre  ce 
qu’on  sait  d’ailleurs  (n°533,  II).  Cette  circonstance,  qui  n’ar- 
rive que  quand  précisément  les  trois  racines  sont  réelles , a 
beaucoup  embarrassé  les  algébristes , qui  ne  savaient  pas  trou- 
ver ces  racines,  et  ils  l’ont  nommée  cas  irréductible.  Ce  cas  se 
rencontre  quand  p est  négatif,  et  que  f\p%^>  277»%  relations  que 
nous  avons  exprimée  en  une  seule  condition. 

Les  valeurs  de  t et  t'  étant  représentées  par  adz  b\/  — 1 , 
la  racine  cubique,  ou  la  puissance  j,  se  développe  (page  16) 
en  série.  Sans  exécuter  ce  calcul , il  est  visible  qu'on  n’y  peut 
trouver  d’imaginaires  que  dans  les  termes  où  b 4/  — 1 est  af- 
fecte' d’exposans  impairs;  et  comme  l’une  de  ces  séries  se  de- 
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duit  de  l’autre  en  changeant  b en  — b,  il  est  clair  qu’elles  sont 
toutes  deux  comprises  dans  la  forme  P ±.  Q [/  — 1 , dont  la 
somme  est  et  la  différence  d=zQ^/ — r.  Ainsi;  les 

formules  (3)  se  réduisent  à ces  expressions  réelles 

x = 2P,est — P ± Ql/3. . . (4). 

Nos  racines  sont  donc  réelles,  précisément  lorsque  les  équ.  (3) 
les  donnent  sous  forme  imaginaire.  Ce  cas  singulier  vient  de 
ce  qu’en  posant  x —y  -f-  z,  et yz=  — ^ p,  rien  n’exprime  que 
y et  z soient  en  effet  réels  ; et  notre  calcul  prouve  même  qu’ils 
sont  imaginaires  quand  les  trois  racines  sont  réelles.  Pour 
les  obtenir,  on  développera  la  puissance  |d e a b \/  — 1 
sous  la  forme  — 1 ; et  P et  Q seront  connus  dans 

les  équ.  (4). 

Ce  procédé  ne  serait  guère  propre  à faire  connaître  les  trois 
racines  ; les  suivans  sont  préférables.  ■ s ^ 

Lorsqu’on  connaît  l’une  a des  racines  de  x , pouf  obtenir  les 
deux  autres,  on  divise  la  proposée  par  a- — a;\e  reste  eP  -\-ap-\-q 
estnul  par  hypothèse,  et  le  quotientdu  2e  degré 
égalé  à zéro , donne  ' 

* = “î«±  V/— />—!"*•  • • (5). 

.*  « ' -t  • . -y-'  i. 

Si  la  1"  racine  a est  réelle;  pour  que  les  deux  autres  le  sofent 
aussi,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  p soit  négatif  et  ï>$  a\ 
Changeons  donc  p eu  — p,  et  désignons  par  ê'  la  dïffér.  posi- 
tive J —p  — | a1.  Pour  examiner  le  cas  dont  il  s'agit,  élimi- 
nons a entre  cette  équ.  et  7 = — a?  -p  ap,  afin  de  rendre  la 
comparaison  de  p kq  exempte  de  a.  L’équ.  finale  peut  s’écrire  ’ 
sous  la  forme  4 p3 — 27 71  = 4^  (4^  — 3/»  )*  ; et  comme  Z1  a le 
signe  -4-  dans  le  cas  actuel , on  voit  que  les  racines  ne  sont 
réelles  qu’autant  que  p est  négatif,  et  que  4pi^>  277*>  te  qqi 
rend  imaginaires  les  racines  de  la  réduite,  et  s’accorde  avec 
ce  qu’on  vieut  de  dire. 

Pour  obtenir  les  racines  dans  ce  cas,  on  réduira  d’abord  à 
— i le  coefficient  du  2'  terme  de  l’équ.  ( 1 ) en  posant  x = 3zx  \/p-t 
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on  doit  préférer  ici  le  signe  négatif.  En  divisant  par  V//>\  latrans- 

. . ! 

formée  est  z3  — z 

Vf 

• • Jk. 

Or  le  supposition  que  4p3 273^,  ou -^y  Ajjfou  enfin 

2 <7 

p— prouve  que  si  l’on  faitz=  l/f  le  résultatest 

positif  : il  a le  signe  — , pour  z = i ; il  y a donc  une  racine 
de  z entre  i et  é = 1,1647.  Faisons  z r=  1 -f-v,  v sera- 
<^o,  i547>  et  on  pourra  négliger  u3,  pour  upe  1™  approxima- 


tion ; savoir  iv  -f-  3-d2  = 
par  suite 


? . 
I /P3’ 


résolvant  cette  équ.  on  a % et 


* *=*^(*  + ^7+^)  (6). 

On  donne  à cette  valeur  approchée  de  x un  signe  contraire  à 
celui  du  dernier  terme  q ; on  procède  ensuite  à une  approxi- 
mation ultérieure  par  les  procédés  ordinaires  ( n°  538  ) ; l’ex-- 
pression  (5),  qui  revient  à x = — ;«±  ^/ê',  donne  ensuite 
les  deux  autres  racines. 

«# 

Ainsi  pour  l’équ.  x 3 — 5a: + 3 = 0,  on  a x = — zy/5; 
3 

d’où  *3  — z = -p — - ; d’où 

5{/5 


* = -i  v/5(a+y/i+  gj^g)  =*—  \\/5‘ 3,343=— 2,49a ; 
puis  par  suite,  x= — 2,490862,  1,834245  et  o,6566i66. 


58o.  Mais  si  l’on  veut  recourir  aux  logarithmes,  on  préfère 
se  servir  du  procédé  suivant.  Il  suit  du  théorème  (2),  n°  672,  en 
faisant  n = 3,  que  le  rayon  étant  Un, 

J ■* 2 J-  cos  | ç + 1 divise  yE  — iy3  cos  p + 1 . 

Soit  fait  x = m(,y-\-  y~ '),  dansa:5 — px  -f-  q = o jynous 
mettons  — p , parce  que  nous  ne  traitons  ici  que  le  cas  où 
27?’  + 4/>3  est  négatif; 


i-V-t 

' ✓ r 
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d'où  m»  (j*  +y~3)  4-  (3m3  — pm  )(y+y~')  + ?=  o. 

On  chasse  le  2e  terme  en  posant  3m*  =p  -,  d’où  m = 4/  ±p. 

q 

Donc  r6  -J ■— — 5 -f-  i = o.  Mais  dans  le  cas  que  nous  trai- 

■ v(\p)3  , H 

tons,  test  imaginaire  dans  l’équ.  (2),  ou  qY  <(jp)3:  on 
peut  donc  trouver  un  arc  p dont  le  cos.  soit  la  moitié  du  facteur 
de  y3,  puisque  cette  moitié'  est  <[  1 ; 


cos  p 


—9 


;•••  (7); 


a‘iPP  dP) 

alors  la  proposée,  se  trouvant  réduite  à notre  2e  trinôme,  est 
divisible  par  y”  — ?y  cos  § p -f- 1 = o ; divisant  par  y , ou  a 
y -f -y~'  = 2 cos  | p ; et  comme  x = m(y  -\-y~') , on  a 

x — i V (kP)-  cos|<p (8). 

L’arc  p sera  donné  par  un  calcul  logarithmique  : on  en  pren- 
dra le  tiers , auquel  on  ajoutera  120°  et  240°,  parce  qu’on  peut 
prendre,  outre  l’arc  trouvé  dans  la  table,  les  arcs  <p-f-2sr, 
p -}-4sr»  qui  ontle  même  cosinus.  L’equ.  (8)  , où  cos  i p prend 
trois  valeurs,  déterminera  les  trois  racines  réelles. 

Soit,  par  ex.,  x3 — 5x — 3 = o;on 

K a 3 

&p  =5,  q — — 3,  cos  tp  = -——5. 

2 * 3 V 1 

Le  calcul  ci-contre  donne  <p=45°48'9“, 
dont  le  tiers  est  i50i6,3".  On  y ajoutera 
1 2 o°  et  240°,  et  l’o  n prendra  les  cosin  us, 
qui  sont 

cos  i5°  16'  3"  — sin  43°  1 6' 3*,  — cos  75°  16'  3“ 

k 

0»  prend  ci- contre  , 


5 . 
3 

diff.  . 
moitié  . 

2 

don. 

3 

cos 


• • 0,6989700 

• •— °A'j7  iai3 
. . 0,22184851 

0,1109243 
.. . o,3oio3oo 
. . — o,6338o3o 
..+0,4771213 
. . t,8433 1 83 


»v1 

cos 


0,41 I9543 
T> 984395 5 


0,4119543 

t,85i5o32 — 


x ...  0,3963498,  0,2634575—, 

x — 2,490862  — 1,834245 


0,4119543 
1,4053576 — 

1,8173119—, 
— o,6566i66 


Pour  l’équ.  x3  — 5x  -fr  3 = o , il  suffit  de  changer  x en  — x, 
et  l’on  retombe  sur  l’équ.  précédente  : on  a donc  les  même» 
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racines  en  signes  contraires.  Au  reste,  en  traitant  directcmeftt 
cet  ex.,  l’équ.  (5)  donnant  cos  <p  négatif , l’arc  <p  est  ^>90°,  et 
le  supplément  du  préce'dent  : le  calcul  se  continue  de  même. 

Soit  l’équ.  x3  — + 1 = o : d’où  cos  ç — — -- \ ■ Le  cal- 


a.fl/f. 

cul  donne  p=io8#  5j'  3",  5,  et  l’on  obtient  enfin 

ar=  1,860807. .. . — 2,114907....  0,254099.... 

t 

Équations  du  quatrième  degré. 

58i.  Soit  proposée  l’e'qu.  x^+px1  -i-qx-j-r  — o ; pour  la 
résoudre,  employons  la  même  marche  que  pour  le  3e  degré  ; 
regardons  x comme  formé  de  deux  parties,/  et  z,  x=y  -f-  * ; 
d’où 

jé  + (6z*  + p)jr*  + (*♦  + Pz"  + ?*  *f  r) 

+ 4ZJ'3  + (4*3  4-  2/jz  + q)y  = o. 

Mais  nous  pouvons  poser  une  relation  à volonté  entre,/  et  z : 
égalant  à zéro  la  2e  ligne  qui  renferme  les  puissances  impaires 
de./,  nous  avons  • . * 

y’1~~z'—1i  — jr — (0- 

2 !\Z 

La  transformée  devient,  en  éliminant  y*, 
z6  -f-  4-  Mp*  “ 40**  — 

équ.  qui  n’a  que  des  puissances  paires  de  z.  Faisons  donc,  pour 
simplifier , z1  = 1 1 , et  nous  aurons  ■ 

t3-{-2/5t* +(/?’  — ^r)t — </■  = o-.;- • M). 

C’est  la  réduite  qui  est  du  3e  degré,  et  a nécessairement  au 
moins  une  racine  réelle  et  positive  (*)  : désignons  par  t cette 
racine;  nous  avons  z = ±{  y/ 1,  où  le  signe  est  arbitraire. 


• V I * ’v 

(*)  Il  faut  dégager  cette  équ.  de  son  ae  terme , en  posant  t = = (u  —ip)\ 


d’où 


u5  — 3u  ( p * 4*12)  + 1 ’Xpr  — — 379*  = o 


W * 


V 
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QUATRIÈME  DEGRÉ.  ig, 

Substituant  dans  x xxy  + z et  dans  (1),  il  vient 

x=jr±\y/tt  r = i(-^V=i=^)....  (2). 

On  trouve  enfin,  en  ayant  égard  à la  correspondance  des  signes, 
et  éliminant,/, 


Ainsi  1 on  résoudra  la  réduite  {A)  ; et  prenant  une  racine  po- 
sitive /,  on  la  substituera  dans  les  formules  (B),  qui  donne- 
ront les  quatre  valeurs  de  x. 

Soit,  par  ex-,  ^,?=ia,etc.; 

la  réduite  est  t3  — 194*4.96/  = r 44.  L’une  des  racines  4 = 3 
donne  :..«-***•*  ? 

' * « .1  . • ■ , * . 

* = i}/3±*/(4-2V/3),  et  — ii/3±y/(4-faV3)i 
et  comme  (p  i5i)  v/(4±2|/3)=  1 ±^/ 3, 
on  a ar=  i ±±i/3,  æ = — i±fi/3. 

L équation  — 25ara  4 6oar — 36  = o a pour  réduite , 

1 3 — 5ota  -f-  7694  = 36oo;  prenons  < = 9,  et  nous  aurons 
x = 3,  2,  r et  — 6. 

Pour  iW+ 1 = o , on  a r3  — 4<  = 1 ; d’où  r = 2 , 1 1 4907 . . . 
(vojf.  p.  160);  on  en  tire 

ar==  — o, 7271360 ±0,934099  »/— t, 

•j.  * = 40,727136  ±o,43ooi39  [/ ~ 1. 

Enfin,  l’équation  a:1* — 3x* — 42*  — 4°  donne 
».  t3  — 6ta-^- 1694=11764; 
d'où  1 = 9;  puis  x = 4«  — 1 et;(3±|/  — 3i). 

582.  Si  l’on  mettait  pour  4,  dans  les  équ.  B,  toute  autre  ra- 
cine de  la  réduite , on  n’obtiendrait  pas  des  valeurs  differentes 
pour  x,  et  l’on  ne  préfère  la  racine  positive  4 aux  deux  autres 

T.  If.  ,, 
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i et  t , que  pour  la  commodité’  des  calculs.  En  effet,  expri-* 
nions  ces  râleurs  B en  fonction  des  trois  racines.  On  a 

* + *'  + *'  = — a/>,  t.S.t’  = q* 

~ w 

la  i”  donne  { ■+■ 1"  = — 2/»  — t , . 

. (3) 


la  2* 


d’où 
ou  bien 
de  même 


(4) 


xs=4(v/t±j/i,q:i/0  1 
Vtlzy/f)  j 

Ces  êqu.  ne  conviennent  qu’autant  que  q est  positif;  car  il 
faut  observer  que  la  réduite  ne  contenant  pas  q,  mais  ÿ’,  con- 
vient à la  proposée  quel  que  soit  le  signe  de  q , bien  que  les 
racines  x soient  différentes  pour  -j-  5»  et  pour  — q.  Mais  dans 
les  équ.  B , comme  on  doit  substituer  la  valeur  de  q avec  son 
signe,  cette  circonstance  rétablit  les  données  telles  qu’elles 
sont.  Il  n’en  est  pas  de  même  dans  les  équ.  (4)  où  q n’entre 
plus;  aussi  faut-il  avoir  égard  au  signe  de  q dans  l’équ.  (3), 
et  prendre  {/t  en  — , quand  q est  négatif,  pour  que  les  deux 
membres  y aient  le  même  signe  ; les  radicaux  des  deux  parts , 
devant  recevoir  le  ±.  Ainsi  quand  q sera  négatif,  il  faudra 

poser  ÿ(t'in)  — — ce  qui  donne  aux  valeurs  B la  forme 


x=-;(v/i±i/f±yo  1 

* — H—  Vtefc  V'*'=PV/‘")  J 


.(5) 


Or  remarquons  que,  dans  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas, 
les  équ.  4 et  5 sont  symétriques  eu  /,  t'  et  /*,  c.-à-d.  que  les 
expressions  donnent  les  quatre  mêmes  valeurs,  lorsqu’on 
change  l’une  de  ces  lettres  en  l’autre.  Ainsi  ces  équ.  4 et  5 
étant  les  mêmes  que  B sous  une  autre  forme , les  équ.  B ne 
donnent  que  4 racines.  , 

Les  formes  4 et  5 sont  d’ailleurs  propres  à faire  reconnaître 
la  nature  des  racines  de  x : car 
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, 

1°.  Si  la  réduite  a ses  trois  racines  réelles,  il  ne  peut  arri- 
ver que  deux  cas;  comme  leur  produit  t.é  ,t"~ q-1  est  positif, 
ou  deux  sont  négatives,  ou  aucune  ne  l’est.  Dans  ce  dernier 
cas,  {/t,  S/t! , V/t"  sont  réels,  et  nos  quatre  racines  de  x sont 
réelles.  Dans  l’autre  cas,  au  contraire,  \/i  et  \Zt”  sont  ima- 
ginaires, et  les  quatre  valeurs  de  x le  sont  aussi.  Donc , quand 
la  réduite  tombe  dans  le  cas  irréductible , la  proposée  a ses 
quatre  racines  ensemble  réelles  ou  imaginaires,  selon  que  t a 
trois  valeurs  positives  ou  une  seule.  On  en  a vu  des  exemples 
ci-dessus. 

Cependant  s’il  arrive , dans  ce  2e  cas , que  t'  = t" , comme 
deux  de  nos  valeurs  de  z contiennent  la  différence  des  radi- 
caux V/f",  1/ 1" , les  imaginaires  s’entre-de'truisent,  et  la  pro- 
posée a deux  racines  réelles  et  égales,  et  deux  imaginaires. 

2°.  Si  la  réduite  n’a  qu’une  seule  racine  réelle  t ; comme  t 
est  alors  positif,  v^test  réelle.  D’ailleurs,  désignons  t' et  t“  par 
a±b\/  — x , d’où 

V t'db  J/ 1"  = [/  (a  + b 1/  — i)  ± [/  (a  — b ÿ — x)  ; 
le  carré  est  ({/ 1' ±.  ÿ t"y  — aa ± 2 |/  (a%  -f-  b”). 

Ce  dernier  radical  est  visiblement  réel  et  a;  ainsi,  notre 
carré  a deux  valeurs  réelles,  l’une  positive,  l’autre  négative  : 
en  extrayant  la  racine,  qui  est  i on  a donc  une 
quantité  icelle  \/ A d’une  part,  et  une  imaginaire  {/  — B de 
l’autre.  Remontant  aux  valeurs  précédentes  de  a:,  on  voit  clai- 
rement que  si  la  réduite  n’a  qu’une  seule  racine  réelle  t,  celle-ci 
est  positive,  et  la  proposée  a deux  racines  réelles  et  deux  ima- 
ginaires. 

IV.  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


. Puissances  des  racines  des  Équations. 

* 

583.  On  dit  qu’une  fonction  est  symétrique  ou  invariable, 
quand  elle  n’éprouve  aucune  altération,  eu  yécliangeant  toutes 
les  lettres  qui  s’y  trouvent  l’une  en  l’autre  : telles  sont 

il.. 
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i/o -J-  {/b,  a-t-i-f-  si»  q.  sia  b,  etc  , qui  demeu- 
rent les  mêmes  lorsqu’on  met  b pour  a,  et  a pour  b.  Les  coefti- 
ciens  des  divers  termes  d’une  équ.  fx=z  o sont  des  fonctions 
symétriques  des  racines  a,  b,  c. ..  (n°  5oa).  ’ v 

* Nous  représenterons  à l’avenir,  par  \aab^c/ . . . ],  la  fonction 

symétrique  dont  a*b^cv . . . est  un  terme,  et  dont  on  obtient 
les  autres  termes  en  échangeant  chaque  lettre  a , b,  c. . . en 
toutes  les  autres  successivement  : par  Sm  la  somme  des  puis- 
sances m de  ces  racines , ou  S„  = am  bm  cm . . . . Or , sans 
connaître  ces  racines  , prouvons  qu  on  peut  toujours  trouver 

les  quantités  Sn  et  \attb^cv . . . .]  , quels  que  soient  les  entiers 
, en  fonction  des  coeffieiens  p,q. ...  de  la  pro- 
posée, 

fx  — xm  4 - pxm~' qxm~% . .. . -f-fx-f-u  = o. 

fx  est  identique  avec  (x — a). (x — b).(x  — c). . . , et  l'on  a vu 
(n°  520,  20)  que  la  dérivée  fx  est 

mxm~’  -J-  (m — i)  px*—‘ . . . -M=(r — A)  (*—«)• . • -f-  (x — a)  (x— c).  • • etc. 

En  divisant  par  fx , on  trouve 

mx™— — i i ^ I ^ i 

. . . -f-u  x— 4 x — b x — c ** 

En  développant  (x  — a)~‘ , on  a. (page  ty,  I ) 

i i , a a7  a3 

' ^ — ~ — - + — , + 
x—a  x x x x* 


Changeant  a en  b , c. . . ; et  prenant  la  somme  de  tous  ces  ré- 
sultats, notre  second  membre  est 


S*»  * 


=”+1+1+1+^ 


Multipliant  donc  l’équ.  par  xm  4 pxm~'  -+-  yarm—i-(-  rxm~3. . . 


— i)pxm-'-4-ljn—2)qxm-i -M  ■=: 


mx«-*  -f.  S,lx— 2 + Sa 

x*l~J  -f-  Si 

x*-  * . . . tte. 

•j  ••h  Si 

-hmpl 

~hpS» 

. . . +pSi-, 

-f 

t ’ - a 

* -4-  mr 

. . .-f-rSi—l 
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Le  i“  membre  a m termes;  le  second  va  à l’infini,  chaque  ligne 
ayant  son  i"  terme  reculé  d’un  rang  de  plus  à droite  que  dans 
la  ligne  qui  précède;  il  y a m-\- 1 lignes.  En  comparant  les 
coefliciens  des  mêmes  puissances  de  x dans  cette  identité,  on 
obtient  une  infinité  d’équ . Les  m tre‘  équ.  ont  chacune  un  terme 
de  plus  que  la  précédente;  elles  sont  (en  supprimant  mp,mq..., 
aux  deux  membres) 

'S.+/^o,S1+/>SI  + 2y:=o,S3+pSa  + ?S,  + 3r=:o. . . f 

•Sk  -hpSk—,  -fqSk—i  -4*r5»_3. . . . -f-Ai<  = o....  (^4). 
k étant  un  entier  <>n,  et  v le  coefficient  de  xm~h  dans  fx.  Au- 
delà  de  ces  m équ. , le  i"  membre  ne  donne  plus  de  terme  à 
comparer  avec  ceux  du  2e,  et  l’on  trouve 

Si  +pSt„,~\-qSi_1  +/\Sj_3. . . -f-  uSi~m—  o. ...  (fi), 
l étant  un  entier  > ou  =m.  On  a S0  = a°  . . = m. 

■ r * , . 

584-  Ces  équ.  sont  dues  à Newton  : en  voici  l’usage. 

La  i*  donne  S,= — p,  valeur  qui , introduite  dans  la  2e, 
donne  S,;  on  a ensuite  S 3 • . . 

S,  =—p , S,  — — pS, — 27,  S3  — — pSt  — qS,  — 3r ; 

et  ainsi  de  proche  en  proche.  Eu  général,  la  valeur  de  Si  con- 
duit à cette  ïègle.  Sous  les  m termes  qui,  dans  la  série  des  S , 
précèdent  celui  Si  qu’on  veut  calculer,  écrivez  les  coefliciens  de 
fx  en  ordre  inverse,  avec  des  signes  contraires;  multipliez  cha- 
que terme  par  celui  qui  est  au-dessous,  ajoutez,  et  vous  aurez 
le  terme  suivant  Si  : > t 

4 \ * ~ 

S l_m , S[ — fn__, . . . S 1^3  j Sl&i , 

— u,  —t...  — r,  —q,  — p . 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  xi — 3arJ-f-2x — 1=0,  où  p=  — 3, 
q — 2,  r= — t;  les  facteurs  seront  1,  — 3 et  3.  Ainsi,  on 
trouve  d’abord  Sa  — 3 , S,  = 3 , S,  — 5 ; la  série  des  S se  con- 
tinue comme  il  suit,  chaque  terme  étant  formé  du  produit 
des  trois  qui  le  précèdent,  multipliés  respectivement  par 
1 , 3.  et  3,  ■ 

3,3,5, 1 2,29,68, 1 58,367 , 853 ,1 983 ,4610,10717, 2491 4,57g  1 8 ; 

1 
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Pour  x i 3xa-|-  12^=4,  les  facteurs  sont  4,  — 12  et  3, 
et  l’on  obtient 

3,3,  i5,  69, — i5,  323,  2033,-2517,-29535... 

Enfin , pour  x * — 2x=5,  les  multiplicateurs  sont  5 , 2 et  o ; 
on  trouve  3,  o,  4,  ,5,  8,  5o,  9. , i4o,  43a. . . 

En  appliquant  ce  théorème  à x-"—  ,=0,  on  trouve,  comme 
page  43, 


*^1  — — S3  = . . . 


*^m  — ~~  ' — ■ ...  TTl, 


Il  est  donc  facile  d’obtenir  la  somme  de  toutes  les  puissances 
entières  des  racines  d’une  e'qu.  sans  connaître  ces  racines.  S’il 

s agissait  des  puissances  négatives,  on  changerait  z en-,  et 

1 on  appliquerait  nos  formules  à la  transformée  en  y ; on  au- 
rait les  sommes  demandées.  Pour  l’équ.  x3  — 3xa  -j-  2X  — t 
on  aurait  les  facteurs  1 , — 3 et  2 de  la  transformée  ; d’où  les 
sommes  des  puissances  positives,  qui  sont  les  négatives  de- 
mandées, 

3,2,  —2,  —7,  —6,7,25,23,  —a?,,  — 88 

585.  Cherchons  à exprimer  ■ toute  fonction  symétrique 

r et  ^ 

j a b c . . . J , à l’aide  de  S,  S , S3.. . . , le  nombre  des  ra- 
cines a,  b,  c. . . . comprises  dans  chaque  terme  étant  n.  Cette 
fonction  s’obtiendrait  en  permutant  les  m lettres  a,  b,  c... 
«le  toutes  les  manières  possibles,  n à n,  donnant  à la  ire  lettre 
l’exposant  a , /3  à la  2e ...  ; le  nombre  des  termes  sera  [mPri], 
Cependant,  s’il  arrivait  que  deux  exposans  fussent  égaux, 
« = /8,  comme  les  initiales  ab  , ba  n’apporteraient  aucune  mo- 
dification au  terme  résultant  , le  nombre  des  termes  ne  se- 
rait que  la  moitié  du  précédent  : il  serait  le  6e  dans  le  cas  de 
trois  exposans  égàux , etc.  (voy.  n°  4q3). 


Pour  obtenir  la  valeur  de 


r a*tfl, 


dont  les  termes  ne  con- 
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tiennent  que  deux  des  m racines , opérons  les  permutations, 
comme  n°  492 , en  multipliant, 

5^=  «*  + ^ + £*• . ■ par  Sa  = céù  + ■+■  c^- • • -s 

' . "“i  V ; ^ . 

Si  les  facteurs  partiels  contiennent  la  même  racine,  le  produit 
partiel  a la  forme  a*+0  ; sinon  ce  produit  ..est  tel  que  a*bP. 

Ainsi  le.  résultat  sera  5’-_ ^ -4-  [«“WJ  ; doi^Tf 

[a*^]  - 5a+yS.r.HO. 

De  même,  pour  la  fonction  [a“A^c*] , multiplions  [a*^]  par 
«Sj,;  (O  deviendra  = 5tt  X X ^ X Sy.  Formons 

le  produit 

(^+ÛV+  AV+,.;)x(«5'  + t’'  -f  cv..J. 

T * . . ' *. 

i°.  Si  les  facteurs  partiels  n’ont  pas  de  racine  commune , le 
produit  partiel  est  tel  qu ea*b^cy  -t  ces  résultats  réunis  forment 
la  fonction  [a*b^c?]  dont  on  cherche  la  valeur. 

20.  Si  les  facteurs  partiels  comprennent  une  racine  commune, 

le  terme  est  tel , que  aa+v  $ , ou  a*b^+y , suivant  que  cette 
racine  est  le  i*r  facteur  ou  le  2e.  De  là  résultent  les  fondions 
j [«“£$+>],  dont  l’équ.  C donne  les  valeurs  : 


S*+y  X Sfi 


\+t+y 


> $<,  X Sa 


on  a donc  . . , (Z>) 

[*‘ b& C>]  = S«-  S/3 S> - + /35>-S*+  y-S/3~SH+y S<t+  ^«  + ,0  + *; 

- * 41  - 
L’esprit  de  ce  genre  de  calcul  est  facile  à saisir,  et  l’on  peut 
l’appliquer  aux  fonctions  symétriques  formées  de  quatre  fac- 
teurs et  au-delà.  On  sait  donc  évaluer  ces  fonctions  à l’aide 
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des  seuls  coeflicietas  de  la  proposée , puisque  les  S sont  connues 
par  ce  qu'on  a exposé  précédemment. 

- Observez  que  si  la  fonction  symétrique  proposée  était  frac- 
tionnaire , en  la  réduisant  au  même  dénominateur , elle  for- 
merait une  fraction  dont  chaque  terme  serait  une  fonction  in- 
variable. C’est  ainsi  que 

b 


~a 


O 


t 

c . b 


V >our  + z + z + l + -_  + ï.:-:ï 


c . a _ O’*] 


b’  '‘o  abc.' 


Appliquons  ces  préceptes  généraux. 


Résolution  numérique  des  Équations. 

' " « • . v- 

586.  Plus  a sera  grand  par  rapport  aux  autres  racines  5, c..., 

plus  Sk  approchera  d’être  égal  à son  i"  termea*,et5s_,  à a*-1  ; 
ces  S sont  d’ailleurs  counues  d’avance.  Donc,  en  divisant,  on 
■ trouve  a = Su  5*_,.  Ainsi,  après  avoir  formé  la  série  des 
nombres  S,, S,, S, . . . , le  quotient  de  chaque  terme  par  celui 
qui  le  précède,  approchera  de  plus  en  plus  de  la  racine  supé- 
rieure a,  à mesure  que  l’indice  de  S sera  plus  élevé.  On  pour- 
rait de  même  obtenir  la  moindre  racine  (n°  507,  20) 

Les  imaginaires  peuvent  modifier  notre  proposition  ; car 
soit  x ~ a zt.  fi  \/  — 1 : faisons  * = a cos  <p , /3  = a sin  9 , ce 
qui  est  toujours  permis,  puisqu’il  en  résulte 

0 

A tang?  = -, 

équ.  d’où  l’on  peut  conclure  a et  l’arc  <p  dans  tous  les  cas. 
O11  a x =*‘a  (cos  <p  Hz  sin  <p.  1/  — 1)  ; d’où  (note,  page  1 44) 

(«  ±/S  \/  — i)‘=»‘  (cos  ApztsmAÿ.  1/  — i).  ' 

r • ■»' 

Nos  deux  racines  imaginaires  supposées,  introduisent  donc 
dans  Su  le  terme  2A*  cos  k/p.  Il  faut  donc  que  a,  ou  l/f»1  -J-  /3S) 
soit  moindre  que  la  plus  grande  racine  a , pour  que  le  théo- 
rème précédent  soit  vérifié. . 

Pour  le  ier  ex.  delà  p.  i65,  on  a 5,3  = 67918,  5,a=249i4; 
le  quotient  §||-— [=2,324?  1 ^7  est  une  va^eur  approchée  de  x. 
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587.  Cherchons  l’équation  au  carré  des  différences, 

Fs  ==  *•  + Pz*—  -f  Çs»-J \.V=o, 

où  les  inconnues  sont  P,Q. . . U.  Nous  avons 

(x— a)'  = xl  — lax1-'  + A'  a*x'“*  — A"c?xl~3. . . ±.  a', 

(x — b)' ■ =xl  — lbxl~‘  4 A'  b*xl~‘  — A"b'xl~3 . . . 

(x — c)1  = x1  — lcxl~l  4 etc. 

Ceséqu.  sont  en  nombre  m;  l,A'  ,A" . ..sont  les  coefficiens 
du  binôme  pour  la  puissance  l.  Ajoutons,  le  2e  membre  sera 

,mx!  — lS,xl~'  +A'S*x1-'3  — A" S 3Xi“3. . . .rfc  Si. 

Changeons  successivement  x en  ù,b,c. . . . , ‘ / 

(a  — b)1 4 (a  — c)*. . . — ma1  — lSlal~i  -f-  . . . 4 Si, 

\ 

• (6  — a)1  -f-  (.b  — c)1. . . = mbl  — lS,bl~ 1 -j-  ...  ± Si, 

(c  — a)1  4 etc. 

En  ajoutaut  toutes  ces  équ. , le  i"  membre  est  la  somme  des 
puissances  1 des  différences  de  toutes  les  racines , retranchées 
deux  à deux.  Le  2'  membre  est 

mSi  — lS{Si_,  4 A'  S,Si-a  — A''S3Su3  4 • • • • — mSj. 

Or,  si  l est  impair,  on  ne  peut  rien  tirer  de  cette  formule  , 
car  les  différences  sont  égales  d'eux  à deux  en  signes  contraires, 
et  leurs  puissances  l s’entre-détruisent.  Le  2'  membre  est 
formé  de  termes  dont  ceux  qui  sont  à égale  distance  des  ex- 
trêmes ont  même  coefficient,  mêmes  indices  pour  S,  avec  des  * 

signes  contraires  ; ces  termes  se  détruisent  donc  aussi  : de 
là  o = o. 

Mais  si  l est  pair,  (a — b)1,  (b — a)1 sont  égaux  deux  à 

deux,  et  chaque  terme  du  1"  membre  est  double  ; d’ailleurs, 
les  parties  du  2*  sont  encore  égales  deux  à deux , mais  ont 
même  signe  : elles  se  doublent  donc  aussi , excepté  le  terme 
moyen , qui  ne  s’accouple  avec  aucun  autre.  Prenaut  la  moitié 
des  deux  membres,  chaque  terme  redevieut  simple  , et  il  faut 
réduire  le  terme  moyen  à moitié.  Ainsi,  d’une  part,  faisant 
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l=2Î,  le  îtr  membre  devient  la  somme  des  puissances  a», 
des  diff.  des  racines , ou  celle  des  puissances  i des  "carrés  de 
ces  diff.,  somme  que  nous  représenterons  par/].  D’une  autre 
part  ii,  A'  y A".. . désignant  les  coefficiens  du  binôme,  pour 
l’exposant  ai  il  vient  (p.  6)  . . . » • • t . . 


— — 2 iSy,.  5,;_,  -f-  A'  5,5  ( ) — A‘‘  S$S  . . 

i 2 i (21  — i)  (21 — 2)  ....  (i-f-i) 


2 . 3 . 4 ... 2t 


x {sir  •••  (A). 


Les  coefficiens  ai,  A!  A" . . . ont  pour  valeurs  les  nombres 
de  la  ligne  2 i dans  le  tableau , p.  8 ; on  doit  s’arrêter  au  terme 
du  milieu  dont  on  prend  la  moitié.  Ces  facteurs  sont  pour 


4,  3 

6,  i5, * 10 
8,  28,  56,  35 
to,  45,  120,  210,  126 
ta,  66,  220,  49^,  792,  462.  etc. 


D’où  l’on  tire 

f,=mS,-(S,)>  f (=mSt — 8S,S,  • .+35(50* 

/,=mS 4 — 4SiSj-t-3(Sa )>  fs=mS,o — 10 S,S-a  ... — ia6{Sj)1 

fi=mSc — 65 1 Sj-t- 1 5S,S; — i o(Sj)’  f 6=ra5ia— laS.S, , , .,-4-462  (Se)1*. 

Cela  posé  , si  l’on  a calculé  la  série  5,5,5» . . . , on  pourra 
tirer  de  cette  écju.  les  valeurs  de  (a — by  -f-  (a — c)’...,en 
faisant  i = 1 ; ce  sera  la  somme  /,  des  puissances  1 des  ra- 
cines de  Fz~o  ; 1=2 , donnera  de  même  (a — by~j-(a — c)4. . . , 
ou  /, , etc.  En  général , l’cqu.  (IV)  donnera  la  somme  fi  des 
puissances  i des  racines  de  l’équ.  au  carré  des  différences.  Or, 
d’après  les  équ.  ( A ) p.  i65,  appliquées  à cette  équ. , on  a 

P=-f, , Q= — ï\Pf,+f*) , R=-KQf,+PA+f3).  . - 

Le  calcul  des / devra  être  poussé  jusqu’à  l’indice  n=jm(m — 1), 
degré  de  Fz , et  celui  des  5 jusqu’à  un  indice  double. 
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Pour  a:5  4- <^4-  r=o, les  ■$„$,. . . . sont 

3,  o,  — 2 7,  —3 r,  2 7*,  5qr,  — 371  + 3r»  ; 
d’où  f,=—6q,f,z=l8q\  f3=—  66q3  — 8ir»; 

P = 67,  Q=  97»,  fl  = 27r»  -f  4?5; 

Ce  sont  les  coefficiens  de  l’équ.  au  carré  des  différences  pour 
le  3e  degré.  On  trouvera  les  formules  pour  le  4*  et  le  5*  degré 
dans  la  Résolution  numér.  de  Lagrange , n°*  38 , 3g  et  note  III. 

Équations  du  second  degré. 

588.  L'équ.  Æ*  4- px  -f -7=0  ayant  a et  b pour  racines  in- 
connues , cherchons  la  valeur  z = c 4-  mb,  m e'tant  un  nombre 
arbitraire.  Comme <2 -f-  b — — p, ces  deux  équ.feront  connaître 
a et  b } quand  z sera  obtenu.  Mais  on  ne  peut  trouver  cette 
valeur  de  a -f*  ml) , sans  obtenir  aussi  celle  de  b 4-  ma  ; z ayant 
ces  deux  racines , est  donné  par  cette  autre  e'qu.  du  2'  degré 

[î-(a-j-mi)]  X[z—(ù  + ma)  ] = °*% 

11  est  donc  impossible  de  tirer  parti  de  ce  calcul,  tant  que  m 
demeure  quelconque.  Mais  si  cette  équ.  en  z est  privée  du 
2“  terme,  ce  qui  arrive  quand  m — — t , on  a 

z"=(a — é)’  = aa  +5*  — 2 ab  = <Sa  — 27  ; 

**  * ,* 

et  comme  (p.  i65)  5a  = />’  — 27  , on  trouve 

z = « — b=z±  !/(/>’—  47),  a+b——p,... 

d’où  l’on  tire  enfin  les  deux  racines  a et  b. 

’ * , . , « 

Équations  du  troisième  degré. 

*-  ' y" 

58g.  Les  racines  de  x3  ~f-  px  4-7=0  étant  a,b,c,  la 
quantité  z = a 4-  mb  4-  ne  est  susceptible  de  6 valeurs 
(équ.  2 ci-après) , quand  m et  n sont  quelconques  : et  comme 
on  ne  peut  trouver  l’une  de  ces  valeurs,  sans  que  le  calcul  donne 
en  même  temps  les  5 autres , z doit  être  racine  d’une  équ.  du 
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6*  degré  : il  est  donc  inutile  d’espérer  qu’on  trouvera  z avant  x . 
Cependant  si  l’on  admet  que  m et  n peuvent  recevoir  de  va- 
leurs telles , que  cette  équ.  en  z soit  zs  -f-  Az?  -J-  B — o , ré- 
soluble par  le  2*  degré  (n°  5^5 ) , on  en  tire  bientôt  z,  et  en- 

suite x.  En  effet,  posant  £'  — u,  on  a 
* * ’ «*»  . » 

« = — \A±  ]/  (\A'  — ff)=z3....(i). 

Désignant  par  z'  et  z"  les  deux  racines  cubiques  de  u,  et  par 
celles  de  l’unité  (n°  56g) , les  six  valeurs  de  z doivent 
résulter  de  tous  les  changemeus  de  place  entre  a,b ,c, dans  le 

trinôme  a -f-  mb  -f-  ne  : posons 

< > 

z"  = a -f-  nb  -f-  me ...  (2) 

a’z"  = b -f-  nc  ■+■  ma, 

az " = c + na  -f-  mb . 

Chaque  lettre  passe  ici  d’un  rang  à celui  qui  est  à gauche,  et 
le  Ier  terme  à la  dernière  place.  Il  reste  donc  à déterminer  les 
arbitraires  m et  n,  de  manière  à ce  que  ces  six  équ.  soient 
réalisées.  Multiplions  az'  par  ; il  vient,  à cause  de  a}  = 1, 


z' = a -{-  mb  -f-  nc 
mz  — b A-  me  -f-  na 
a*z'  = c - f.  ma  -f-  nb 


z'  x=.-x?b  -f-  mx’c  -f-  n*2a  = a -f-  mb  -J-  nc. 

L’identité  exige  que  les  coefficiens  respectifs  de  a,b,c,  soient 
égaux  , ou  *’  =c  m,nttz*  n,na*  = 1 donc  m r=«’,n  as  a. 
En  substituant  dans  les  six  équ.  (2),  on  trouve  qu’elles  sont 
une  conséquence  de 

z'  = a -f-  ac  -+•  a'b , z"  = a -f-  ab  -4*  a’c.  . . (3). 

Ainsi,  en  prenant  m =a*,n  = «,  notre  trinôme  a six  valeurs, 
qui  ne  forment  que  deux  cubes  différons  z'3,z"3  ; car  en  multi- 
pliant les  équ.  (3)  par  a et  , on  reproduit  les  6 équ.  (2)  dont 
les  »***  membres- n’ont  visiblement  pour  cubes  que  z'3  et  z"3. 

Tl  est  donc  certain  que  les  6 valeurs  de  z sont  racines  d’une 
équ.  de  la  forme  z6  -f-  Az*  -f-  B=  o , ou 

(z3  — z's)  (z*  — z"3)  = z6 — (z'3  -f-  z"3)z'  -j-  z 3z"3  =;  o ; 

il  reste  à déterminer  A et  Z? , savoir  : 

A _ _ (**  + ,.3J  , , 
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car  line  fois  A et  B connus  en  fonction  des  coefficiens  p et  q , 
l’equ.  (i)  donnera  les  valeurs  de  zH,  dont  les  racines  cubiques 
z'  et  z"  seront  connues.  Les  équ.  (3)  donneront  ensuite  a,b,c*,  \ 
comme  nous  le  montrerons. 

Développons  le  cube  de  z'  = a -+-  «c  -J-  , en  mettant 

i pour  «c3  chaque  fois  qu’il  se  rencontre  , 

z's=S 3-\-6abc  + Zct(a'‘c-\-b,a-\-c‘‘ b)  -f-Sa^a’ô-f-c’a-f-Æ'c). 

On  obtient  z"3  en  changeant  ici  b en  c ; ajoutons  ces  deux  ré- 
sultats, il  vient 

— A = 2 $3  — I iq  4-  3 (a  -fa2)  [ àb ] = 5 S3  — i 2q, 

k cause  de  abc=z  — q, S,  = o,«  -j-*5  = — i , et  de  la  formule 
(C,p.  167)  qui  donne[a5£]  = — S3  : et  commets  = — 3 q; 

on  a A = n’jq.  ■ 

D’un  autre  côté , z'z*  =5,  -4-  (*  -J-  *“)  [ab~\  = — 3/s », 
à cause  de  >$„  = — 2/?,  —p,  «+*’== — », 

le  cube  est  5 li 

Ainsi,  a = — 27(i7±  V/j^+iri?3  = *'i- 

Comme  ici  les  facteurs  de  27  sont  les  racines  t'  et  t“  de  l’équ. 
i’  + 7<=  (\p)3i  on  a z3  = 27t. 

Éliminant  a,b,c,  entre  les  équ.  (3)  et  a -}-  b c=  o,  qui 
provient  de  ce  que  la  proposée  n’a  pas  de  2'  terme,  on  a 

3a=z'-|-z",  Zb  = *z'  -j-  «az" , 3 c = <*’z' + »z"  j 

3 s 

et  puisque  z'  = 3 y/ 1' , z = 3 \/ 1' , on  retrouve  les  valeurs  du 
n»  578. 

Équations  du  quatrième  degré. 

r h . . .... 

590.  Pour  résoudre  l’équ.  x*  -j- pa:3  -j-  qx  -f-r=  o,  nous  ne 
chercherons  pas  à former  les  valeursdez  = a -f-  Ib  -1-  me  + nd, 
qui  sont  au  nombre  de  24  ; mais  de  z —a  -4-  b -f  m (c-f-  d) ,, 
qui  n’en  a que  6 : et  même  faisant  m = — 1,  nous  poserons 
z = a -f-  ô — c — d,  dont  les  six  valeurs  sont  égales  deux  à 
deux  avec  des  signes  contraires,  La  racine  z selra  donc  donnée 
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par  une  équ.  du  6*  degré , telle  que  z6  -f-  Az^  -j-  Dz2  4-  C = o , 
qui  n’a  que  des  puissances  paires,  en  sorte  que  ces  6 valeurs 
> n’ont  que  trois  carres  différens.  Posant  z*=  t,  on  retombera 
sur  une  équ.  du  3'  degré,  qui  donnera  t,  par  suite  z , et  enfin  x. 
En  développant  le  carré  on  a , 

{a-\-b — c—dy  = — 4 ( ac ad bc bd ). 

La  i”  partie  est  nulle,  puisque  le  2°  terme  manque  dans  la 
proposée  : ajoutant  et  ôtant  4 (ab-)-cd) , on  a 

(a-f-ô  — c — d)2  = — 4 + 4 (flb  + °d)- 

Changeant  b en  c,puis  en  d, comme  | 7aô]  =p,on  a 
(a  + c — b — </)“  = — 4p  + 4(ac  + bd) , 

(a  4-  d — c — by  = — 4 P ■+•  4(a£^  + ôc)  i 

telles  sont  les  valeurs  de  nos  trois  carrés  z*.  Il  est  clair  que  les 
calculs  seront  plus  simples  , si  l’on  prend  pour  inconnue .. . 
u = i z2  -f-jJ,  puisque  les  valeurs  de  u seront 

ab  + cd,  ac  -f-  bd,  ad  -f-  bc  : 
formons  l’équ.  qui  a ces  trois  racines.  Comme  on  a 

S,~  o,  S,=  — 2 p,  Ss-=  — 3q,  Si=zip*  — 4 r, 

Si  = 5pq,  Ss  = — 2.p*+6pr+3q\ 

on  trouve,  d’après  la  formule  D,  et  en  divisant  par  2 ou  6 
(p.  167),  s’il  y a lieu,  que, 

i°  La  somme  des  binômes  est  [aô]  — p -, 

20  La  somme  de  leurs  produits  2 à 2 est 
[a’ôc]  — S4  — = — 4r; 

3°  Le  produit  des  trois  binômes  est  abcd  X S,  4~  [a’b ’cs] , 
ou  rS,+  jSy  — — — 4pr  + q2; 

ainsi,  on  a u s — pu2  — 4™  + 4Pr — y*  =0, 
ou  z6  -f-  8pzi  4-  i6z2  (/>•  — 4r)  — 64ÿ*=o,  ' 

en  mettant  \ z*  p pour  u Une  fois  connues  les  trois  valeurs 
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de  a5 , puis  leurs  racines  ± (z rz?  et  a") , il  faudra  tirer  a,b,ctd 
des  e'qu. 

— Sl  * a ~j~  b -j*  c d = o , û -f  c — b — d — a , 
a-f-b — c — d = z,  a -f- d — b — c=a". 
Ajoutées  2 à 2,  ceséqu.  donnent 

n-f-ù=,±a,  «-fc=|a',  a + d=iz", 

i 

dont  la  somme  a = * (z  -f-  a'  -f-  a")  ; par  suite,  on  a b,c  et  d. 
Or  a,  a',  a''  étant  prises  en  dtz,  on  a 8 racines  au  lieu  de  4 ! et 
en  effet,  l’équ.  en  a dépendant  deç’  et  non  de  q,  notre  calcul 
laisse  le  signe  de  q arbitraire.  Le  produit  des  trois  dernières 
équ.  est 

A za'a®  = a3  + a*  (6  + c + d)  -}-  [abc]  = — q, 

à cause  de  — a — b -f-  c -f-  d.  Le  produit  zz'  z!'  a donc  un  signe 
contraire  à <y,  d’où  suivent  ces  deux  systèmes,  comme  p.  161, 

q positif,  x = i (a  ±a'q:  z"),et  { (—  z±z' ±2")  ; 

q négatif,  x — J (a  ±a'±:a"),et  J (— azpa' dta"). 


Élimination. 

5gi . Soient  Z = o , ou  ir”1  -f-  pxm~‘  -f-  etc . -f-  u = o , 

, 71  = o,  ou  k'x" -\~p'xn~‘  -f-, . . «'  =0  ; 

deux  équ.  en  x et  y.  Si  la  2*  équ.  est  supposée  résolue  par  rap- 
port à x , savoir,  x — a,b,c...  on  pourra  substituer  ces  va- 
leurs, qui  sont  en  fonction  de  y dans  Z= o;  il  en  résultera 
autant  d’équ.  A = o,B-=zo,C  = o... , en  y seul.  Si  la  irc  est 
résolue,  les  valeurs^  = «s, a',*'. ..  étant  mises  dans  x = a, 
donneront  les  valeurs  correspondantes  x = . . ; de  là, 

les  couples  (*,0),(«',/3'). , qui  rendront  Z et  T nuis.  On 

en  dira  autant  pour  B = o et  x = b,  C = o eta=c 

En  posant  le  produit  A X A X C. . = o,  cette  équ.  aura 
pour  racines  toutes  les  valeurs  de y ainsi  obtenues;  ce  sera 
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donc  l’ équation  finale  en  y,  dégagée  de  toute  racine  étran- 
gère. 11  s’agit  de  composer  le  produit  ABC. . . ’ 

Mais  comme  ce  produit  ne  doit  pas  varier  quand  on  change 
a en  b , en  c. . . , les  coefficiens  sont  fonctions  symétriques  de 
ces  lettres , qu’on  suppose  être  racines  de  l’équ.  T=o,  ré- 
solue par  rapport  à x.  On  saura  donc  exprimer  ces  coefficiens 
en  5,  ,5,  ,63. . . tirés  de  T = o,  c’est-à-dire,  ep  fonction  des 
coefficiens  de  T , qui  sont  en  y.  Dès  lors  le  produit  ABC, . . 
se  trouvant  dégagé,  d’abord  de  x,  et  ensuite  de  a,b,c. . . , 
ne  contiendra  que  l'inconnue  j-. 

Donc,  mettez  successivement  pour  x dans  Z = o , les  lettres 
a,b,c...  en  nombre  n égal  au  degré  de  x dans  T;  multipliez 
les  polynômes  résultans  , les  coefficiens  du  produit  seront  des 
fonctions  symétriques -de  a,b,c...  ; tirez  ensuite  de  T=o 
les  valeurs  de  5„5a. . . enj-,  et  exprimez  vos  fonctions  symé- 
triques en  S,, S, ...  : vous  aurez  l’équ.  finale  demandée. 


Soient  x^y — 3r+i  = o,  oç\y — O + x — a = o; 
d’où.  (o^c— 3a+ 1)  — 3é-4-i)=o, 

ai-'b^y*  -{-ySz  — 3 abjr  S,  -f-  gaù  — 35,  + 1=0. 
Mais  on  tire  de  la  deuxième  équation  proposée 

4 


5.  = , ab  = 

y — 1 y — 1 


(y—ty+y  — » 


enfin,  on  obtient  la  même  équation  finale  que  p.  71. 

Ajoutant  les  exposons  qui,  dans  chaque  terme  de  Z,  affec- 
tent x et  y,  désignons  par  m la  plus  gràilde  de  ces  sommes  ; 
m est  ce  qu’on  nomme  le  degré  de  l'equ.  Z = 0;  y ne  doit 
entrer  qu’au  premier  degré  au  plus  dans  le  coefficient  p de 
xm~'  ; au  a*  dans  celui  q de  xm~ * , etc.  Soit  p le  degré  de 
jT  = o ; prouvons  que  le  degré  de  l’équ.  finale  nefieut  excéder 
■ le  produit  mn  des  degrés  des  équ.  proposées. 

On  sait  que  la  valeur  de  S,  ne  contient  d’autre  coefficient 
que  p ; celle  de  5a  contient  q , etc. . . 5,  ,5,  ,Ss. . . ont  donc 
leur  degré  en  y,  exprimé  par  lèurs  indices  respectifs.  D’un  autre 

côté,  un  terme  du  produit  ABC... , tel  quej^  \_na$tŸ . . . J , a 
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son  degré  i -f-  * -f-  fi  -J- y. . . . = mn  au  plus  -,  puisque  chaque 
terme  de  A est  au  plus  du  degré  m , et  qu’il  y a n facteurs 
A,B,C. ..  11  suit  d’ailleurs  des  formules  du  r.°585,  qui  ex- 
priment des  fonctions  invariables,  que[a*é®cy. . . J sera cny du 
degré  y...  Donc,  le  terme  sera  lui-même  du  degré  mn 

au  plus  : c.  q.  f.  d.  • 

Voyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  n*  Journal  poly- 
technique. 

V.  FRACTIONS  CONTINUES. 

Génération  et  Propriétés. 


5g2.  Pour  approcher  d’une  racine  de  l’équ.  f x r=  o,  soitj' 
l’entier  immédiatement  moindre,  et  x'  une  nouvelle  incon- 

nue>  if  d’où  x = j- -f- — : substituant  dahs  fx  = o,  on  a 

X T . < • • 

une  transformée  FA  — o.  Soit  j''  l’entier  au-dessous  de  x',  on 

fera  x — y + Ar  ; puis  x"  —y"  •+•  . . x",  x*  étant  > 1 ; 

on  obtiendra  ainsi  les  équ.  (A)  et,  par  substitution,  la  va- 
leur de  x sous  la  forme  (B)  qu’on  appelle  une  fraction  con- 
tinue. 


I 


=r'  + ^r  (A) 
x"  = x"  + -»  etc. 

X 


* + p.‘  1 

+ r"  + 7» +_L 

J yl  V 


(B) 

•+■  etc. 


Les  entiers  y,  y , y ",  y", . . . sont  les  termes  de  la  fraction 
continue,  que , pour  abréger,  nous  écrirons  ainsi  : 

x=y,y'  ,y“  ,y'",y'\ 

L’évaluation  de  x en  fraction  ordinaire  sefait  par  le  proce'dé 
suivant.  Soit , par  exemple , 

= a,t  ,3,3,4  = 3 + - 4.  1 , • 

3 î + i 
2 * 

T II.  , 12 


I 


\fl 


ifi 


K 
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178  algèbre. 

Prenant  d’abord  la  portion  terminale  2 -f  je  la  réduis  a ? ^ 

l’unité  divisée  par  f donne  | et  x devient 


' + M 

* 6 T 9 


de  même  3 + t = *£■;  puis  un 


•77,  ^*  = 2 + rZ'X’ 


x — 2,  i,  3»  2 t 4 

n i,  4°>  3'»  9>  4,  ' 


‘ + ÎT 

qui  revient  à 2 -f-  i : ~~  2 + ^ ; cnii'1  r ~ ka  marche 
du  calcul  revient  visiblement  à celle  de  la  p.  3^ , t.  I.  Dans  es 
ex.  suivans,  la  i"  ligne  contient  les  termes  de  la  fraction  con- 
tinue, et  l’opération  se  fait  ainsi  : Multipliez  chaque  terme 
jiar  le  nombre  inscrit  au-dessous , et  ajoutez  çèlùiiqui  est  à a 
droite  de  ce  dernier  ; placez  la  somme  au  rang  à gauche. 

i ci  a,  J»  ' i 3,  a,  4 A- 
617,  183,  7I)  4°>  3i,  9>  4,  1 

On  a donc  x=  ~ d’une  Part , et x = f£i  de  l’autre. 

Lorsque  la  fraction  continue  va  à l’infini , on  l’arrête5»  l un 
de  ses  termes,  en  négligeant  tous  les  suivans;  on  n’a  ainsi 
qu’une  valeur  approchée  de  x.  Si  1 on  néglige  x ans  es 
équ.  {A),  en  posant  .r"=/\  x"  est  rendu  trop  petit;  cqtte 

valeur  donne  x"=y"  + y,  qui  est  trop  grand:  x'  est  à son 

tour  trop  petit,  etc.  En  général,  suivant  qu’on  limite  une  frac- 
tion continue  à un  terme  de  rang  pair  ou  impair,  la  valeur 
est  > ou  <x.  En  arrêtant  la  fraction  successivement  au  1 
terme  y,  au  2?  y',  au  Vf, . . ■ les  résultats  sont  allernative- 
' ment  < x et  > x , qui  est  compris  entre  deux  consécutifs.  Ces 
résultats,  qu’on  nomme  fractions  convergentes  ou  réduites,  se- 
ront représentés  ici  par 


7’  b'  7’  dé” 

En  prenant  'y,  f , y",  y " . . 
pour  dernier  terme.  On  a 

b . yy'+  1 


‘L  — Z Z — 

v — . * //  — 


y 


s-  h- <«• 

m n p 
y1-', 

ç yyf  -hr"  +y_ 
c~~  yy+i 
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. c b y"  -f-  a d 

on  voit  que  -r  bÿ'ÿ-  a"  Pour  avoir  * remplaçons  ici  y’ 

■ p 

par  y + ÿt,  et  x=y,  jr',  y"  deviendra  x=y,  y',  y",  ym. 

Or  le  nume'rateur  c devient 

1 » b b cy'“  -f-  b 

!>r  +<‘  + y = ‘+T.=^r-, 

, j.  T -j  . c'/  + A'  j,  . d cr'"+b 

le  dénominateur  d devient  — — 5 : d ou  ~r  = - 

J * cjr  -\-b' 

• * ' ' c d 

Et  comparant  ces  valeurs  de  on  voit  que  le  numéro - 

leur  d’une  convergente  se  déduit  des  deux  précédens  multipliés 
respectivement  par  1 et  par  l’entier  terminal,  puis  prenant  la 
somme  des  produits  : le  dénominateur  suit  la  même  loi.  Cette 
loi  appartient  d’ailleurs  à toutes  les  convergentes(C) , puisqu’elle 
résulte  d’un  calcul  semblable , aux  accens  près , pour  chacune 
en  particulier.  Donc 

p — "X*  H-  m,  p‘ sts  tl  y 4 +m’ (D) 

é = <E). 

P nJ  + m 

Il  suffit  donc  de  former  les  deux  1™  convergentes,  pour  en 
déduire  consécutivement  toutes  les  autres,  par  ex. 

x=  2,  1, 3,  a,  4,  donne  T>7>T»^.-T<f  • 

fractions  tour-à-tour  < et  ^>x  dont  est  la  valeur  exacte. 
Ce  procédé  offre  un  second  moyen  d’obtenir  cette  valeur. 

5g3.  En  éliminant  j4  entre  les  équ.  (E>),  il  vient 

pii  — p n — — (nm'  — nm)  v 

c.-à-d.  que  la  dijjèrence  des  produits  en  croix  des  termes  de 
deux  convergentes  consécutives,  est  constamment  la  même  en 
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signes  contraires  : et  comme  pour  les  deux  ir“,  ^ 

l)  l ' 

— = —, — y celte  différence  est  i , on  en  conclut  que 

* . . y 

pW—p’*=±,  ,e,-"=±-^...  (F); 

prend  + quand  j‘  et  sont  de  rangs  pairs,  —,  > et 

— quand  les  rangs  sont  impairs  (*).  Donc 

i°.  Comme  tout  diviseur  de  p et  p'  devrait  aussi  diviser  i , 
p et  p'  sont  premiers  entre  eux;  il  en  est  de  même  àe  p et  n,* 

rîr»  W *»t  n T .p  s nnnvpr&p.ntps  snnt  i.rrÂdurtihfps  • 


on 


w ~ ? r r *»»*j»*, 

_ —jf,  Ji+,>  f+‘, ...  il  est  clair  qu’au  lieu  d’avoir  une  con- 
vergente, on  aurais  valeur  exacte  de  x,  savoir  : 

nz  + m 

x — i i‘  • • (G)  j 

n z -f-  m 

' A 

nous  appellerons  (G)  une  fraction  complète ; 

3°.  Retranchons  ^ et  ^ de  a:,  pour  obtenir  les  erreurs  S'  et 
m n 


(*)  Les  différences  entre  les  convergentes  successives  sont 


' J — a'ï'  ? V V‘J  ’ 


5V  ’ p'  n' 


i 

F*’ 


la  somme  de  tontes  ces  équ.  se  réduit  & 

P=“+_! !_  + _L  ......  Zb— 

p ' a'  a'b'  b'c'  c'  <C  p'  n' 

i , i e , 

on  obtient  ainsi  le  développement  de  la  valeur  exacte  de  x,  quand  -,  est  la 
s P 

dernière  convergente , et  une  expression  approchée  do  x lorsque  la  fraction 
continue  va  & l’infini.  Dans  notre  ex. , 


i 4-  _L  _ JL 

4 ^ 3G  3Go' 
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J.8l 


3 de  chacune  de  ccs  convergentes  : 

±z 


P = 


;»  ^ — TTf 


?;*.•  («O- 


m'(n'z-|-m')  ri{ris-{-  rri) 

*■  ' # 

Les  signes  sont  contraires,  parce  que  x est  compris  entre  les 
deux  convergentes.  Cette  a*différ.  est  moindre  que  la  ir%  puis- 
que rri  < ri  et  z^>  1 , «contenant  la  partie  entière  et  positive 

jrl  : ainsi  x est  plus  près  de  que  de  — , : les  convergentes  (C) 
1 v 
sont  de  plus  en  plus  approchées  de  x , alternativement  par  dé- 
faut et  par  excès , d’où  résulte  leur  dénomination  ; 

4°.  Lorsqu’on  limite  la  fraction  continue  pour  en  tirer  deux 

convergentes  consecutives  — ,^,  les  erreurs  3 ont  les  va- 

, leurs  (H)-  et  comme  z > i , si  l’on  pose  z = i dans  la  2e,  on 
augmente  la  fraction,  d’où 

<;.  (IC). 

n ^n  (n  + m) 

L’erreur  de  toute  convergente  est  moindre  que  V unité  di- 

-,  n 

visée  par  le  produit  de  son  dénominateur  ri  multiplié  par  la 
somme  ri  + m'  de  ce  dénominateur  et  de  celui  de  la  fraction 
précédente.  Dans  l’éx.  cité , on  a les  fractions  — et  -ÿ;  celle-ci 
n’ést  pas  fautive  de  ~-r,  1 17  étant  =9(9  +4) • 

Souvent  aussi  on  néglige  le  terme  m ',  ce  qui  accroît  en- 
core la  fraction  (K) , et  on  a 3 -r-;  toute  convergente  est 

4 f ‘ n 2 

approchée  de  x à moins  de  1 divisé  par  le  carré  de  son  déno- 
minateur s n'est  pas  en  erreur  de  — . 

1 * #•  ' • ' ^ t 

• * . h k l 

5g4-  Soient  ^ , —,  j,  des  fractions  croissantesquelconquesr 

la  différ.  entre  les  extrêmes  surpasse  celle  de  chacune  avec  l’in- 
termédiaire. Supposons  en  outre  que  7»,  li}  l,  V soient  tels  qu’on 
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ait  IK  — F h '=  i ; on  trouve  que 


L h'  l'K  > 


kh’-k'h  ^ Ik'—kU 

~~fk~  et  >~yr~'  > 


Ces  nuine'rateurs  étant  entiers  et  positifs,  sont  au  moins  ly 
remplaçons  - les  par  i;  il  vient  l' h'  h'k'  et  < k'  Z;  donc 

k'f>F  et  h',  en  supprimant  les  facteurs  communs,  k'  est  le  plus 
grand  des  trois  dénominateurs.  De  même  , en  renversant  les 
trois  fractions,  on  voit  que  k > h et  /.  Ainsi  la  fraction  inter- 
médiaire est  plus  compliquée  que  les  deux  extrêmes. 

Or  x est  entre  ~ et  ^ ; pour  que  la  fraction  ~ fut  plus  voi- 
sine de  x que  ces  convergentes,  il  faudrait  qu'elle  tombât  en- 
tre elles , et  par  conséquent  fût  plus  composée.  Donc  chaque 
convergente  approche  de  x plus  que  toute  autre  fraction  con- 
que en  termes  plus  simples. 

A l’aide  de  composons  les  deux  fractions 


m -h(l — i)n 


m -f~tn 


h'  m - j-  (t — 1)«'  ’ V m'-\-in,m 

1 désigne  ici  1,2,3...  jusqu’à  y*  qui  est  l’entier  contenu  dans 
la  convergente  suivante;  d'où 

m m-f-n  m-f-2/i  m -\-yln  p 

m'  ’ m'  -\-n  ’ m- f-  m'  m'-\-y'n  p ' ^ * 

*'  . ' ' * ■ 

Or  j — ^ = jrjr , quel  que  soit  l’entier  t : donc  les  fractions 

r; . ; -,  «'  > ■ 

(Z.)  sont  irréductibles  (i°);  elles  approchent  de  x plus  que 
toute  autre  moins  composée  ; leurs  différ.  consécutives  ayant 
même  signe,  ces  fractions  croissent  de  la  ire  à la  dernière,  et 
toutes  sont  <fx,  si  les  extrêmes  sont  de  rangs  impairs;  dans 
le  cas  contraire,  elles  descendent  vers  enfin  l’erreur  J1  de 

l'une  d’elles  ^ est  < , puisque  x est  entre  les  deux 

fractions  7.  et  1 • 

1 h - t v •••  v 
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ÉQUATIONS  DÉTERMINÉES  DU  PREMIER  DEGRÉ.  l8Ô 
Ou  peut  donc  insérer  entre  nos  convergentes  principales  (C), 
j‘  — i fractions  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  qu’elles. 
Ces  convergentes  intermédiaires  se  partagent  en  deux  séries  ; 
les  unes,  insérées  entre  les  rangs  impairs,  montent  vers  x,  et 
les  autres  sont  ascendantes  vers  x : on  les  forme  en  ajoutant 


. ...  . , m n 

terme  a terme  J1*  fois  successives,  les  convergentes  — ,cl 


Dans  notre  ex . on  a. xv=  a,  i,  3,  2,  4 

convergentes  principales / {,  4»  ?>  TT1 

Prenant  4 et  r»  011  en  déduit  * et  -A,  celle-ci  est  la  3e  con- 
vergente principale,  et  on  a fait  3 additions,  à cause  du  terme 
3.  Partant  de  aa  et  je  trotive  fj,  |a^  £1  ? au  : les  fractions 
de  rangs  pairs  se  traitent  de  même  (celle  série  ne  se  limite  pas), 


et  on  a 

* 


(ï). 


$ 

8 (L±\  M Hl 

3 > \ 4 / > 13’  au* 

a 5 

3»  J 

1 4 
5 * 

lM  ZA1 
V 9 49  > SU  > 

ÜS 

nV> 

■ 69* 


Observons  qu’on  peut  commencer  la  série  des  convergentes 
principales  ( C)  par  “ et;,  qui  remplissent  toutes  les  mômes 
conditions  qu’elles. 


Équations  déterminées  du  premier  degré. 


595.  Pour  réduire  en  fraction  continue  la  valeur  de  x dans) 
l’équ.  Ax~  B y il  faut,  selon  ce  qu’on  a dit  n°  5g2,  extraire^,- 


; * B R 1 

l’entier  jy  contenu  dans  x , R étant  leç 

- ./L  A X 


reste  de  la  division  de  B par  A 

• ■ 1 v ***SV£>W _ * 


puis 


■ \ ^ n B /*.»  n 't'” 

x==irJ+R'  x-r’  ~J  * 

donc  ,r=y-l — - ■ . ~JT  1 y 1 df“  etc- 

J j”  etc. 


R" 


etc. 


9 * 


Celte  opération  donne  pour  termes  de  la  fraction  continue,  les 
quotiens  successifs  du  calcul  du  commun  diviseur  entre  A et 
B t celle  fraction  est  toujours  finie. 


il 
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Par  ex,.,  pour  l’équ.  2645  37=9752;  on  a 

- l‘>6.15|igt7!8Ht|T*rîi:i 451  2 . , « _ 

97.53  1 V 1 " ~Hrl~5HT>  x — JT5  — '3»,»a>3>7- 
O11  en  tire  les  convergentes  principales  et  intermédiaires  par  les 
calculs  (E)  et  (L),  savoir:  ‘ '■ 

0,  T,  h ®;  b (¥),  m>  4*—  <x^j:V. 

/■v  m ii  îî  V a /S9\  4.83  s*x  S v • 

W>  W/J  4>  7 > 10)  1 3 » > Igl  > 446*  * * * ^ X ‘••«■ri»', 

■ ••  5-  -V’  . ' .jv 

la  fraction  ^ est  plus  approchée  de  x que  toute  autre  plus 

simple;  elle  l’est  à moins  de  4-. 

Ou  trouve  de  même  pour  x=  £74^3,2,3,2,7, 

(M  il  (ZA\  ZS.  lli  s'y  Ü r-Lih  MA 

3>  0>  v 74*  ij>  39,",<^“t>  » 9 7 Vitj  /■)  77b’ 

on  sait  donc  résoudre  cette  question  : Étant  donnée  une  frac- 
tion, en  trouver  d’autres  plus  simples , et  qui  en  approchent 
plus  que  toute  fraction  moins  composée  quelles. 

5g6.  Voici  quelques  applications  de  cette  doctrine. 

1.  On  a trouvé  5V=  3,  i4i5g26. . . pour  le  rapportée  la  cir- 
conférence au  diamètre ; la  fraction  continue  équivalente  à la 
partie  décimale  donne 

5r  = 3,7,  i5,  1 ,292, 1,1,1,2,1,3,1,14...  (Voy.  Compl.  tï al- 
gèbre de  M.  Lacroix,  p.  288,  6e  édit.)  : on  en  tire  les  conver- 
gentes principales  et  intermediaires,  dont  les  .rapports  d’Ar- 
chimède et  d’Adrien  Métius  font  partie  : 


0â  il  il  1 1 3 I 35  1 57  tl21\ 

9 iD*  u a J *i i?  3 tj  > 43*  5®***  uoti/* 

4 7 T o j_6  >*»  /"»2\  ( 355  \ 

* T>  ,î > 4 > 5 > b * \ y / 9 V 1 » 3 / • * • V 


• (BD-..  <* 


47  10  iG  11  r <55  \ /io4348\ 

-T  » » » 3»  4»  Ô>  b>  iuji*"  V-nTTâ/  • • * 

II.  L’année  solaire  tropique , ou  le  temps  que  le  soleil  em- 
ploie à revenir  au  même  équinoxe,  est  de  3@5>  242218/  jours. 
( Voy.  mon  Astr.  pratique , p.  88).  En  ne  donnant  que  365 
jouis  à l’année 'civile,  l’équinoxe  reviendrait  à peu  près  un 
jour  plus  tard  tous  les  quatre  ans,  en  sorte  qW-pour  le  ra- 
mener à la  même  date,  il  faudrait  donuer  366  jours  à chaque 
4'  année,  appelée  bissextile ; c’est  du  moins  ainsi  que  cela  était 
ordonné  dans  le  Calendrier  Julien , réglé  par  Jules  César,  en 
supposant  l’année  de  365i  L’erreur  de  cette  supposition, 
qui  fait  anticiper  à sou  tour  l’année  civile  sur  la  solaire,  a été 
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en  partie  corrigée  dans  le  calendrier  grégorien , qui  supprime 
trois  bissextiles  séculaires  sur  quatre,  c.-à-d.,  n’intercale  que 
97  jours  en  /joo  ans.  Pour  apprécier  ce  système,  traitons  par 
notre  théorie  la  fraction  , qui  se  développe  en 


•T °,4,7,1  ,3,I,I,2,.  . • 4»  >!)>  ;3)  n|1 

Prenons,  par  ex.,  la  fractiou  — , c.-à-d.  supposons  l’année  so- 
laire de  365  jours  : il  faudrait  pour  que  l’année  civile  s’ac- 
cordât avec  cette  durée,  intercaler  8 jours  en  33  ans;  on  ferait 
chaque  4e  année  de  366  jours,  en  ne  faisant  revenir  la  8e  bis- 
sextile qu’au  bout  de  cinq  ans;  puis  on  recommencerait  une 
période  semblable  de  33  ans.  Telle  était  le  système  des  an- 
ciens Perses. 


Si  S 9 7° 

1 6 I » aS  9 


On  remarquera  que  les  fractions  i et  ne  se  trouvent  pas 
parmi  les  convergentes  soit  principales,  soit  intermédiaires, 
et  que  l’on  aurait  pu  adopter  un  mode  d’intercalation  plus  ap- 
proché que  celles  qu’on  suit  dans  les  calendriers  Julien  et  Gré- 
gorien. Mais  cet  inconvénient  est  sans  importance  réelle  (Voy. 
mon  Uranographie). 

III.  Le  moislunaire  synodique  est  de  29*  ,53o5887;  le  mois 
solaire  de  3o>,43685i5;  le  rapport  a:  de  ces  nombres  étant  con- 
verti en  fraction  continue,  on  en  tire  les  convergentes 


(t),  (ff),  17T,  (rü).  • • < (K),  (£),  sa  • • ■>*; 


si  l’on  regarde,  par  ex.,  comme  valeur  de  x,  ce  sera  sup- 
poser que  235  mois  lunaires  s’écoulent  eu  228,  ou  ig  fois 
12  mois  solaires;  la  différence  est  7;  ainsi  fen  iqans,il  faudrait 
intercaler  7 mois  lunaires  de  plus,  pour  quele  soleilet  la  lune  se 
retrouvent  dans  les  mêmes  positions  relatives.  Cela  posé,  quion 
forme  19  tables  indiquant  les  phases  de  la  lune  à leurs  dates, 
et  ces  tables  en  annonceront  les  retours  pendant  toutes  les  pé- 
riodes de  19  années,  en  prenant  ces  tables  dans  leur  ordre  de 
succession.' C’est  ce  que  Méthon  avait  appris  aux  Grecs,  dont 
le  calendrier  était  luni-solaire,  et  qui  avaient  nommé  cycle 
solaire  cette  période , et  nombre  d’or  le  numéro  qui  désignait 
celui  des  19  calendriers  qui  s'appliquait  à chaque  année.  1 
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Équations  indéterminées  du  premier  degré. 


5y]„  Nous  savons  (n°  1 18)  qu’il  suffit  de  connaître  une  so- 
lution xz=znt  jr= (2,  en  nombres  entiers  de  l’équ.  axf-by—c^ 
pour  en  conclure  toute  autre;  les  valeurs  de  x et  de  y fondent 
des  equi-différjences  dontla  raison  est  b pour  x,  et  — a pourj-, 
i = y=0 — at.  La  théorie  des  fractions  continues 

donne  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  nombres  a.  et 

Résolvons  en  convergentes^,  et  soit  É.  Vavant- dernière, 

celle  qui  précède  la  proposée  : on  a vu  ( £>,  na  5ga  ) que 

r 

ap'  — bp-=  ± 1 , d’où  apc  — bpc  = dt  e, 

lesigne  est-f-  ou  —selon  que  la  fraction  continue,  prise  en  tota- 
lité, est  formée  d’un  nombre  pair  ou  impair  de  termes.  Com- 
parant avec  ax  -f-  by—c,  on  voit  que  celle-ci  est  satisfaite  en 
posant  a.  — p'c,  ë>—  — pc,  daus  le  cas  où  les  deux  membres  ont 
mente  signe , et  m = — p'c , (ï=zpc  dans  le  cas  contraire. 

Rien  n’est  donc  plus  facile  que  d’obtenir  une  solution  en 
nombres  entiers  de  l’équ.  ax  by—c  : On  résout  en  continue- 

la  fraction  on  forme  la  convergente  qui  en  résulte  quand 

on  néglige  le  dernier  terme  ; on  retranche  ces  deux  fractions , cl 
on  a ap' — pb  = dt  1 ; on  multiplie  par  c , et  on  compare  terme 
à terme  avec  ax  -f-  by  = c. 

Soit  par  ex.  l’équ.  io5x— ^Zy  = iri;  105  JlL_üL  A A.  _L 
la  méthode  du  commun  diviseur  donne  aa  ^ | , [ 1 

TiT—" 2»2  1 »4  > V 2 *2  . 

Cette  dernière  fraction  s’obtient  en  supprimant  le  terme  4,  et  à 
l’aide  du  procédé  exposé  p.  37,  T.I.  De  ôtaut^i,  on  trouve 
to5.9  — 43.22  =r — 1 ( la  fraction  continue  ayant  5 termes  , 
on  doit  prendre  le  signe  — ; d’ailleurs  les  produits  des  chiffres 
des  unités,  prouvent  que  la  différ.  est  négative).  On  multiplie 
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cette  équ.  par  — 17,  et  comparant  à la  proposée , on  trouve 
• x= — g.  17, jr=  23. «7,  d’où  ✓ 

x= — t53-f-43t,  jr—~  374+io5g 
* , ? 

De  même  pour  l’équ.  424x  + 1 15^==  53g,  on  a 

rr§  —3,i  ,2,5,7  ; supprimant  7 , il  vient  y£;  retranchant  ces 
fractions,  on  trouve  4^4- 16  — 1 15  5g  — — 1 ; multipliant  par 
— 53g  et  comparant  à la  propose'e,  il  vient  x = — 16. 53g; 

= 5g. 53g;  donc  x = — 8624  -f-  n5/,  j-=3i8ot — 424^0n 
simplifie  ces  équ.  en  observant  que  424est  contenu  75  fois  dans 
3i8oi;  on  change  t et  t-f*  <j5,  et  on  trouve 

x ^ 

a:  =;  1 + ii5t,  jr=.i — 424*- 
. ’ * 

L’équ.  igx  -f-  jy •=  1 17  donne ^ = 2,1 ,2,2;$  =2,1,2  ; 

retranchant , ig.3  — 8.7  = 1 ; multipliant  par  1 17,  on  a 
x=  35 1 — qt,jr=—  g36-f-igt,  ou  x—i— it,y=\lj  + 1 g/. 
On  peut  s’exercer  sur  les  ex.  cités  p.  1 78  du  t.  1er. 

Le  problème  de  chronologie  qui  consiste  à trouverjl’année  x 
dont  le  cycle  solaire  est  c,  et  le  nombre  d’or\n,  revient  à chercher 
Ventier  x qui  divisé  par  28  et  ig,  donne  pour  restes  c ■?. — 9 et 
n — î.  Le  procédé  du  n°  121  donne  pour  cette  année 
xs=56(c — n ) -}-  c -f-  75  -f-  532. t. 

C'est  tous  les  532  ans  que  les  mêmes  nombres  c et  n reviennent 
périodiquement  ensemble  : cette  durée  est  ce  qu’on  appelle  la 
période  dyonisienne  ( Voy.  l’ XJ rano graphie). 

Et  si  l’on  veut  que  l’année  x ait  en  outre  t pour  indiction, 
c.-à-d.  que  x divisé  par  1 5 donne  le  reste  i — 3 , on  a lapériode 
julienne  de  7g8o  ans,  imaginée  par  Scaliger.  On  trouve  t 

x=4845  c-f-  4200  n — >°64  i 4-  3267.  -f  7980t. 


Équations  déterminées  du  second  degré. 

■ .V  ‘ •- 

-v-  - t, 

5g8.  Résolvons  en  fractions  continues  les  racines  de  l’cqu. 
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A , mctk  sont  entiers,  A est  positif ; on  suppose  la  racine  irra- 
tionnelle et  positive  : car  si  x est  négatif,  il  suffit  de  changer  « 
en — a.  pour  donner  à cette  racine  lesigne-f-.  Quand  le  coefficient 
du  a®  terme  n’est  pas  un  nombre  pair,  on  doit  multiplier  toute 
l’équ.  par  3.  On  a 

~f"  l / l 

x = — Î-J- — . ..  (ï)  en  faisant  t =«"  -\-Ak. ..  (2), 

A 

t est  supposé  positif  et  non  carré.  Prenons  d’abord  \/t  avec 
le  signe  -f-,  et  désignons  parj-  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  x,  d’où 

1 l /t  -}-<*  . A 

*='  + P = -S--  J=ï 7T+ï=Jy 

Soit  fait  fi  = A j — o . , . (3)  ; 

Multiplions  haut  et  bas  la  valeur  de  x'  par  \/t-\-  nous  au- 
rons x’  = Mais  il  suit  des  équ.  (2)  et  (3)  que 

1 — p 

t — fiïxxAtJt  — Aj“-j-?.*j'),  en  sorte  que  A est  facteur  com- 
mun ; posant 

k — Ay* — B . . . (4), 

il  vient  t — /S3  = AB , x = . . . (5). 

Cette  valeur  de  x'  étant  de  même  forme  que  ccllede  r,-on  en- 
extrait  l’entier  y,  et  on  procède  selon  la  même  marche  de 

. . . ■ „ V 1 4"  y . t/ 1 ^ 

calcul  quL  donne  x ; on  a ensuite  x — , etc. 

Enfin 

* i—  a.'+Ak  =fi’+AB  =y’+BC  =<f’-f-CD  == (a) 

À ’ B ’ *-  (T  y \—*HT  { ) 

fi=Ar — * » y—By — fi  , ik=Cjrn — y (c) 

5g^.  Omettons  tous  les  raisonnemens , pour  ne  conserver 
que  le  matériel  du  calcul;  il  faut  dans  chaque  fraction  com- 
plète ( b ) remplacer  \/t  par  l’entier  m qui  y est  contenu,  puis 

?72-f*tf  777  *4“  fi  771- f-y 

effectuer  les  divisions  — — , — qui  donneront 
A 1$  O 
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les  quotiens  entiers^,  y,  y", ...  et  les  restes  r,  r',  r",...  donc 

-f-  « = Ay  + r, 

TO+/8—  By'+r'y 
m+y  = Cy"-\-r\e  te. 

Or  les  e'qu.  (c)  donnent  Ay  = *+/3,  Bÿ—!l  -f  y,  etc.  Donc, 
en  substituant, 

@ — m — r 
y — m — r' 

• 1^=  m — r*,  etc.,' 

Il  faut  en  outre  connaître  les  diviseurs  B , C,...  Les  e'qu.  (a) 
donnent 

AB~^  — /31  -f -Ak  — (<*+$)  (« — /S)  -j-  Ak  = y/y  (* — fi)-\-Ak , 
donc à cause  de  (</).. . B = À -f-  y (r  -{-  a — . m)  ; 
de  même  BC  — i S1  — -f-  AB  — By'  (/3  — y)  ~\-AB, 

C—  A +y'  (/  — r) 

D = /î  +J-"  (r" — /) , etc. 

Le  tableau  suivant  offre  un  algorithme  pour  les  opérations  : 


DIVIDENDES. 

DIVISEDR8;  ’ 

A,  ’•  *>  ' • £,  * 

ÇDOTIENS. 

RESTES. 

A ' 

DIFFBIl. 

-jt? Jy/  ■«*, 

k 

fl  — m-a 

Tn  -f-  «t 

A 

y 

r 

r — R 

am  — r 

B — k + y ( r-fi ) 

y 

r‘ 9 

r'  — r 

2m  — r* 

C = A -4-  y (/-r) 

r" 

1” 

r’  - / 

1m  — r" 

D = B + r"  (/•"— O 

y 

r® 

T**  /•'* 

am  — r* 

E =z  C + S1  (r®— r“) 

y" 

r«v 

r'»—  r® 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Ainsi,  après  avoir  formé  R =zm  — *,  le  quotient  y et  le  reste  r 
de  la  division  m } on  prendra  les  diffe'r.  r — R,  im  — r , 

, ' “ ‘ * V*  ' 

etl’on  calculera  />;la  fraction  donnera,/  et  r';  puis  on 
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r , i*  2.771 —“P' 

formera  r'  — r,et  i?n  — ;•  et  C,  et  la  fraction  — donnera 

j et  r , etc. 

.*■>  . ' 

Lorsqu’on  sera  conduit  à retrouver  l’une  des  fractions  com- 
plètes précédentes , comme  on  en  tire  Je  quotient  et  le  reste 
déjà  trouvés,  puis  la  même  fraction  subséquente,  etc.;  il  est 
clair  que  la  fraction  continue  est  périodique. 

Soit  par  ex.,  l’équ.  gr’ — 3gx-j-4i  = o;  on  doublera  pour 
que  le  2e  terme  ait  uu  coefficient  pair  : il  vient  Ae=z  18,  *=3g, 
3g  ± 1/  45 


k= — 82,  et . 


18 


L’entier  de  4/45  est7w=6,  d’où 


r 

m+c t = 45  , 

k 

A 

-8a. 

18 

2 m—r  = 3 , 

B 

= 

a 

i 

!• 

2 m — r'=u  , 

C 

= 

10  , 

h 

V 

2m — r"=i  1 , 

D 

= 

a 

2m — r*=n  , 

E 

= 

10 

m — «=/}  = — 33.  On  ne  doit  pas  supprimer  le  facteur  3 
qui  est  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction.  Prenons  le  ra- 
dical en -j-,  et  nous  aurons  ' • 


} ,y  =1,^=1  —8 

ri*,  y'‘=i  , r"  = 1 o 

V , rw=--5  , r»  = I o 
jj*,  fraction  déjà  obtenue. 

Donc  x = 2,t[i,5].  en  renfermant  entre  deux  crochets  la 
partie  qui  revient  périodiquement  à V infini. 

Prenons  encore  l’équ.  2X’ — i4x+i  7=0,  d’où 

î>.  2 

Azx.  2,  — rj,  k ~ — 1 7 , m = 3,  et 

k =s — jj  m — x—B— — 4 

m+x  =r  10  , A = 2 , , Y —5  , r =o  , diff.  4 

2m — r = 6 , B c 3 , y*,  ÿ—’X  , r'  =0  , o 

— 6 , C = 3 , | , jr"—  3 , c“=0  , O 

2m — r"  = 6 , D — 3 , j*  fraction  déjà  obtenue 


par  conséquent  x = 5 [ 2,  3], 

■ •'*?  . • ' • • 

Les  équ.  (d)  font  en  outre  connaître  les  nombres  a ,0  ,y . . . . 

qui  sont  nos  dividendes  diminués  chacun  de  m;  on, trouve  donc 
aussi  les  fractions  complètes  successives,  ce  qui  est  quelquefois 
Utile.  ' 4^, 
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3g-f  y/45 
1 8 #• 

etc. 


Dans  le  i"  de  nos  ex.  ces  fractions  sont  2 4-, 

|/45  — 3__t  V45-fS  = i ■✓4S+S  = 5 ^ 

6oo.  Quant  à la  racine  qui  répond  au  signe  — du  radical , 
lorsqu’elle  est  négative,  on  l’écrit  x = ■ 


, et  on  traite 


cette  fraction  comme  il  a etc'  dit , et  si  cette  racine  est  positive, 

on  a x — “ Vl—v  v e'tant  l’entier  contenu,  ou  le  t" 

A x 

terme  de  la  fraction  continue  ; on  en  tire 

A _ A(m—Av  + \/t)_  y/t+fï 
x~  a — Av—\/i~  (. x—Avy—t  B'  ’.’t  . 

I 

attendu  que  A est  encore  facteur  commun  haut  et  Las,  ce  qu’il 
est  aisé  de  voir,  comme  précédemment,  y/l  a ici  le  signe  -f-,  et 
on  retombe  sur  le  cas  déjà  traité. 

3q  — 1/45  . 1 

Ainsi  dans  notre  1 ex.  x = — — = 1 -r  —,  > 

x'  -j,  a 1 j or  cette  fraction  est  la  plus  grande  racine 

22  t .. 

de l’e'qu.  22#' ’ — 42X  + I8  = 9>  qui  donne  <*=  21 , m=6 

m—a—R~ — 15  , diff.  ao 


O 

o 


donc  la  2e  racine  est  x s t,  1 ,3  [1 ,5]. 

Une  fois  que  les  deux’raciues  sont  réduites  en  fractions , on 
peut  former  les  convergentes  qui  en  sont  des  valeurs  approchées 
à des  degrés  connus.  Tout  ce  qu’on  a dit  p.  1 79  s’applique  ici. 
‘ . ‘ ‘ y/t+* 

601.  Soit  pris  une  fraction  complète  quelconque  z=  — -p — , 


, * 

k 

=s- 

-l8 

m+ct  =27  , 

A 

= 

22 

am — r = 7 , 

B 

±S 

2 

a m—r'  = 1 1 , 

C 

= 

10 

am— r"aei  1 , 

D 

2 

2m — r"= il  , 

E 

= 

10 
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dont jr*  cst  l’entier  approché  ; la  convergente  correspondante 

£-=r,  y\. . .y1,  les  deux  convergentes  précédentes  : 

pf  m n 

. . n . nz  4-n*  « *’ 

on  sait  (p.  ioo)  que  x = -,-w 


n z -f-  m 


Substituant  pour  z et  x les  fractions  complètes  qui  les  ex- 

. ..  . t/*  + «e  n(\ft+ir)+Pm  . 

priment , il  vient  - — — z=  -,..  7 -,  . , 7 : Réduisons  au 

v ’ A n(\/t-\-ir)+Pm 

même  dénominateur,  et  égalons  séparément  entre  eux  les 
termes  irrationnels, 

» 

sr n'—  An  — un'  — Prri,  %{An — an)  = Pam  — APm  -}-  n'i ; 
éliminant  v,  il  vient , à cause  de  m'n  — mri  = db  1 , 

9 

(An  — an')1  = ± PA  -f- n'1 1 

ou  ■■  JÇd'~  a‘(7)_i==±^ 

Ce  calcul  revient  à éliminer  m et  m'  entre  les  trois  équ.  ci- 
dessus,  en  sorte  que  Véqu.  (f)  exprime  que  la  fraction  ^ , 

est  une  des  convergentes  vers  x .■  le  signe  est  -f-  ou  — • selon  que 
cette  fraction  est  de  rang  pair  ou  impair. 

Il  se  présente  ici  deux  cas  : 

i°.  Si  z est  de  rang  impair,  il  faut  préférer  le  signe  + ; mais 

Tl  . t>  • i 

alors  —7  est  de  rang  pair  et  f>x;  substituée  pour  x dans 

Ax 1 — 2ax — i ,le  résultat  doit  être  positif.  Il  faut  doué  que  P 
soit  un  nombre  positif,  ce  qui  prouve  que  tous  les  dénomina- 
teurs des  fractions  complètes  de  rangs  impairs  sont  positifs. 
a0.  Quand  le  rang  de  z est  pair,  ou  doit  préférer  le  signe  — : 

or  si  jjr  est  compris  entre  les  deux  racinesde  x,  Ax 1 — a.ax—k 

devient  négatif  pour  cette  valeur  de  x , ce  qui  exige  encore  que 
P ait  le  signe  Mais  quand  cette  convergente  est  moindre 
que  les  deux  racines , P a le  signe  — . Les  dénominateurs  des 
fractions  complètes  de  rang  pair  sont  donc  positifs  ou  néga- 
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tifs,  scion  que  les  convergea  tes  de  rangs  impairs  correspondantes 
sont  entre  les  deux  racines  plus  petites  quelles. 

Ces  dénominateurs  ne  sont  donc  négatifs  que  dans  les  rangs 
pairs , et  encore  faut-il  que  les  deux  racines  de  x soient  assez 
rapprochées  l’une  de  l’autre  pour  tomber  ensemble  entre  les 
deux  convergentes  successives  correspondantes:  alors  les  ter- 
mes initiaux  des  deux  fractions  continues  sont  les  mêmes.  Mais 
l’approximation  devenant  déplus  eu  plus  serrée,  on  arrive 
bientôt  à une  convergente  de  rang  pair  qui  tombe  entre  les 
racines  ; dès-lors  , on  ne  peut  plus  trouver  de  dénominateurs 
négatifs  jusqu’à  l’infini.  Comme  chaque  fraction  complète 
estfei,  si  le  dénominateur  P est  négatif,  le  numérateur  doit 
aussi  l’être  : donc  w est  négatif  et  \/t,  en  sorte  que  cette 


complète  a la  forme 


\/ 1 — w 
— P 


602.  Soient 


V*+* 
D ' 


V 1 ~h  * ~h4> 

E ’ F ’ 


des  fractions 


prises  parmi  celles  qui  n’ont  pas  de  dénominateurs  négatifs, 
«e  qui  a lieu  dès  la  ir*  de  toutes , quand  les  deux  racines  de  x 
n’ont  pas  leur  partie  entière  commune.  Les  équ.  (a)  donnent 
DE  «’  = t ; donc  D,  E,  13  sont  < / ; 


D,  E,  F, <<;  t,<p <i/t. 


Supposons  s’il  se  peut,  que  l'on  ait  ^~pr  ^ , d’où  EF=t — 9'- 
Ejr"  = t — <p,  d'après  les  équ.  (a),  etc.  ; la  ir*  donne 
EF=W,+  ,) 

par  la  2*,  Ej"1  < t , d’où  E < \/t,  et  notre  complète  < t , ce 
qui  est  impossible.  Donc,  tant  qu’on  aura  des  dénominateurs 
négatifs , les  parties  «,  fl, . . peuvent  bien  être  négatives  aussi  ; 
mais  au-delà,  elles  auront  toutes  le  signe et  dès-lors 
Ey^—i  •+■  <p  donne  E<^  1 <p,  ou  E < 2 ]/l  : les  dénomina- 

teurs ne  peuvent  donc  atteindre  le  double  de  \/t. 

r.  11.  i3 


I 


1 

I 

I 


i 

t 


i. 

I- 
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V 

Et  puisque  ces  constantes  i,  <p,...  D,  E,...  sont  toutes 
positives,  entières  et  en  nombre  infini,  qu’elles  ne  peuvènt 
de'passer  les  limites  assignées,  on  devra  tôt  ou  tard  retrouver 
quelque  fraction  complète  déjà  obtenue,  et  par  suite,  les  com- 
plètes subséquentes , avec  les  mêmes  entiers  contenus  : les  ter- 
mes de  la  fraction  continue  reviendront  dans  le  même  ordre. 
Donc  après  un  certain  nombre  de  termes  initiaux,  la  fraction 
continue  sera  périodique , ce  qu'on  a déjà  remarqué  dans  les 
ex.  cités. 

Observe*  que  si  la  période  est  [ a,b,c . . .g, h"]  , on  peut  lui 
donner  la  forme  a [b,c. -,  .g, h, a]  , a, b [c. . .g,h,a,b] , etc. , 
en  commençant  par  tel  terme  qu’on  veut , pourvu  qu’on  re- 
jette à la  fin  de  la  période  les  termes  initiaux  retranchés.  La 
période  se  trouve , il  est  vrai , composée  des  mêmes  termes  ; 
mais  ces  termes  observent  une  disposition  differente. 

Suivons  les  détails  de  ces  calculs  sur  l’équation .... 
5gx’ — 3i<pr-f-43i=o  , qu’on  doublera  pour  que  le  2*  coeffi- 
cient soit  un  nombre  pair.  On  obtient  les  résultats  successifs 


l/45+3i9  _ . l/45  83  1/45  + *5 

~ 778  7o 

1^_-H5=5  + 1 l/45+5=  , + >»  l/£+5 :=5  + >etc. 

Donc  x = 3 , 1 , 3 [5  , 1].  Pour  l’autre  racine 
3i9—  \/45 , 1/45  + 83 , v/45  — 25 , 

x — 77q  — 2 ' > 5g  — 1 1 > TI  — ‘T  » 


-IO 


1/45  + 1 5 , V/45+3  71  ^454-5  „ 

_iL__  = , + , ^ = 4 + , «-dessué; 

on  retrouve  l’une  des  fractions  complètes  delà  in  racine,  et  on  a 
X—2,  1,  1,  1,4  [1 , 5] 

L’équ.  1801  x * — 3991  x -f-  22 1 1 = o , donne 

__  I/37+3991  __  , 1/37  — 38g . l/  + n_0l 

3602  + ’ -42  + ’ 

♦l/  + 5_.f  l/  + i_.  . 1/  + 5 c *i/  + 5 

x— — g — ■ — 1 -f-, ~5  +,  — g 


/ 
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* * ^ 
oorçcx  = 1,9,  8 [i , i,5].  L’autre  racine  s’obtient  de  même; 
elle  estx  = i»#»  2,  a [5,  1,  1]. 


6o3.  Supposons  que  la  période  commence  au  i«'  terme 
x—[a,b,  c,  cT]  ce  qui  revient  à x = a,  b,  c , d,  x,  d’où  l’on 
tire  , en  transposant  . 


En  substituant  continuellement  pour  — x cette  même  valeur 
dans  a — x , on  trouve  enfin  — x = o , d , c , b , a,  d,  c. . . 
= 0 [ d , c,  b j a].  Ainsi,  lorsque  la  période  de  l’une  des  ra- 
cines commence  dès  le  i*r  terme , l’autre  racine  est  comprise 
entre  o et  — 1 , et  sa  période  est  formée  des  mêmes  termes 
écrits  en  ordre  rétrograde. 

Réciproquement , si  l'une  des  racines  de  x est  1 , et  que 
l’autre  soit  entre  o et  — 1 , ces  racines  ont  les  formes 

x—[a,b,c...g,K],  — x = 0 [h,  g.  ..c,  b,  «]. 

En  effet,  x =y  -f-  -,,avec  x > 1 ; d’où  x’  = — - : l’une 

x x — y 

des  racines  de  x est  supposée  entre  o et  — 1 ; donc  les  deux 
valeurs  de  x'  sont  dans  les  mêmes  conditions  que  celles  de  x, 
savoir  l’une  ]>  1 , l’autre  entre  o et  — 1.  Il  en  faut  dire  au- 
tant dex*,  x",.. . dans  x'  =ÿ  -f  ^7,  etc. 

Or,  s’il  se  pouvait  qu’on  eût  x =y  [a,  b...  g j fi]  , le 

i3.. 


i 
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i*'  terme  y étant  seul  étranger  à la  période , on  aurait 

x'  — \a , b.  . . g,  h],  et  par  conséquent;  aussi. ......... 

• - x'  = o [ h,  g. . . b , a]  , en  vertu  de  ce  qu’on  a démontré  : 

d’où  — , = — ( k + - ^ : ainsi  la  2e  valeur  de  * serait 

x \ g + etc./» 

• ».  : :>  ' 

(r=r+  — , = r — h — (~  \ 1 

J x J \g  -+-  ete.y 

9 

Pour  que  celte  quantité  fût  entre  o et  — i , ainsi  qu’on  le  sup- 
pose,  il  faudrait  qu’on  eût  y — h,  et  la  tr‘  racine  de  x serait 
h,  a,  b,.,  g,  en  sorte  que  h ferait  partie  de  la  période, 
contre  l’hypothèse , x = \h,  a , b. . . g].  On  voit  quë  la  pé- 
riode de  x ne  peut  commencer  au  a*  terme  de  la  fraction 

continue.  Par  la  même  raison , on  ne  peut  supposer 

x'=^y  [a,  b. . . A],  d’o ùx=/,/  [a,  b. . .] , en  faisantcom- 
mencer  la  période  au  3e  terme;  et  ainsi  de  suite. 

Par  ex.  l’équ.  ior* — i4*  = 5 , donne  x = ^ les 

1 io 

racines  sont  x = [i , i , 2,  3] , — x = o [3,  2,  i , i]. 


Pour  5x“  — yx  — 3 , on'  trouve  x = , 

•r  = [i,  i,  2,  i,  9,  i , 2],  et  — x = o [2, 1,9, 1,2,1, i]. 


6o4-  Lorsqu’il  arrive  qup-  la  période  commence  dès  le 
i*r  terme  , et  de  plus  est  symétrique , c.-à-d.  qu’elle  reste  la 
même  quand  on  la  lit  en  sens  inverse , les  termes  à égale 
distance  des  extrêmes  sont  égaux , les  deux  racines  ont  la 

même  période.  Alors  x et  — ^ , sont  égaux,  c.-à-d.  que  la  pro- 
posée ne  change  pas  quand  on  remplace  x par  — - ; la  forme 
de  cette  équ.  est  donc  Ax~*  — Bx  ~ A. 

C’est  ainsi  que  7** — 8x=n,  a pour  racines  x=[i , 1 ,a , 1 , 1], 

et  — x = o [i , « ,2 ,1  ; t],  valeurs  de  x = 4^1/^ 
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6o5.  Supposons  que  la  proposée  soit  x% — 2*x  = t;  fai- 
sant A = 1 dans  les  formules  p.  188,  il  vient  x — « ztz  ÿt.  Si 
l’entier  m contenu  dans  \/t  se  trouve  être  précisément  = * , 
l’une  des  racines  est  ]>■  1 , et  la  a*  entre  o et  — 1 ; ainsi  ces 
racines  ont  la  forme  x — [2  m,a,b...  ^,A],-—ar=o[A,g-...a,2m]. 
Retranchons  m de  x , et  nous  aurons  pour  les  deux  valeurs 
de  rh  \/t -, 

{/ i=m[a,b . . — \/t= — m{h,g . . . b , «,2m] 


Mais  on  sait  que  ces  deux  expressions  doivent  être  égales  en 
çignes  contraires , d’où  a = h,  b=zg. ..  ,en  sorte  que  la  forme 
de  la  fraction  continue  est  \/t  = m[a,ù. . . b, a, 2m].  Donc 

i°.  La  période  de  \/l  commence  au  2®  terme; 

2°.  Le  dernier  terme  de  cette  période  est  double  de  l’initial 
m qui  n’en  fait  pas  partie  ; 

3°.  Au  dernier  terme  près  2 m,  la  période  est  symétrique  , 
c.-à-d.  qu’elle  est  la  même  quand  on  la  lit  en  ordre  rétrograde. 

On  trouve  ^61=7  [1 ,4,3, 1 ,2,2, 1 ,3,4, 1 , i43- 
V '9=4  [*>  '.3, 1,2, 8]. 

Le  terme  du  milieu  2 de  1/61  se  répète,  circonstance  qui  n’ar- 
rive pas  à t/'9;  cela  vient  de  ce  que  le  nombre  des  termes  de 
la  période  est  impair  dans  un  cas , et  pair  'dans  l’autre. 

La  table  I ci-après  donne  les  périodes  des  racines  carrées 
des  nombres  entiers  <79  : on  n’y  a souvent  indiqué  qUe  la 
moitié  de  la  période,  en  marquant  le  terme  moyen  de"  quand 
il  se  répète,  et  de'  quand  on  ne  doit  l’écrire  qu’une  seule  fois. 
On  a quelquefois  supprimé  l’entier  initial  m contenu  dans  \/t. 

r>  , , , « ±L  l/t 

Four  trouver  par  approximation  la  valeur  de — - , ou 

A 

mettra  pour  \/t,  l’une  des  convergentes  qu’on  tire  de  son  dé- 
veloppement en  fraction  continue,  telle  que  la  donne  notre 
table  I,  ou  qu’on  l’obtient  directement,  en  observant  quel» 
forme  symétrique  de  cette  période  permet  de  n’en  calculer  que 
la  moitié  des  termes  (voy.  l’Algorithme,  p.  189). 


Ainsi  pour  l’ex.  de  lap.  190,  x — 


3q  ± Y/45 
“ 18 


, comme. . 
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1/45  = 6 [1 ,3,3,2, 1 , 1 2] , on  trouve  sf|*°f  , valeur 

exacte  jusqu’à  la  10*  décimale  s d’éù  x = ± = 

a, 16666.  . ±0,37267799625. . . Enfin 

x = 2,53934466291,  et  x=  1 ,79398867041. 

606.  Nous  aurons  besoin  plus  tard  de  connaître  dans  le  dé- 
veloppement de  |/< , les  fractions  complètes  dont  le  dénom. 
l/t-fir 


est  un  ■,  savoir  z : 


numér.  est  m + *• , savoir 


, et  P = 1 . L’entier  contenu  dans 

l/t  + 5T 


d’où  z'  = 


l/i  4-  m 


~ [m  -4-  *■)  -f  “7 » 

Z 

„ . Or  cette  fraction  est  pré- 

\/t  — m t — m1  r 

cisément  celle  qui  donne  l’entier  a initial  de  la  période , et  par 

suite  ses  autres  termes  : d’où  l’on  voit  qu’il  ne  peut  y avoir , 

dans  le  développement  de  y't , d’autre  fraction  complète  dont 

le  dénom.  soit  un,  que  la  ita  x = — ; 


; m -f  , et  celle 


[/t- 


m 


= 2 m -f- , qui  produit  le  dernier  terme  2 m de  la  pé- 
riode à chacun  de  ses  retours.  Comme  x doit  être  ''  \/t,  sr  = m 
est  la  plus  grande  valeur  que  cette  constante  puisse  prendre  ; 
im  est  aussi  le  plus  grand  terme  de  la  fractiqn , et  ne  peut  ré- 
sulter que  d’un  dénominateur  P—  1. 

Il  est  maintenant  facile  de  déduire  l’une  des  racines  de  la 
proposée  de  l’autre , qu’on  suppose  connue.  Car  soit  donné 

*=p,q>'--u  OA  • ■ -,/AA3; faisons  *■=  • y.g-jft]: 

on  a en  outre  — z = o [_h , g ,f, . . ,6,a]  ; en  substituant  pour 
z l’une  ou  l’autre  de  ces  valeurs  dans  x—p,ç...u,z,  on  ob- 
tient les  deux  racines  de  x.  Mais  comme  la  2e  fraction  conti- 
nue est  composée  d'un  terme  o , et  de  parties  négatives , on 
l’en  délivre  en  se  servant  des  relations  suivantes , qu’il  est  aisé 
de  vérifier  : 

(«)•••  JL.  » 1 — , | 1 •••(/) 

u+_i  » f ~ 1 + 1 

5 0 — I 
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Ainsi  la  a*  racine  x—p,q,..  ,u,o , — [A, g1. . .6, a] devient 

x=p,q,...(u-h)—(±  _i_  \ 

Ke+  / etc  J’ 

oh  chasse  ensuite  les  signes  — , en  faisant  p = g -f- 

J e^c-  > 

dans  l’équation  (/). 

Soit  par  ex.  x — 1,6  [3,  a,  2]  = 1 ,6,z,  et  z =[3,2,2]  avec 
— - = [2 , a , 3]  ; on  a pour  la  2*  racine 


+ j , « 

a 


3 etc.) 
1 


,+4-(j+i; 

3 etc.) 


faisant  dans  (f),  <p  s a -f*  ô d vient 

s etc . , 


x— '+3  + i , 

3+'+v+i  , 

3 + àetc. 


= 1,3,1,  I [3,2,2] 


La  période  est  ici  la  même  que  ponr  la  ir*  racine.;  si  l’on 
veut  la  mettre  sous  forme  rétrograde  (r.  p.  ig4) , on  écrira 
jc  = i,3, t,i,3  [2,2,33. 

Prenons  encore  K = t ,7  £ 1 , 1 -,  1 , 3 , 3,  a}  = 1 , 7,  z,  en  fai- 
sant z=  [1,1, i,3, 3,2],  et  par  suite  — z = o [2,3,3,i,i,i  ] : 
on  a - , 

r=i  +-  /•  . v = 1 4-  l /i 

’-“y+î»)  (5+ieU.)' 

Posant  ç>  = 3 4"  5 . . — -=  — 1 4-  - , 1 

3 4-  etc.,  <p  1 + - , 1 

2 ■+"  3 etc., 


* = , + 4 ■ 1 


= », 4» 1 » 2 [3, 1,1, 1,2*3]. 


1 4- 


1 

2 4-5 


3 etc., 

Il  suit  de  là  que  les  fractions  continues  qui  sont  racines 
d'une  mime  équ.  du  2'  degré  ont  toujours  leurs  périodes  fbr- 
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mées  des  mêmes  termes  en  ordre  rétrograde.  Dans  le  dernier 
ex.  il  faut  écrire  1,4,  i,  2,  3,  i,  1,  i en  avant  de  la  période  , 
savoir  x — 1,4,  1,2,3,  1, 1, 1 [ 2, 3, 3,  1, 1, 1 ]. 

607.  Étant  donnée  une  fraction  continue  périodique,  propo- 
sons-nous de  remonter  àl’équ.  dont  elle  est  racine. 

Ier  Cas.  La  période  commençant  dès  le  1"  terme , 
x = [a,  b. . . g , A].  Cherchons  les  deux  convergentes  termi- 
nales de  la  partie  périodique, 

S>  \=za’b h> 

on  a (G  p.  180) 

* ~ Yz^Çh' ’ tz'~ (*-*')*  = *•••  (»)• 


Par  ex.  z = [i, 1,2,1],  donne  f = 1,1,2,  et  \ — i,  1,2,1  ; d’où 
^ — 4s  = qUi  a en  effet  pour  racines 

4 2 + d 

s=  [ 1,  1,  2,  1 ] et  — z = o[  1,  2,  1,  i ]. 

Quand  la  période  n’a  qu’un  seul  terme  z’—  [/>],  d’où 
z—p-\~  -,  on  a z’ — pz  — i.  Si  elle  n’a  que  deux  termes  z=[p,q], 

Z 

1 ï;.  :v 

ouz=/>4--_^i  on  a qz * — pqz=p ; le  coefficient  du  a* 

Z 

terme  est  (en  — ) le  produit  des  deux  coefficients  extrêmes  ; et 
en  effet , on  tire  de  cette  équ.  qz  (z  — p)  ~p, 

. , *-*=£.  *-r+£  = i>  + j+i>  ' - 

Z 

en  substituant  pour  qz  sa  valeur  pq 


* . • ' ’ A. 

II*  Cas.  La  période  étant  précédée  d’une  partie  irrégulière , 
£ a , b,...  g , A],  on  représentera  la  période  parz, 
ee  qui  donnera  l’équ.  (1)  : puis  on  aura  x . . z. 


Die 
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Calculant  les  deux  convergentes  —,  valeurs  terminales  de 
la  partie  irrégulière^,^',  j" . . il  viendra 

n z -f-  m ...  m'x — m 


—,  d’où  z ■■ 


n x • 


riz  + rri 

Il  reste  à substituer  cette  valeur  de  z dans  l’équ.  (i),et  on 
aura  l’équ.  du  2*  degré  en  x,  dont  l’une  des  racines  est  la  frac- 
tion continue  donnée.  Ainsi  toute  fraction  continue  périodique 
est  racine  d’une  équ.  du  2*  degré. 

* ' 

Soit  x = «,t,3  [ 1,  1,  à,  1 ]=■  1,  t,  3,  z-,  on  a d’abord  les 


7 *■ 


z — ■ 


•2 


. Subs- 


convergentes  | et  \,  d’où  x-_  — , • 

tituant  dans  tp? — 4*  — 5,  équ.  qu’on  a trouvée  pour..  . 
* = [i,  1,2,1],  il  vient  6oxa — 2o4x+ 173  = 0.  Et  en  effet, 

la  plus  grande  racine  x ~ a pour  développement 

la  fraction  continue  proposée.  La  2*  racine  est 

,02 — \/  24 


x — 


60 


Prenons  encore  l’expression  x = 1 ,6  [3,2,2];  et  posons 
z = [3,2,2],  d’où  l’on  tire  les  convergentes  * et  +,  puis 
5z’ — i5z  = 7.  Ou  a d’ailleurs  x = 1 ,6,z,  et  les  convergentes 

4 et  î,  d’où  z = — - : en  substituant  cette  valeur  dans 

’ 6’  6x— 7 

l’équ.  précédente,  il  vient 

5(x — i)1  + t5(x— 1)  (6x — 7)  = 7(6x — 7 )’ 

ou  157X’ — 383x  + 233  = 0.  En  effet  on  trouve  que  cette  équ. 

donne  x — , et  les  calculs  précédemment  exposés 

montrent  que  si  l’on  prend  le  signe — , on  a pour  valeur  de  x la 
fraction  continue  proposée  : en  prenant  + on  trouve  pour 
l’autre  racine,  x=  i j3,  t , i [3,2,2]. 
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■ ' * * 

Équations  indéterminées  du  second  degré. 

608.  Résolvons  d’abord,  en  nombres  entiers,  l’équation. . . 

*•'  x%  — r 

mjr  — x'  dtza,  c.-à-d.  rendons  entière  la  quantité  — — — , 

r étant  le  reste  négatif  «Çmde  la  division  de  a par  ni.  Si  L’on 
fait  x = r, 2, 3, 4- . . , x1  étant  divisé  par  m,  les  restes  présente- 
ront une  propriété  bien  remarquable. 

Si  m est  pair , soit  prisx=  -j  m ±.  »,  d’où 


x’  m'zhm*  + ‘ m’+a> 

— = * = :±  « + - ; 

m m m 

les  restes  de  — , lorsqu’on  prend  pour  x les  deux  nombres 

- m dti»,  sontdonc  les  mêmes  : ainsi, lorsqu'on  passex=,  m, 
jusqu’à  x ~ m , on  retrouve  les  mêmes  restes  en  sens  in- 
verse. A 

’>  - 

C’est  ainsi  que,  pour  le  diviseur  i^,  on  trouve  les  restes 
suivans  : 

Si  m est  impair,  les  nombres.  £ ( m ± 1 ) sont  entiers;  fai- 
sant x = ^ (m on  a x2  — j (mdz  i)5±:<* 
les  ± se  correspondent-,  divisant  par  m,  ou  trouve,  qu’on 
prenne  le  signe  supérieur  ou  l’inférieur,  que  le  reste  de  la  di- 
vision est  le  même  que  pour  : ainsi  pour  les 

deux  valeurs  de  x,  les  restes  de  x1  divisés  par  m sont  encore 
égaux  ; passé  x x=.  — 1 ) on  retrouve  les  mêmes  restes  en 

ordre  rétrograde.  Ici  le  terme  moyen  se  répète. 

On  trouve  , par  exemple,  que,  pour  le  diviseur  17,  les  restes 
successifs  sont 

1. 4. 9. 16.8. a. i5. i3. i3. 15.2.8.16.9. 4- 1. 


| 


Digitized  by  Google 


20*1  ' FRACTIONS  CONTINUES. 

Quand  ï>m,  savoir  x — tm  - comme 

• . V 

X*  <*’ 

— = em  -fs«H , 

m m ’ 

le  reste  est  le  même  que  si  l’ou  eût  prisx=a  <C  rn. 

■ i*4 

Concluons  de  là  que,  i°.  si  Von  prend  x = 1,2, 3. . jus- 
qu'à l'infini,  les  restes  de  la  division  de  x’  par  m se  reprodui- 
sent et  forment  une  période  symétrique  de  m termes. 

La  table  II  donne  ces  périodes  pour  les  diviseurs  les  plus 
simples. 

— r 

On  ne  peut  rendre  un  entier,  qu'autant  que  r est 

un  des  termes  de  cette  période;  et  si  « est  le  rang  de  ce  terme, 
x = m donne  r pour  reste  de  la  division  de  x * par  m : on  a cette 
infinité  de  solutions,  x=tm  dza,  t étant  un  entier  quelconque. 
Chaque  fois  que  r entre  dans  la  période,  on  a une  valeur  de  a, 
et  une  équ.  semblable  donnant  un  système  de  solutions.  Mais 
il  ne  sera  nécessaire  d’avoirégard  qu’à  la  demi  période,  puisque 
le  retour  du  reste  r se  fait  aux  rangs  a et  m — a,  également  dis- 
tans des  extrêmes,  et  qu’il  ne  résulte  pas  de  cette  dernière  va- 
leur de  solution  nouvelle.  j „ 1 • 


i 

Par  ex.,  i3jr=^‘4*4°  donne  — 5-*-, 

1 3 

N t i 


ou- 


12 


i3 


-= entier. 


Dans  la  demi-période  du  diviseur  1 3 , le  reste  1 2 ne  se  trouve 
qu’au  5e  rang  ; ainsi  x = 1 3l  ±:  5., 

L’équ.  xa=i  7/+  7 est  impossible  eu  nombres  entiers,  parce 
que  7 ne  se  trouve  pas  dans  la  période  du  diviseur  1 7. 

Enfin  , pour  x“ — 4==  1 ’iXt  comme  4 entre  aux  raugs  2 et  4 , 
dans  la  demi-période  du  diviseur  12,  ou  a 

x — 1 2i  ± 2 et  3:4- 

Observez  que  quand  le  diviseur  m est  un  produit  pp  , x1  — r 
n’est  divisible  par  m qu’autant  qu’il  l’est  par  p et  par  p ; on 

rendra  donc  entiers  et  - — r—  par  des  valeurs  telles  que 

p p 

x = tp  ±t,  x = (p  ±:  «t' . Il  restera  ensuite  à accorder  ces 
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solutions  entreellgs,  car  les  valeurs  de  tetl'  doivent  être  choisies 
de  manière  à donner  le  même  nombre  x.  Ainsi , on  posera 

(n*  i»3)  ’*•" 

xa—  r x*  — r x dt  « x±» 

, j-set  , j—  — entiers. 

P P P P 

Quand p est  lui-même  déçomposable  en  deux  facteurs,  la 
j'*  fraction  peut  être  remplacée  par  deux  autres,  et  ainsi  de 
suite.  * -'>•* 

Par  exemple,  poqr  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 
3i5^  = x* — 46,  comme  3i5  = 9.j.5,  je  rendrai  x 1 — 46 
divisible  par  9,  7 et  5;  savoir,  en  extrayant  les  entiers  , 

r’  -r  I X’1 — 4 — 1 * . 

— . — - — ~ — — entiers. 

O - 

%A 


9 7 

Les  périodes  de  ces  diviseurs  donnent  « = 1 , «'  = 2,  a."  = 1 ; 
ainsi , il  faut  rendre  ( sans  dépendance  mutuelle  entre  les  ± ) 


. 1 - f 

x±  1 ix  2 x : 


= entiers. 


9 7 

t ’ 

On  trouve  enfin  que  si  k désigne  l’un  quelconque  des  quatre 
nombres  19,  89,  36  et  44,  on  a x==  3i5 1 ±:  k,  d’où 

±:x  = io,  26,44,^9,  226,  271...^=  1,  3,  6,  25,  162,  233... 

Pour  résoudre  en  nombres  entiers  l’équ.  my=Mx*-^-ïbx +c. 
multiplions  par  a , 

{ax  4-  by  — {b1  — ac ) z‘  — D 


ay  — 


m 


en  faisant  ax  -\-b~z,  b ’ — ac  — D. 

On  cherchera  les  solutions  x=  mt  qui  rendent  cette  fraction 

un  nombre  entier  : puis  on  devra  résoudre  l’équ.  du  1"  degré 
ax  -(-  b =zmi  ±:«,  c -à-d.  qu’on  ne  prendra  que  les  valeurs 
entières  de  (,  qui  rendront  x entier.  Si  n et  m sont  premiers 
entre  eux  , z7  — D sera  multiple  de  a et  de  m ( puisqu’on  a 
multiplié  par  a);  ainsi  011  divisera  le  résultat  par  a , et  l’on 
auray.  Quand  a et  m ont  un  facteur  commun  6,  il  doit  aussi 


Digitized  by  Google 


FRACTIONS  CONTINUES. 


206 

l’ètare  de  ihx  -f  c : on  cherche  d’abord  la  forme  générale  des 
valeurs  de  x,  qui  remplissent  celte  condition,  x as  hxf  -f -y,  et 
substituant  dans  la  proposée , ô disparaît. 

Soit  'jy  = 3x* — 5x-f-2;  on  multipliera  par.  2,  pour  que 
le  coefficient  de  x soit  pair;  d’où  a = 6,  b = — 5,  c — 
D=  t.  On  rend  z*  — 1 multiple  de  7,  en  faisantz  = 7 u±  1, 
qui  est  iciz  = 6x  — 5 ; on  en  tire 

*=  7'  + 1 » et  +3- 

v 

L’équ.  1 1 y =3x’  — 5x-f-  6 est  absurde  en  nombres  entiers. 
Pour  1 5y  = 6.r“  — 2x+ 1 , on  rend  d'abord  ax  — 1 multiple 
du  facteur  3,  commun  à i5  et  6,  savoir,  x=s:3x'  ~h  à, d'où 
5y=i8  x'a4-  iix  4-  7 ; extrayant  les  entiers,  il  reste  à rendre 
3x‘*  -H  2x'  -4-  2 multiple  de  5 ; on  trouve  z=x5ta=  3x'  -f-  1 ; 
donc  x'  = 3 , x ■-  11,  puis  x = 1 5t'  -f-  11. 

609.  Soit  l’équation 

az’  -f-  ibyz  4-  cy“  — M , 
qu’il  s’agit  de  résoudre  en  nombres  entiers. 

1"  Cas.  Si  b “ — ac  = o;  multipliant  le  i*r  membre  para, 
il  devient  un  carré  exact,  ( az  -f-  byY  — aM\  ainsi  aM  doit 
aussi  être  un  carré  fc*,  sans  quoi  le  problème  serait  absurde.  Il 
reste  donc  à résoudre  en  nombres  entiers  l’équ.  az  -(-  b y —h.. 
On  prend  » et  y avec  le  signe  attendu  que  h doit  en  être 
affecté. 

Pour  — 202^  + 25J-’  =49»  on  pose  2Z  — 5/ =±7, 
d’où  y — -},  tq;  i,z=5t  ± ». 

2*  Cas.  Si  b2  — ac  <0,  la  proposée  revient  à 

{az  -\-byy  -f-  Dy*  = aM,  a"  4-  D y2  = aM ’, 

en  faisant  b*  — ac=  — D,  az-\-  by~  u.  Ainsi,  Mdoitêtre 
positif.  On  fera  y =0, 1 ,2. . et  l'on  ne  conservera  que  les 
valeurs  qui  rendent  aM  — Dy'  un  carré.  Ces  essais  sont  en 
nombre  limité , puisque  Dy'^aM.  Une  fois.?'  et  u détermi- 
nés, on  ne  prendra  que  ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  2 
entier. 
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Pour  3 z1  — 2 zy  + 77*  — 27 , on  trouve 

(3z  — y)3  + 20,7’ ==8t , ua  = 8i  — 20jT; 

avec  3z  — y —u  ; donc  ±y  =oeta,  ±;  1/  =9  et  1 , 
i:  z — 3 et  1. 

3e  Cas.  Si  b* — ac  est  un  carré  positif  k\  multipliant  en- 
core paru,  et  égalant  le  ier  membre  à zéro,  pour  en  obtenir 
les  facteurs , on  trouve  que  la  proposée  revient  à 

[< az  + jr{b  + k)].[az  + y{b  — k)]z=aM. 

Soient  f et  g deux  facteurs  produisant  a M;  posons  les  égaux 
à ceux  du  ter  membre , il  viendra 

f_ZZÂ  --  /— + k) 

Ainsi  après  avoir  décomposé  aM  en  deux  facteurs  de  toutes  les 
manières  possibles,  ou  les  prendra  tour  à tour,  l’un  pour  f, 
l’autre  pour  g-,  et  l’on  ne  conservera  que  les  systèmes  qui  ren- 
dent entiers  d’abord  f,  puis  z.  Ou  prend  y et  z en  ±,  parce 
qu’on  peut  donner  kf  et  g-  le  signe  + ou  — . Ainsi, 

2z’  -4-  97Z  + 7 y*  = 38 , étant  doublée  pour  rendre  pair  le 
coefficient  de yz,  donne  a=4  > ^=9,0=1 4,  kz=:5,  aM=  3o4; 
les  produisans  de  3o4  sont 

2 X i52  = 8 X 38  = 4 X 76=  1 x3o4=  16  X 19-, 
les  deux  ier*  systèmes  conviennent  seuls  et  donnent 
±y  = 1 5 et  3 , qr  z = 53  et  1 . 

4*  Cas.  Si  b7 — ac  est  positif  non  carré,  pour  comparer  ce 
qui  nous  reste  à dire  avec  ce  qu’on  a vu , nous  écrirons  la  pro- 
posée sous  la  forme  Az * — lazy  — ky3  = P.  Les  racines  de 
l’équ.  Ax3 — 7.ctx  — k sont  irrationnelles  (ou  /=r«“  4-  Ak  est 
positif  non  carré);  développons-les  en  fractions  continues.  11 
suit  de  l’équ.  (f)  (n°  601  ),  que  la  convergente  qui  précède  la 

fraction  complète  est  % , quand  on  a cette  condition 

An * — 2, »nn  — kn'7  — ± P . 

Le  signe  de  P dépendant  du  rang  pair  ou  impair  de  cette  cou- 

! 

» t 

\ 
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vergente.  En  comparant  cette  équ.  à la  proposée,  on  reconnaît 
que  si  le  signe  des  2'*  membres  est  le  même  , on  a cette  solation 

4 , * * 

z — n,  y = n . 


Donc , pour  trouver  et  z,  développez  les  racines  x en  frac- 
. , , ^4-*  lA-M  < 

lions  continues  ; si  parmi  les  convergentes  — - — , 

A / /> 


il  s’en  trouve  dont  le  dénominateur  soit  le  second  membre  P 
de  la  proposée , on  limitera  la  continue  à l’entier  donné  par  là 
complète  précédente  , puis  on  cherchera  la  convergente  corres- 
pondante ; et  l’on  aura  z = n,yz=:ri  ; mais  il  faut  que  cette 

convergente  soit  de  rang  pair  quand  le  2'  membre  P est  positif, 
impair  quand  P est  négatif,  si  le  développement  estceluidela 
plus  grande  racine;  et  que  le  contraire  ait  lieu  pour  la  plus 
petite  racine.  Chaque  complète  qui  vient  en  rang  utile  donne 
une  solution , en  sorte  que  si  elle  fait  partie  de  la  période  , on 
a une  infinité  de  valeurs  pour  z et  y. 

Soit,  par  ex.,  2z* — i4yz+i’jy'J—5;ona  trouvé (p.  190)  que 
sx*  — t^x-h  17  = 0 a pour  moindre  racine  x=i , 1 , i(3,2),  et 
que  la  2e  complète  a 5 pour  dénominateur  ; donc  la  conver- 
gente \ vient  en  rang  impair,' et  donne  cette  solution  unique 
z=  1 , y = 1 , parce  que  la  période  n’entre  pour  rien. 

Si  le  2'  membre 7 au  lieu  de  5,  était  -4-  3 , il  n’y  aurait  pas 
de  solution  entière,  parce  que  les  complètes,  dont  3 est  le  dé- 
nominateur, étant  toutes  de  rangs  pairs  dans  la  grande  ra- 
cine x , et  impairs  dans  la  petite , ne  sont  pas  en  rangs  utiles. 

Mais  si  le  2e  membre  est  — 3 , développant  la  grande  racine 
x = 5 (2 , 3) , on  l’arrêtera  aux  rangs  1 , 3 , 5 , 7 . . . , parce  que 
les  complètes  suivantes  ont  3 pour  dénominateur;  de  là  les 
convergentes  j , . . . , qui  donnent  autant  de  solu- 

tions. La  moindre  racine  x = 1 , 1 , t(3,2),  arrêtée  aux  ter- 
mes 2e, 4*, 6e. . . , donne  de  même  * , . . ; donc,  avec 

zt.jr  — 1,7,55...,  on  prendra  ri: z =5, 38, 29g...  ou2,i  1,86... 

Enfin , quand  le  deuxième  membre  est  2 , on  trouve  de  même 


i 


t 
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'àzy^sz  0,2, 16,126,99a,  avec  ± z = 1,11 ,87,685,5393. . . 
ou  1 ,3,25, 197 , i55i . . . 7.  . . 

- Comme  les  convergentes  sont  toujours  irréductibles , on 
n’obtient  ainsi  que  les  solutions  qui  sont  premières  entre  elles  : 
supposons  que  la  proposée  en  admette  qui  aient  un  facteur 
commun  6 ,s  = 6 z'  ^y=6ÿ  2 on  aurait  alors 

fi“  {az*  -J-  ibzy  -f-  CJ  ‘)  = P • 


■P  est  donc  multiple  de  6’;  soit  P'  le  qiiotient , il  reste  à tirer 
z'  et  y d’une  e'qu.  semblable  à-  la  proposée , le  2'  membre 
étant/5';  donc,  autant  P aura  de  facteurs  carrés  au- 
tres que  î , autant  on  aura  de  valeurs  de  0 et  d’équ.  à trai- 
ter, dont  le  2e  membre  est  seul  différent,  P'  = P l 6’. 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  za  + 2 zy  — 5yl  =9,  qui  n’admet  pas 
de  solutions  premières  entre  elles  ; comme  9 est  = 31 , résol- 
vons z'a  -f-  •xz'y'  — 5y'‘  — 1 ; l’équ.  x*  -j-  ix  = 5 donne 

t/6 — 1 *t/6-{~2  . 4/6 4-  2 , *1/6  + 2 

x — = 1 , =2, =4, , etc.; 

1 ’ 2 1 ^ 2 


x = 1 (2 , 4)  > et  les  convergentes  3 , | . . Les  termes  de 
ces  fractions  sont  les  valeurs  de  z et  y;  multipliant  haut  et 
bas  par  3,  on  trouve  enfin 

±: z = 3 ,9,  87,  861...  ±j=  o,  6,  60,  5g4...- 

La  deuxième  racine  de  x ne  donne  aucune  solution  nouvelle. 

Les  dénominateurs  des  complètes  sont  <2  j/r  (page  193). 
Quaud  le  2'  membre  P dépasse  cette  limite,  on  ne  peut  espérer 
que  P se  trouve  parmi  ces  dénominateurs,  et  notre  procédé  ne 
fait  plus  connaître  les  solutions;  mais  /"désignant  un  facteur  de 
P,  P =/P\  n un  entier  quelconque  , posons^ ■=  nz  -f- fÿ  ; 


d’où  obn^r-cn-  ^ z%  + 2 y z{b-\-  en)  -f  cfÿ*  ~ P'. 

Qu’on  rende  entier  ce  1"  coefficient,  par  une  valeur  conve- 
nable de  n (p.  2o3)  ; chaque  fois  que  ù1  — ac  entrera  dans  la 
demi-période  du  diviseur f,  on  aura  des  valeurs  de  rt  n , et 
autant  d’équ.  à résoudre,  tellesque  Az'+iBy'z-pCy'  — P', 
T.  II.  . i4 
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où  C et  P'  sont  les  mêmes  (ainsi  que  li1  — AC).  Ainsi  on  peut 

réduire  P à être  P'<^  2 y't , et  même  jusqu’à  P’  = ±i . 

Ainsi  l’équ.  663’ — 18 yz  -j-  =34,  eu  prenant  f—  17,000- 

66  — 1 8n  -f-  ri’ 


duil  à rendre 
puis 


= entier;  d’où  n=a  et  16, 


~jr^=s  îjy'  -f  9.z  ou  -f-  16s,  2zs rt  îty'z  + iy-'sT=2. 

f.’ une  de  ces  transformées  a été  résolue  (p.  208)  ; l’autre  n’en 
diffère  que  par  le  signe  dey  ; on  en  tire  donc 

±2=1 , t 1 , 87 , ..3, 25... avec±y=  2,  56,  44^». ••  4o»3ia..., 
ouavec  —J~  16, 142, 1120, ...r4, 128... 

Nous  supprimerons  la  démonstration  qui  é tal.il it  que  ce  pro- 
cédé fait  obtenir  toutes  les  solutions  entières. 

61-0.  Ces  calculs  s’appliquent  à l’équ.  z' — iy*~ ±1  ; mais 
ils  deviennent  alors  très  faciles.  O11  développe  y'i  en  fraction 
continue  2 =s  ÿt~u  2«),  et  l’on  ne  s’arrête 

qu’aux  complètes  dont  le  dénominateur  est  1 , en  rang  impair 
pour  -f-  1 , et  paie  pour  — 1.  Or,  il  est  prouvé  (n°  606)  que  les 
■seules  complètes  dont  1 est  dénominateur  (excepté  la  t,"  y't), 
sont  celles  qui  donnent  le  dernier  entier  ou  de  la  période,  les- 
quelles ont  la  forme Les  convergentes  qui  ré- 
pondent à tous  les  retours  du  terme  u'  qui  précède  2 u,  si  elles 
sont  en  rangs  utiles,  donnent  donc  dtz  z=  n,±j-z=:n  , ces 
signes  étant  indépendans  l’un  de  l’autre.  Quand  la  période  a 
un  nombre  pair  de  termes , chaque  période  donne  une  solu- 
tion,.dans  le  cas  de  -f-  1 , et  il  n’y  en  a aucune  dans  celui  de 
— 1.  Lorsque  la  période  a ses  termes  eu  quotité  impaire , les 
retours  aux  périodes  tre,3*,5*...  conviennent  lorsque  le 
2e  membre  est  — 1 ; s’il  est  -f-,  on  prend  les  2", 4", 6”. . . 

Pour  l’équ.  z5 — , on  a (p.  202)1/  >4— 3(i ,2, 1 ,6)  v 
le  terme  1 , qui  précède  6,  ne  vient  jamais  qu'aux  rangs  pairs  j 
ainsi , la  proposée  est  absurde  en  nombres  entiers,  dans  le  cas 
de  — 1 . Dans  celui  dé  t , on  prend  les  convergentes  5 , ^ , 
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, et  l’on  a,  les  signes  étant  d’ailleurs  quelconques, 

• • 

±z=  1,15,44g.:.,  ±jr==o,4,  120... 

Soit — 1 3us  = ± i : comme  p/  1 3 = 3 (i,  i,  i,  t , 6} , 
les  convergentes  correspondantes  au  retour  du  terme  i qui  pré- 
cède 6,  Sont|,^,ff|,2^£...  : d'où z = i, 64g  ..^^=0,180... 
pour-J-i  ;et  z=  18, 2338a. ..jr  =5,6485...  pour  — 1.  , 

Soit  z"  — 3y  1 ; comme  \/3  = 1(1,2)-,  toutes  les  conver- 
gentes ïji»f ,7s  »ff  donnent  des  solutions;  il  n’y  en  a 

aucune  , quand  le  2*  membre  est  — 1. 

L’équ.  z*  — 5y=±  1 a ses. solutions  dans  les  fractions  al- 

ternpc  — 9 21  *JLi  *8,  ’*89 

ici  iica  o».t,77,Tî  * Ta  H r • ■ 

Étant  donné  un  nombre  impair  N~  2 m i ; qu’il  soit  par- 

tagé enmetmfi,  ses  deux  moitiés’  inégales  et  entières,  et 
qu’on  décompose  chaque  partie  en  deux  autres  ; on  pourra 
toujours  choisir  ces  parties  telles  que  leurs  produits  respectifs 
soient  égaux  , savoir  : 

.r -f  x'  — m,  jr+y—m- f- 1 , xx  —yf. 


En  effet , éliminant  x et  y,  il  vient  y — jr°=:(m-p  iy — mx. 
O11  résout  cette  équ.,  comme  on  l’a  dit,  en  posant 

x = ï (z  -f  ni),  y—  \ (/  -j-  m -f-  1), 

d’où  — - z1  = (m  -f-  1 )*  — m2  = 2m  -f-  1 = N. 


Ainsi,  pour  trouver  <etz,  on  décomposera  N en  deux  parties 
telles  que  ce  nombre  soit  la  différence  de  leurs  carrés.  Soient 

* et  fi,  deux -facteurs  impairs  produisant  N,  N = <*/? , il 
viendra  (/  -}-  z)  (t  — z)~  *1 S,  r -f-  z = * , t — z = fi;  d’où 

<*  -î-  /S  u — fi  -\(cc—fi)-\-m  ;-(«-f-jî)-l-w-f-T . 

* = . , z= , x — t-, — ,J  = : 

2 2 2 2 

Comme  * et  jS  sont  impairs,  {(adLfi)  sont  entiers,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  l’un  de  ces  deux  nombres  est  pair  et  l’autre  im- 
pair : mais  pour  que  x soit  entier,  il  faut  que  m soit  pair  ou 1 
impair  avec  \ («  — /S) , condition  qui  rend  j entier. 

Ainsi  pour  N fz  io5  =2 . 5a  -f- 1 , en  décomposant 


io5  en 
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35  X 3 , on  a 4=19,  =16,  m=5a , ar~34 , j=36,  x'=i8\ 
r'=  17  : et  en  effet,  34'X  >8=36x17=612. 

Observez  qu’en  prenant  0 = 1 pour  l’un  des  facteurs  de  JV, 
et  * = 2m+i  pour  l’autre , on  trouve  t = >w  -j-  1 , z = tn  , 
x*—y=  o : les  quatre  parties  de  N se  réduisent  donc  à deux  • 
alors  il  suit  de  ce  qu’on  vient  de  dire  que  tout  nombre  im~  > 
pair  2TO+1  , est  la  différence  des  deux  carrés  ( m 4 1)’ — m1, 
ainsi  qti’on  le  fait  (,n°  i34,  20).  Celle  décomposition  en  deux 
carrés  peut  se  faire  de  plusieurs  manières  en  prenant  pour 
i facteurs  a et  0 produisant  2m 4*  > des  nombres  tels  que 
■j  (* — ÏÏ)  soit  pair  ou  impair  avec  m,  ; mais  si  le  nombre 
2 m -f-  1 est  premier,  il  n’y  a qu’une  seule  manière  de  faire  la 
décomposition. 

611.  L’équation  ‘ Y • 

az‘  4 ïbyz  + cy*  4 . dz ey  +/=  O , ' . 


la  plus  générale  du  2e  degré,  se  ramène  à la  précédente  , en  la  * 
dégageant  des  termes  de  r*  dimension.  Soit  fait 

z=kz'  + a,  y = ly'  + 0; 
d’où  za<t-{-zb0 -\-d=zo,  o.0c  -j-  2<*ù  + e = o. . . (i) , 
cd  — be  „ ae  — bd 

en  posant  b * — ac  — D.  Tous  nos  coefficiens  sont  supposés  enr- 
* tiers.  Or,  il  est  clair  que  cette  transformation  n’est  utile  qu'au- 
tant  que  z et  y sont  entiers , en  même  temps  que  z et  y.  Faisons 

donc  les  indéterminées  k = l — —4r  savoir,  * 

2 D 


z 4 cd  — be 


y = 


y 4 ae  — bd 


(2). 


zD  ’ *'  2 D 

Les  valeurs  cherchées  d ey'  et  z!  répondront  à des  entiers  pour 
i et  y : niais  la  réciproque  n’a  pas  lieu,  et  l'on  devra  rejeter 
les  solutions  entières  de  z'  et  y',  qui  ne  reudent  pas  z et  y en-, 
tiers.  On  aura  ainsi  toutes  les  valeurs  demandées,  en  ne  con- 
servant pour  x et  y'  que  Içs  solutions  trouvées  , qui  ont  la 
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to’tine convenable  (n°  597).  Maintenant,  multiplions  les  e'qu.  ( 1 ) 
respectivement  par  a et  /S , puis  ajoutons;  nous  avons 

r , , , „ , dx-î-e&  ae*  — ibed  + cd' 

-(a»1  + 2W+^‘)= — JZT3 ' * 

. * ,1  ‘ ’ 

Nous  désignerons  le  numérateur  par  N : la  transformée  est 
- az'*4-  2 bz  y + Cy“  + 4£>’/+  ND  = O . . . (3)  ; 
e'qu.  qu’011  sait  résoudre. 

Lorsque  b * — ac=-=o,  ce  calcul  ne  peut  plus  se  faire;  mais 
multipliant  par  a,  les  trois  premiers  termes  forment  le  carré 
de  az-f-by;  posant  ce  binôme  = z ; le  reste  drf  calcul  est 
facile. 

V.  . . » 

Soit  — 2zy  -f-  3y — 3oz  4-  1 oy  -f-  8 = o ; 

1 z>  — 8°  y + 4° 

les  equ.  (a)  deviennent  z = , y — - ; mais y et  z 

11e  sont  entiers  qu’autant  que  4°>  facteur  commun  des  cons- 
tantes, l’est  aussi  de  z'ety , qu’on  peut  changer  en  4oz’  et  4’°y  ; 
ainsi  ce  facteur  40  s’en  va,  et  l’ou  pose 

- 

Z = z'+'2,  y~y  — 1 , 7/*  — M'y -My*=s: 27. 

*4 

Cette  équ.  a été  traitée  (p.  207)  et  a donné  dtz'  = o et  2, 

±. y=3  et  1 ; donc  on  a 

o 

z = 4,d,2  et  2,  avec  y=.o, — 2,2  et  — 4- 


Des  Êqu.  indéterminées  de  degré  supérieur. 

612.  Pour  résoudre  en  nombres  entiers  l’équ.  .i 

my  z=.a~-\~bx  - 1-  ex 1 + . . . -}-  kxn , * 

observons  que  si  xpe,  on  a aussi  x—*-{-rnl,  l étant  un 
nombre  entier  quelconque,  puisqu’en  substituant,  le  2*  mem- 
bre prend  la  forme  a -f-  bx  -J-  c«* . . . -f-  m T,  qui  est  visible- 
ment divisible  par  m,.  Lorsque  rn,  si  l’on  prend  pour  t, 


. i 


- •* 
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a « * ' 

l'entier  contenu  dans  — , la  valeur  x — »±mt  se  trouve  com- 
m 

prise  entre  4 ^ w et  — j m.  Donc  s’il  existe  des  solutions  en- 
tières de  la  proposée,  il  y en  a toujours  une  infinité,  et  l’une  au 
moins  des  valeurs  de  x est  j m.  dans  chaque  système 

x = a±mt.  * r*-.'  ' 

* » 

Lorsqu’on  tüvise  par  m ceux  des  coefficiens  a,  b , à.. . . qui 
sont  > m,  on  extrait  les  parties  entières,  et  on  simplifie  le 
problème.  Du  reste  il  suffit,  pour  résoudre  l’équ.,  d’essayer  pour 
x tour  à tour,  tous  les.  entiers  }-m,  ce  qui  donnera  les  nom- 
bres simples»,  et  par  suite  toutes  les  valeurs  de  x — * 4 ml. 

Ainsi  pour  l’équ.  7 y — 17  49* — 3xî4  5*3.  on  posera 

, , 5 4-  2X  — 3x*  4-  5x3  ' 

y = 2 4 x -f ; puis  prenant  x==o,  1 ,2,3 

ji  J-  * T r ♦ 

et  4,  tant  en  4 qu’en  — , on  reconnaîtra  que  * = î et  d:  1 
conviennent  seuls;  ce  seront  les  valeurs  de  a dans  x = «47*1»» 
qui  comprend  toutes  les  solutions,  et  permet  d’en  conclure  les 
vale’urs  correspondantes  dey. 

L’équ.  la  plus  générale  à deux  inconnues  x et^,  dont  l’une 
n’est  qu’au  1er  degré,  est  , 

y (a  4 b'x  4 . . . ) = a 4 bx  4 ex1 ...  ; 

, * 

4 ■ 

pour  obtenir  toutes  les  solutions  entières,  posons 

4.  ■ . • 

, • » ;.r  * / 

a 4 b'x  4 c'x‘ a 4 bx  -}-cx‘ ...  =m, 

d’où  m'y  = m.  éliminons  x , puis  m , entre  ces  trois  équ.  ; il 
viendra  d’abord  une  équ.  de  la  forme 

A 4 Dm  4 Cm!  4 Dm  ‘ 4 Emm  4 Frn* , . . o, 

puis  A 4 Uni  y -f-  Cm  + Dm'*j*  4 ==  b : 

• ‘ ?■  t 

~ et  comme  tout  est  ici  divisible  par  m , le  t"  terme  A doit 
aussi  l’être  , sans  quoi  la  proposée  n’admettrait  aucune  solu- 
tion entière.  On  cherchera  donc  tous  les  diviseurs  de  A,  tels 
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f 

que  a fi, y . . Ce  seront  les  seules  valeurs  que  m'  puisse  avoir  : 
en  faisant  successivement 

«=a'-f•ù,x-f-c/x,. . . , $=-a'  -\-b'x- f-...,  y=.a-\-. . . etc. 

on  prendra  les  racines  entières  de  x ; celles  de  ces  racines  qui 
rendront  m multiple  de  m'  pourront  seules  résoudre  la  ques- 
tion; mais  il  faudra  en  outre  que  le  quotient  = y soit  en- 
tier, afin  d’avoir  la  valeur  correspondante  dej\ 

j* 

Observez  que  le  long  calcul  de  l’élimination  dont  on  a parlé 
ne  servant  qu’à  faire  connaître  le  nombre  A,  on  l’abrège  beau- 
coup, en  prenant  m'  et  m nuis  , c.-à-d.,  en  cherchant  le  com- 
mun diviseur  entre  les  polynômes  à -f-5'x-f-..,  et  a-^-bx+e  te.; 
seulement  il  faut  avoir  l’attention  de  ne  pas  supprimer  les  fac- 
teurs numériques  qui  pourraient  affecter  tous  les  termes  de 
l’un  des  restes,  ainsi  qu’on  est  en  droit  de  le  faire  dans  lë  ca! 
cul  ordinaire.  Cette  opération  donne  A pour  reste  final,  car 
s’il  existait  un  commua  diviseur  numérique,  on  le  supprime- 
rait dans  l’équ.  proposée. 

Par  ex.  soit  J"(x3 — 3)  = x’  -f- 1 , la  recherche  du  commun 
diviseur  entre  x3 — 3 et  x’+i  , conduit  au  reste  final  io,  dont 
les  diviseurs  sont  i , 2,5  et  io,  en  -f-  et  en  — : prenons  ces 
huit  valeurs  successivement  pour  m'  dans  les  équ.  x3  — 3 =/«', 
x’-f-  i = m,  et  noqs  verrons  qu’on  ne  peut  admettre  que 

ni  — — 2,  d'où  x = i , m = 2 , y — — i 
m’  = + 5,  x — 2,  m = 5,  y = - f î; 
telles  sont  les  deux  seules  solutions  du  problème. 

Nous  ne  traiterons  pas  les  équ.  où  les  deux  inconnues  en-, 
trent  à des  degrés  supérieurs,  parce  qu’on  n’a  aucune  méthode 
générale  pour  les  résoudre  ; on  n’y  parvient  dans  chaque  cas 
particulier,  que  par  des  procédés  spéciaux,  Voy,  les  Recher- 
ches arithm.  de  Gauss,  lés  Mémoires  de  Berlin , etc. 
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Résolution  des  Équations  numériques. 

6i3.  Soit  fx=  o une  équ.  qui  ait  été  préparée  de  manière  à 
n'avoir  aucunes  racines  comrnensurables,  ou  égales,  ou  com- 
prises plusieurs  ensemble  entre  deux  nombres  entiers  successifs 
( n°  542 ) ; admettons  qu’on  connaisse  pour  chaque  racine  irra- 
tionnelle l’entier  « qui  est  immédiatement  moindre  (n°  5^i  ) , 
et  procédons  à l’approximation  ultérieure. 

D’après  la  règle  donnée  (n°  592),  soit  fait  x = a -f-  —, ,,fx=:o 

y'  ' 

deviendra  ftx‘  = o.  Or,  par  supposition,  il  y a une  des  valeurs 
de  a/  qui  est  > 1 , et  il  n’y  en  a qu’une;  cette  racine  répond  à 
la  valeur  de  x dont  « est  la  partie  entière,  et  dont  nous  vou- 
lons approcher.  Raisonnons  de  même  pour  J\x t = o , et  soit  fi 
l’entier  approché  de  x'-,  on  est  assuré  qu’il  n’y  a qu’une  valeur 

: 1 '*  ’l 

de  x’  qui  soit  positive  et  ]>  1 ; on  posera  donc  x'  = /3  -f-  —7, 

* ayant  une  racine  1 , et  une  seule;  de  là  une  transformée 
x"  = o dont  x"  est  l’inconnue.  On  voit  donc  que  la  racine  x 
sera  développée  en  fraction  continue  x = a , y , . . . ; qu’on 
en  tirera  des  convergentes  de  plus  en  plus  approchées  par  excès 
et  par  défaut,  alternativement;  que  l’erreur  résultante  de  cha- 
cune aura  une  limite  connue,  etc. . . 

Quant  au  calcul  de  f,  ,/> , . • . , il  est  très  facile  ; car  soit  * 

fx=.kxl  -f- pxl~ 1 -f-  qxi~i . . . -f-  « — o;  si  l’on  pose  i = « + 
la  transformée  est  (n°  5o4)  .,  ■ 

f*  4-  if*  + '.?/"*■  • • ■ 4*  kl>  — o : 

mais  ici  t — -t  ; donc,  en  multipliant  tout  par  x'1', 

/*■*'  + f'<*y  x"‘~'  + .x‘~\  . . + k = o. 

J“,  f*,  sont  les  valeurs  de  fx  et  de  ses  dérivées, 

lorsqu’on  y fait  x — a.  Ainsi,  après  avoir  calculé  ces  coefli- 
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ciens  ( voj . p.  4^(*))>  il  suffira  de  les  substituer  dans  cette  équ. 

Soit  proposée  l’équ.  .r3  — 2X  — 5 = o,  dont  une  seule  ra- 
cine est  réelle  et  comprise  entre  2 et  3 (n°  56o);  appliquons 
notre  méthode.  En  faisant x — 2,  dans  x3  — ix  — 5,3x2  — 2, 
Zx  et  t , on  trouve  — 1 , to, 6 et  1 , pour  eoefficiens  de  l’équ. 
en  x'.  Mais  a/  est  entre  10  et  1 1 , et  l’on  trouve  de  même  pour 
les  eoefficiens  de  l’équ.  en  x",  61,-94,  — 20, — 1 ; donc  on  ob- 
tient ces  résultats,  où  l’on  s’est  dispensé  d’écrire  les  puissances 
de  x,x'  ,x" , qui  sont  assez  indiquées  par  les  rangs  des  termes  : 

fx  = X*  -h  Or*  — a*  -4  “ 5 =,  o entier  3, 

fi  = — t -+•  1 0 4-  6 -f-  1=0.....  10, 

f,  = 61  — 94  — 20  — 1 = 0 ; ....  1, 

fi,—  — 54  — a5  -+■  89  + 61  — o 1, 

fi  = 71-133-187—54  = 0 ‘ 


fi  — — 35a  + 173  -f-  3o3  -f-  71  = 0 1, 

fe  = ig5  - 407  - 833  - 352  = o 3, 





etc. 


. . . 24-^  = 2 . on 


Donc  x = 2,  10,  1,  1,  2,  i,3.„.=;  Hf  qo 2,og455 . . 
valeur  qui  a 5 décimales  exactes,  puisqu’elle  n’est  pas  en  erreur 

de 

L’équ.  x3  — x 9 — 2X+  1 = o a ses  trois  racines  réelles,  et 


- « 


îprises  entre  1 et  2,0  et  1 , 

— r et- 

— 2.  Approchons  d’abord 

la  ire. 

* * t 

' 

f • 

2*  -+• 

1 = 0 entier 

1, 

/.  • 

..  — 1 — 1 -h 

2 -f- 

1=0..,, 

f.  . 

1 - 3 - 

4- 

I =0  .... 

4, 

fi  • 

. . — 1 + 20  + 

9 -+• 

I =r  0 Si.  4 

20,  ‘»r 

■fl  ■ 

t8i  — 3gi  — 

40  - 

I =0  .... 

a, 

' fi  • 

. . — 797  -+•  568  -+■ 

695  + 

181  = 0 . . .. 

3, 

y<>  . 

1205  — 

197  = 0 .... 

*> 

etc. 

- ' ■ 

f>  t • 

•T 

* U 

(*J  Voici  le  calcul  prescrit  p.  46  pour  déduire  f,  dey,  dans  l’ex.  suivant  : 


fx 

= —1  4-io 

-f-  6 -h  1=0  entier  10 

f 

— I 0 

+ 6 + 61 

Facteur  10  < 

— I — 10 

— 94  * - 

. l 

— 1 — 20 

d'où 

— ! 20 

— 94  ■+■  61 

Ax 

-f  61  — 94 

— 20  — ■ 1 ,, 

> 

• 

V* 

♦ 

V 

• 

* * 

••  A’-.* 

* 

\ 

• » • 

* 

» * * * 

* * 

r ' 
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* = i,;,4Tao,a,3,i,6,io,5,9.  1,801.937-3  358. 

La  ratine  comprise  entre  o et  *1  se  trouve  de  même;  et 
comme  dès  la  2'  opération  on  retombe  sur  la  transformée  (2),  * 
on  doit  retrouver  les  équ.  3,4,5...;  d’où  ",  .' 

x = o, 2, 4, 20, 2, 3,  i,6, 10, 5, 2 o, 4450418679. 

. Enfin,  pour  la  racine  négative,  il  faut  changer  x en  — x;  et 
comme  on  a alors  l’équ.  (1),  on  pose  de  suite 

— x=  1,4,20,2,3,1,6,10,5,2  = ^114=  1,2469796037. 

Nous  rencontrons  ici  une  particularité  propre  à l’exemple 
proposé,  en  sorte  que  les  trois  racines  se  trouvant  formées  des 
mêmes  termes,  on  est  dispensé  du  calcul  des  deux  dernières. 

b 

Pour  fx  = 2x*  — i4x  +17  = 0 entier  - 5 .‘a, 

on  a y,  — . . . — 3 -h  6 ■+•  a = o a 

/,  = } + a — 6 -3  = o 3 

/,  = . — 3 +6  -4-  2 = a a 

On  retrouveyj  donc  x— 5 [2,3]  comme  p.  igo. 

614.  Exposons  maintenant  les  moyens  d’abréger  ces  divers 
calculs ’ ; • '*  ...  /’ 

La  fraction  continue  ayant  éte>  poussée  jusqu’à  l’entier  jr' , 

x = *,/S, y . . . »,  soient — , et—  les  deux  dernières  conver- 
m n 

gentes;  il  suit  de  l’équ.  (Gj,  n°  5g3)  , ainsi  qu’on  a vu  p.  201 , « 
que  si  z représente  la  valeur  du  reste  de  la  fraction  continue,  1 
on  a.  „ 


ni  x - 
. rix  ■ 


• m 
■ n 


m 

/ 

n 


ri  (rix  — n)' 

r * j*. 

en  commençant  la  division  , et  à cause  de  mn  — mri  = iti  i . 

Soit  «Ma  différence  entre  .r  et  la  convergente^-,  où  S' ^ n~, — x> 
. , n n 
on  a o — n =s— /iV*;  d’où 

1 


m 

n* 


Ici  x désigne,  il  est  vrai,  la  racine  dont  on  veut  approcher,  et 


v 

j 
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z est  une  valeur  qni  en  dépwd  ; mais  chacune  des  autres  ra- 
cines x , x" . . . donne  une  équ.  semblable;  ainsi,  z' , z" . . . 
' étant  les  valeurs  de  z correspondantes,  on  a 

z'-_r!L-+-  _L_  m'^  1 etc 

n'— n‘’  n'  - i" . n' * ’ 


Ajoutons  ces  (i — 1)  équations,  et  faisons  pour  abre'ger. 
i t 

A = jr  + y,  4-  • \ nous  avons 


A 

ri*' 


La  transformée  en  z étant  représentée  par  Azi^Bzi‘m,i +. . .=o, 

la  somme  des  racines  est  * -\-z'  -f-  z" ...  = ; retranchant 

' • . A 

l’éqU.  précédente, 


- t 

m'  . B a 

(t_  5+7l;...  (fl) 


n 


n • 


mais -j,  ne  tarde  pas  à approcher  assez  de  x pour  que  tèsoit  fort 

-V 

petit;  y , i'"...,  qui  sont  les  différences  des  autres  racines  x’ ,x"... 
à hotre  convergente,  sont  à peu  près  égales  aux  différences  de. 
ces  racines  à x-,  et  plus  ces  différences  sont  grandes,  plus  d est 
petit;  n croît  d’ailleurs  de  plus  en  plus  : ainsi,'  le  dernier  terme 
de  notre  équ.  est  alors  négligeable;  d’où 

<*> 

« a * k ‘ 

Non -seulement  cette  équ.  dpnne  l’entier  %,  contenu  dans  z, 
mais  même  en  résolvant  en  continue,  par  la  méthode  du  com- 
mun diviseur,  on  peut  prendre  plusieurs  termes  successifs, 
comme  composant  la  valeur  de  z et  continuant  celle  de  x; 
z—x,ç,r. . . • d’où  x=*,$, . • .»,*•, ç,»1  . . En  arrêtant  la  frac- 
tion z à l’un  de  ses  termes  »,  soient  —n  —,  les  deux  dernières 

■■■  P 9 
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F "" 

*•  , 

convergentes,  on  a (équ.  G,  |).  t6o) 

:J.*  qr+p-  : 

Z = “-7 ; . « 

. . tf'+p  . 

et  substituant  dans  la  transformée  en  z,  on  passe  de  suite  à 
celle  qui  répond  au  terme  a-,  en  supposant  qu’en  effet  ce  terme 

convienne  à la  valeur  de  x.  Puisque  z = — — ~ — —,  il  suffira 

1 rix—n  ’ 

d'avoir  deux  limites  rapprochées,  entre  lesquelles  x soit  coin* 
pris,  et  de  substituer  ces  limites  dans  cette  fraction,  pour  avoir 
celles  de  z : ces  dernières  résolues  en  continues,  leurs  termes 

communs  le  seront  aussi  à z,  et  continueront  x. 

; • ■ » ’< 

Pour  la  iie.racinedudernier  ex.,  partons  de  la  transformée^; 

les  convergentes  sont  | r=  1 , 1 , 4;  fof  ==  1 > 1 > 4>20>  l’on 
tirez  = 7^-  -f  ffr  = fîlff  = 2j  3,  1 ,6. . on  remarque  que 
les  quatre  ic'*  termes  continuent  la  valeur  de  x,  laquelle  ar- 
quiert  de  suite  8 termes.  On  en  tire  les  convergentes  - et  |j; 

d’où  z~--lU  ~r~  9 , et  par  suite  la  transformée  en  substi*-  • 

27“  + 4 • ■* 

tuant  dans  fy  et  ainsi  de  suite. 

Quand  la  racine  x est  commensurablc , la  fraction  continue 
sé  termine;  sans  cela  elle  va  à l’infini.  Si  la  proposée  admet 
quelque  facteur  rationnel  du  2e  degré,  ou  obtient  une  période, 
et  le  retour  des  mêmes  termes  annonce  cette  circonstance. 
Ainsi  l’équ.  x * — 2X3  — 9X*-+-  22X  — 22  = o , lorsqu’on  veut 
poursuivre  la  racine  qui  est  entre  3 et  4»  donne 

» * 

./,  = — 10  4-  23  -+•  37  4-  10  -f-  1=0  entier  3, 

_/„  = 58  — 3i4  — 3i5  — 98  — 10  ==  o . .it'6, 

h — — 4^91  ■+■  I23a2  ■+■  656i*  4»  1078  +.  58  = o 3,  etc; 

Cette  dernière  équ.  conduit  à z = + fffff  — — ^ »6— 

Le  retour  des  chiffres  (3,6)  fait  présumer  une  période  : en  sup- 
posant qu’elle  existe,  on  trouve  que  x1 — 1 1 doit  être  diviseur 
de  la  proposée  (n°  607);  on  çssaie  cette  division,  qui  donne  le 
quotient  exact  x’  — ax-f-  2. 


A 
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La  résolution  de  l’équ.  xl  = A , ou  l’extraction  des  racines, 
rentre  dans  cette  méthode.  Ainsi  a?3  ==  17  donne 

, x = n.,  1,  1 , 3,  i38— 

et  formant  la  valeur  de  z,  on  arrive  âr  = 1, 3,  2.  d’où 
" * = ^ = 2,57.28.8. 

6i5.  L’équation  10*  = 29  se  traite  delà  même  manière. 
On  trouve  d'abord  que  x entre  1 et  2;  savoir , 


t.  , 1 - r + i 
> +7.  10  ^=29;  K 


x.  =29;  IOX  10*- = 29;  io=(2,9)I/.  On 

voit  ensuite  que  xr  est  entre  i et  3 ; 

* ( % VV-\< 

.r'  = 24-^,  io  = (2,g)a.(2,9)J“  , (rÜT)*n  = 2,  9;  et 
ainsi  de  suite.  Donc 

t*  _ , * 

x — 1,2, 6, 6,1, 2, 1,2...  =-^1  = 1,4623980. 

# 

Cette  valeur  x est'  approchée  à moins  de  (gjj)’,  avec  six 
chiffres  décimaux  exacts. 

iox  = 23  donne  .x  = 1 ,2,  i ,3,4>  17,2  = fHy  = 1,3617278. 

Ainsi,  on  sait  résoudre,  par  approximation,  l’équ.  \ox  — b , et 
comme  011  peut  prendre  au  lieu  de  10,  toute  autre  base,  on 
sait  calculer  le  logarithme  d’un  nombre  dans  tout  sjrsleme. 


VI.  MÉfHODE  DES  C0EFFICIEN3  INDÉTERMINÉS. 


Décomposition  des  Fractions  rationnelles. 

616.  F et  <p  étant  des  fonctions  de  x identiques,  c.-à-d.  qui 
n’ont  qu’uqe  simple  dissemblance  provenue  de  la  manière  dont 
elles  sont  exprimées  algébriquement,  l’équ.  F.~<p  n’a  pas  be- 
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soin  pour  se  vérifier  qu’on  attribue  à x des  valeurs  convenables, 
et  doit  subsister,  quel  que  soit  le  noiùbre  qu’on  juge  à propos 
de  mettre  pour  x.  Supposons  que,  par  des  artifices  d’analyse, 
on  parvienne  à ordonner  F et  q>  par  rapport  à x,  sous  la  même 
forme 


a -f-  bx  ex5  -f-  dx3. , . = A + Bx  -f-  Cx’  -f-  Dx3. . . ; 
puisqu’il  n’y  avait  entre  F et  ç>  qu’une  différence  apparente  due 
aux  formes  sous  lesquelles  ces  fonctions  étaient  exprimées, 
cette  différence  de  formes  n’existant  plus,,  on  doit  précisément 
trouver'dans  un  membre  tout  ce  qui  entre  dans  l’autre  ; donc, 

a — A , b — B , c=  C. ... 


Et  en  effet,  puisque  l’équ.  doit  subsister  pour  toute  valeur 
de  x,  si  l’on  prend  x=  o,  on  a a=,A.  Ces  deux  constantes 
n’ont  pas  été  rendues  égales  par  cette  supposition  ; elles  l’étaient 
sans  cela,  et  l’hypothèse  n’a  été  ici  qu’un  moyen  de  mettre 
cette  vérité  en  évidence.  Dès  lors,  quel  que  soit  x,  on  a encore 
bx  -f-  ex2  -+•...==  Bx  -f-  Cxa ; divisant  par  xtj 

b -J-  ex  -f-  etc.  = B -(-  £x.  . . ; 
le  même  raisonnement  prouve  que  b r=  B,  puis  c — C..  . 

Ainsi,  étant  donnée  une  fonction  F,  après  s’être  assuré  di- 
rectement qu’elle  est  susceptible  d’être  exprimée  sous  une  forme 
désignée  <p,  contenant  des  c.oefliciens  constans  A ,B il  est 
aisé  de  trouver  ces  nombres.  i°.  On  écrira  l’identité  F=p, 

F étant  la  fonction  proposée,  et  ç sa  valeur  mise  sous  une  autre 
forme  reconnue  convenable,  et  contenant  les  coefficient  indé- 
terminés A,B,C. . . ; 2°.  par  des  calculs  appropriés,  on  ordon-  , 
nera  les  deux  membres  F et  <p  selon  les  puissances  dc,r;  3°.  on 
égalera  entre  eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x; 

4°.  enDn,  on  éliminera  entre  ces  équ.  pour  en  tirer  les1  valeurs 
des  constantes  inconnues  A, B,  C.\  . 

Appliquons  ce  principe  à divers  exemples. 

617.  N étant  le  numérateur  d’une  fraction  rationnelle,/?  le 
dénominateur,  proposons-nous  de  la  décomposer  en  d’autres 


î- 


? 
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dont  elle  soit  la  somme.  Par  la  division,  on  peut  toujours  abais- 
ser le  degré  du  polynôme  N,  par  rapport  à x , au-dessous  de 

D;  c’est  dans  cet  état  que  nous  prenons  la  fraction.  Soit 

D,=  1°X  Q,P  et  Q étant  des  polynômes  premiers  entre  eus, 
des  degrés  p et  y,  posons 

N jlxfl~' Bxi~* ...  . -f-  Tj  j A'xr~'-k'B'xP—% . . 

D Q 1 P ' ‘ 

Pour  réduire  au  même  dénominateur  D=PxQ , multiplions 
Axi~'-\-, . . par  P.  et  . . . par  Ç;  ces  produits  seront 

de  degré  p -f-  y — ,i  , c -à-d.  formeront  un  polynôme  complet 
d’un  degré  moindre  de  i que  D\  et  comme  N est  au  plus  de  ce 
même  degré,  eq  comparant  chaque  terme  de  A>’  à ceux  des  pro- 
duits ci-dessus,  on  en  tirera  />  *+•  y équ.  entre  les  coefficic'ps 
inconftus  A ,A'  ,B dout  le  nombre  est  visiblement p+q , 
puisque  nos  numérateurs  ont  q et  p termes;  ces  inconnues  ne 
seront  qu’au  Ier  degré,  et  le  calcul  conduira  bientôt  à les  trou- 
ver. Il  est  donc  prouvé  que  la  décomposition  indiquée  est  lé- 
gitime , et  le  calcul  donne  actuellement  les  valeurs  de  toutes 
les  parties  composantes. 

Et  si  P et  Q sont  eux-mêmes  décomposables  en  d’autres  fac- 
teurs premiers  entre  eux,  sans  chercher  à déterminer  A,A'  ,B 

on  remplacera  chaque  fraction  par  d’autres  formées  selon  le 
même  principe;  c.-à-d.  que,  pour  décomposer  la  Jràclion  ra- 
tionnelle proposée,  il  faut  trouver  les  facteurs  premiers  entre 
eux  de  son  dénominateur , et  égaler  cette  fraction  à une  suit» 
d’autres  qui  aient  ces  facteurs  pour  dénominateurs  , et  dont  les 
numérateurs  soient  des  polynômes  respectivement  d’un  degré 
moindre  d’une  unité.  % ■ 

’ On  égalera  donc  D à zéro  pour  le  résoudre  en  ses  facteur» 
simples;  et  il  se  présentera  deux  cas,  selon  que  D n’aura  que 
des  facteurs  inégaux,  ou  en  aura  d’égaux.  Examinons  ces  deux 
cas  séparément. 


1er  CAS. 


Si  D~{x  — 

A' A 

P .r  — a 


a)  ( x — b)  (.x  — c ) . . 


f 


g 

.t  — b 


ou  posera 


\ * 
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et  il  s’agira  de  déterminer  A , B , C. . . par  le  procédé  qu’on 
vient  d’exposer. 

Par  exemple , soit  D=(x  — à)  (x  — b)  ; on  a 

kx+l  __  A B 

(x  — a)  (x  — b)  x — a x — b 

d’ou  kx  + l — A(x  — b)  + B(x  — a ) 


Ainsi 

et  enfin  A = 

2 — 4 x 


=z(A  + B)x — Ab  — Ba. 
k A + B ^ — l zxz  Ab  •+ Bu  ^ 


ka  + l 


B: 


kb  + l 


Pour 


b — a ’ “ b— a * - 

, j’égale  le  dénominateur  à zéro  pQur  en 


x*  — x — 2 

•*  * . . 

obtenir  les  facteurs  binômes;  x* — x=2  donne  x==2  et  — 1; 
ce  sont  les  valeurs  de  b et  a.  On  a k — — -4,  f = 2 ; ainsi 

2 — 4 x — 2 2 


De  même 


x"  — x — 2 x -f- 1 x — 2 

» 1 . 1 


+ 


Soit  encote  ~ 


a7  — x“  2a(n-f  x)  aa(a — x) 
1 A . \ B C 


x(as — x’)  x « -f-  x ' a — x’ 
pn  trouve  1 = Aa * -f-  ax(S  + C)  -f-  x’(C  — A — B)  ; 
donc  \—Aa 3,  fi+C=o,  C — A — B = o. 

Éliminant,  on  a A‘,  B ,C,  puis 

... 

x(a3  — x7)  u‘x  2 aJ(a  + x)  2«’(a  — x) 

>-  ’’ 

Lorsque  £>a  des  facteurs  binômes  imaginaires,  la  même  mé- 
thode peuts’appliquer, maison  préfère  souvent  ne  décomposer# 
qu’en  facteurs  trinômes  réels,  tels  que  x’+px-j-y,  et  la  pro- 

u4x  -4*  B 

nosée,  qu’en  fractions  de  la  forme  — .C'est ainsi  que 

1 x*-f-px+î 
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X’  — X ■ 


Ax  + B 


on  trouve 


(x+  i)  i)  x’  -f-  i ' x -j-  1 ’ 

C.=  ï,.  B=  A — — 


. x Ax  B C 

De  meme  -5 = 1 , 

x4  — 1 x»  + x -f-  i x — 1 ’ 


itonne 


■ A = B — C={. 


2*  cas.  Chaque  facteur  de  Z?,  de  la  forme  (x  — a)',  donne 

a4jc*"~‘x  -<j~ 

lieu  à une  composante  telle  que — — — ; mais  comme 

celle-ci  est  elle-même  décomposable,  on  pose  de  suite,  au  lieu 
de  cette  fraction , la  somme  équivalente 

+ g_+  — 

(x  — a)1  . (x  — a)l~‘  (x  — a)‘-a  ' x — a 

Et  en  effet,  il  est  visible  qu’en  réduisant  au  même  dénomina- 
teur, le  numérateur  A la  même  forme  que  ci-devant,  et  un  égal 
nombre  de  constantes  inconnues. 

* x4  + xa  -f-  2 —A  \ B C . D E 

x(x  — i)’(x-f- l)a  X (x-fl)4  X-f-I  ~^(x — 0a  X — I 


donne 


x (x-f-i)1  x4-i’t’(x — 0*  x— r 


On  trouvera  de  même 

1 1 1 2 , x 

x(x+  ij'-'fx’-l-x  4-  1)  x (x+i)’  x-f-t  x“  -f-  x + 1 

f 

Si  les  facteurs  égaux  du  dénominateur  étaient  imaginaires, 
quoique  le  même  procédé  puisse  être  appliqué , il  sera  préfé- 
rable de  les  réunir  en  facteurs  réels  du  2e  degré , sous  la  forme 
(x’  + px  +q)‘;  le  numérateur  est  alors  Ax7i~l-+-Bx1‘~‘-\- ... 
ou  plutôt  on  prend  les  fractions  composantes 

Ax 4- B Cx  -\-D  Kx  -f-  L 

(x1 4- px  4"  y)4”*"  (x’  4 px  4-  y)4"'  x'1  4 px  4-  y 

T.  II.  i5 
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Par  exemple , on  fera 


(x  -h  j)x*(xa  4-  2)  (xa  4 1)“ 

A 3 C Dx  4-  El  F x 4*  f*  . ^ 4 f 

1 4x  x“  x x*42  (xa4-i)a  x’-(-i  ' 

Le  calcul  donnera 


618.  L’usage  fréquent  qu’on  fait  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles,  rend  très  utile  la  méthode  suivante, 
qui  abrège  les  calculs. 

i*r  cas.  Facteurs  inégaux.  Soit  D = (x — a)S,S  étant  un 
produit  de  facteurs  tous  différons  de  x — a.  La  dérivée  est 

D'  = S 4 (x  — a)  S ; on  pose  (*) 
jr=^éra+^  ; d’où  n=as  + P(x- a). 

Il  s’agit  de  déterminer  la  constante  A,  sans  connaître  le  po- 
lynôme P.  Si  l’on  fait  x = a,  et  qu’on  désigne  par  n,s  etd  ce 
que  deviennent  N,  S et  D , par  cette  hypothèse  ( nous  ferons 


^f)  Si  le  facteur  a la  forme  px+q , au  Heu  de  x — a , la  fraction  compo- 
sante est 

J_  = ».  JL  = JL  A=A'p- 

P*-H  P x+l  x-f.?’  F' 

p p 

on  fera  donc  x r=  — ? dans  7L  mais  pour  avoir  le  numérateur  A de  la  fra»- 

P t) 

lion , on  devra  multiplier  le  résultat  par  le  coefficient  p de  x.  Ainsi  pou . 

6+a3»  A , ^ 

2 — x — 6x*  1 — ix  ' 3x+a' 


1 . 2 , N 

et  — * dans  73  = 


6+2ÎX 


il  faut  substituer  1 — -t-  - c,  — w uu.m  73  — 

2 3 D — i — i2x 

t 

.pliera  les  résultats  par  — a et  -f-3  : d’où  A=5,  B = — 4- 


; mais  on  mulli 
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usage,  dans  ce  qui  suit,  de  cette  notation),  nous  avons  rf'rrc 

et  n = As\  partant,  A — Donc  remplacez  le  dénomi- 

nateur D de  la fraction  proposée  par  sa  dérivée  D'  ; puis  chan 
gez  x en  a,  vous  aurez  le  numérateur  K de  la  fraction  compo- 
sante dont  x — a est  le  dénominateur.  On  devra  de  même  faire 

x — b , c. . . dans  pour  avoir  les  numérateurs  de  — . 

U * x — 0 

C 

; , en  supposant  D =.  (x  — a)  ( x — b)  (x  — c) . , . 


Pour- 


— 5* 1 — 5x  -f-  6 


N 


— 5x‘  — 5x  + 6 


‘ x * — 2$3  — 4-  aar’  ^ose*  D1  Çx3  — &ra  ~ su;  4-  a ’ 

or,  vous  avez  D — {x — 1)  (x-f- 1)  (x  — t)x-,  faites  donc  x—t, 
— 1 , 2 et  o , et  vous  aurez  a , — 1 , — 4 et  3 pour  résultats  la 

2 1 4 


proposée  revient  à 


-f -, 

X -f—  l X-f-  1<  X — 2 X 

N 


Soit  la  fraction  -s ■;  on  a — ; or  (p.  146), 

26—  1 =(z+i)  (z—  1)  (2*  — z-f-  i)  (z*  + z+\). 

Pour  les  deux  1*"  facteurs,  on  fait  z=dfci,  et  l’on  a:fc§;  le 
facteur  suivant  donne  z — {(  1 ± 1/  — 3);  d’où  l’on  tire 

2b  32  1 ± 1/  — 3 

6(  1 rt  t/ — 3)5  6(16:3:161/  — 3)  12 

les  deux  fractions  composantes  sont  faciles  à trouver;  réduites 

-.  Enfin,  le  4*  facteur  de  D in- 


— 2 


en  une  seule,  on  a4.  — 

’ fa  2a  — 2 -f-  I 

dique  qu’il  suffit  de  changer  z en  — z dans  ce  dernier  résultat. 
Donc , 

1 . 2 — 2 1 z- f-  2 


1 I 6 \2 I 


z ■+■  i a’  — z 4-  r z*  -f-  2 4- 


O- 


2®  cas.  Fadeurs  égaux.  Soit  D — ( x — a)*  ; si  l’on  change 
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x en  a -f-  h dans  Ar  et  D,  ces  polynômes  déviennent  ( n“  5o4) 
N=n  -f  ri  h + \ rik a + {nmh3  + ..f.%  et  D = h‘. 

En  divisant,  et  mettant  x — a pour  h , on  trouve 

N n , n'  j n‘ 

D (x  — a )‘  ( x — a)‘~ 1 . (x — a),-B  •■>"** 

Ainsi  la  proposée  se  décompose  en  i fractions , dont  les  nvmé~ 
râleurs  sont  ce  que  deviennent  N,  N',  \ N"...  en  faisant 
x =a.  . '■ 

““  H oc  I 6 

Par  exemple,  — — - — ; comme  le  numérateur  a pour 

r (x  — i r 

dérivées  6x — j et  6,  en  faisant  x—  i , on  obtient  2 , — i et  3 
pour  numérateurs  des  fractions  composantes,  savoir, 

3x*  — yx  -p  6 <2  i 3 

(x  - i)3  — (x  — t)J  T"  (ar  — iy  + x — r . 

. —v  i ^ ** 

Mais  si  le  dénominateur  contient  d’autres  facteurs  avec 
(x  — a)*,  et  qu’on  ait  D = (x  — a)‘.  S, S étant  connu  et  non 
divisible  par  x — a,  on  pose 

N __  F , P 
, D — (x  — S "*  1 

d'où  N=P(x—a)‘+FS. 

Changeons  x en  a -f-j-  dans  cette  équ.  denlique,  et  dévelop- 
pons (n°  5o4)  ; , v 

n + ri  j-  + — = rKp  + p y + kp"y'  • • • ) 

+ (f+fy  + i/V-).  (*  + *y  ■+•  yy\ . 

en  conservant  la  notation  employée  ci-dessus  pour  n,d,s  et  f. 
Comparant  des  deux  parts  les  coefficiens  des  mêmes  puissances 
de  j (n°  616),  nous  avons 

n=fs,  ri  — f's  -f /s,  ri'  = f“s  + *f's'+fs\..{2), 

ri1  >=«/(«}  + fo'/C-)  + i/(/—  • • +fiw- 

l désigne  ici  un  entier  quelconque  <C  *•  Ainsi,  ces  équ.  don- 
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nenl f,  f , et  par  conséquent  le  développement  de  la 

• » . 
première  partie. 

F _ / . f , if" 

(x  — a)‘  (x  — a )‘  (x  *—  a)l~‘  (x  — a)1  a ’ * ’ 

précisément  comme  si  la  fraction  proposée  n’eùt  eu  que  (x  — a)‘ 
au  dénominateur.  On  tire  de  cette  équ. 

F =f+  /'.(x  — a)  + i /'.  (x  — a)‘-f- (3) , 

f^est  donc  connu  ; et  l’on  a dans  l’équ.  (1) 

P N— FS  N —FS 

• ir= 


*,  (4)- 


D ~ (x—a)‘S 

Cette  identité  exige  que  (x — a)1  soit  facteur  de  N — FS  ; il  faut 
effectuer  la  division  pour  obtenir  le  quotient  1>\  la  a*  partie  de 
notre  fraction  proposée  est  connue , et  il  faut  la  décomposer  à 
son  tour. 

...  N 5x* — — 5x  -f-  3 

boit,  par  ex. , - - = r.— , — ; — r 

r.  ■ D (x — i)1  (x-f-i)x 

faites  x—  1 dans  S=xa  x = 2,  5'  = ax  -f-  1 ==  3,  £*  = 2, 

iV  = 5x>  — 13X3-/-  . . . =4>1V/—  aox3. . . . = = IO- 

Donc,  4 = 2/»  4 *=  3/'+3/,  1 o = a/"+6/'-+-a/; 

puis/=2,/'=- 1 , i/"=3 , F=2-(x-  1 ) +3(x- 1 )a=3x  a«-jx4  6. 

Le  produit  FS,  retranché  de  A7,  donne 

ax4  — 9X3  4-  i5xa  — 1 ix  -f- 3, 

/•  ' * - 

qui,  divisé  par  (x — 1)*,  donne  P=  ax  — 3. 

Il  reste  à décomposer,  par  le  premier  procédé, 

P 2X  — 3 j,_  , P 2.x  — 3 

"ÿ,- ' xJ  -f-  x ’ OU  S'  2x4-1’ 

faisant  x = — • 1 et  o,  il  vient  5 et  — 3 ; puis 

N _ a _i 3 5 __  3. 

D (x  — 1)*  (x  — 1 )a  x — 1 ■ x -+■  • x 

Observez  que,  dans  cet  ex. , il  eût  été  plus  court  de  détermi- 
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ner  d'abord  les  deux  dernières  fraction»,  en  faisant  x =c — r 

et  o dans  IV  et  D'  ; d’où 


N 


+ 


3 

• — . 
x 


D (x  — i)3  ' x + i 
Transposant  ces  denx  dernières  fractions  et  réduisant,  on  trouve 

3x*  — ■+*  6 

(x—  i)3~^ 


aisément  la  première 


-,  qui  rentre 


(x  — *)3 

dans  ce  qu'on  a vu  ci-devant,  et  est  très  facile  à décomposer. 
IV  x3  — 6x»  + 4ar  — i 


De  même , pour  — = 


comme 


D x*  — 3xH  — 3x’  -f-  ■jx  -f-  6 ’ 

Z)=(x  -f-  i)’(ar — a)(x — 3),  on  fera  x = 2 et  3 dans  JV  et  Ü\ 

i i 


on  aura  les  fractions 


, ; rétranchant  de  la 


x — a x — 3 ’ 

OC  \ 

proposée , on  a — — — — , qu’il  s’agit  de  décomposer.  Mais  on 

trouve  f—  — î ,f'  = » j donc  il  vient  enfin , en  réunissant  ces 
parties . 

i 


N_ 

D 


- — 4 — : 

X — 2 X — 3 (x  -f-  l)3  X-4-  I 


Sut  la  convergence  des  Séries. 


619.  On  ne  peut  prendre  là  somme  des  n premiers  termes 
d’une  série  pour  valeur  approchée  de  sa  totalité , qu’autant 
que  cette  série  est  convergente , c.-à-d.,  que  cette  somme  ap- 
proche de  plus  en  plus  d’une  limite , à mesure  qu’on  prend  n 
plus  grand  : cette  limite  est  la  somme  de  toute  la  série. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  si  les  termes  vont  en  décroissant, 
quand  on  a le  terme  général,  expression  analytique  du  terme 
du  rang  n : mais  les  termes  peuvent  décroître  , sans  pour  cela 
que  la  série  soit  convergente.  C’est  ainsi  que  1 4-  \ -f-  • • 

est  une  série  divergente,  quoique  le  terme  général  ÿ montre 
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que  les  termes  diminuent  sans  cesse.  En  effet  prenons  n termes 
à partir  du  ne , \ 

_i | ! +_L. 

n 4-  i n-f-2  n + 3 'in 


Chacun  est  visiblement  et  la  somme  > n X r-,  ou  \ : 

^ in  in 

de  même  la  somme  des  in  termes  qui  suivent  ceux-ci,  est  aussi 
> etc.  ; en  sorte  que  la  somme  totale  surpasse  X oo  : il 
n’y  a pas  de  limite. 

i°.  Quand  a:<;  i , la  progression  géométrique  a+ax+ax2.. 
est  convergente,  car  outre  que  ses  termes  décroissent,  les  sommes’ 
prises  à partir  du  terme  de  rang  n sont 


x"  + r*+1  = jr»(i4-x)=*"  ) 

x * + xu+'  4-  x’-*-2  = x " 


etc. 


On  voit  que,  x étant  < ■ , à mesure  que  n augmente,  ces 
sommes  sont  de  plus  en  plus  petites,  et  tendent  vers  zéro. 

2°.  Si  l’on  connaît  le  terme  général  u„  d’une  série 

u0  4-  u,  4-  m,  . . . On  changera  n en  «4 1 1 et  0I)  aura  le  terme 

de  rang  n 4-  i , èt  le  quotient  F=— éera  le  facteur  qui  mul- 

tipliant  un  terme  produira  le  suivant.  Or  si  fous  tes  termes 
sont  positifs  et  si,  pour  de  grandes  valeurs  de  x,  F tend  vers 
une  limite  h , la  série  est  convergente  ou  divergente,  selon  que 
cette  limite  F est  ou  i . 

En  effet,  supposons  d’abord  L <^i , et  prenons  un  nombre 
quelconque  l intermédiaire  à L et  i,  en  sorte  que  L<^1<^  i , 
Puisque  F converge  vers  L à mesure  que  n s’accroît,  il  s’ensuit 
qu’à  partir  d’un  rang  n süffisamihent  grand , le  facteur  F ap- 
prochera autant  qu’on  voudra  de  L , et  déviendra  par  consé- 
quent < l ; d’où 


» un+3  . , . . 

“n 

à fortiori  < l‘un , < l3u„ 


V 
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Ces  termes  consecutifs  étant  moindres  que  ceux  de  la  progres- 
sion géométrique  u„(Z-{-/1-f-/3. . qui  est  convergente,  il  s’en- 
suit que  la  série  proposée  l’est  aussi. 

On  prouve  de  même  que  si  Z/>  i , les  termes  un+l,  ua+7y... 
sont  plus  grands  que  ceux  d’une  progression  géométrique  dont 
la  raison  l étant  >i , on  arrive  à des  termes  aussi  grands  qu’on 
veut,  ce  qui  montre  que  la  série  est  divergente. 

Ainsi  pour  (x  -f-  a)m,  il  suit  de  la  valeur  7,  p.  12,  et  de  la 

relation  4>  P-  5,  que  F=  — plus  n croit,  et  plus  F 

^ r 1 1 


approche  de  la  limite  - , que  ce  facteur  atteint  pour  n = 00  : 

donc  la  formule  du  binôme  est  convergente  ou  divergente  se- 
lon que  x < ou  > «■ 

Au  reste  les  deux  transformations  suivantes  sont  propres  à 
augmenter  la  convergence  de  cette  série 


x a — 


x a 


la 

x — a 
x-j-  a 


(x+a)m  = xm(  1 "=  2.mam( i — m, 

\ x + a/  \ x-\-aJ 


„ „ i 1 / x — a \ . m-+-i/x  — a\* 

=’“■  1 , + m(^  )+„_(__)  +... 


I 


Voy.  p.  16-  pour  la  loi  des  coefficiens. 

X X*  X^  X^ 

Prenons  la  série  1 -4 1 1 » -1 4-  etc. 

1 1 .a  1.2.3  1 . . .4 

CCn  X 

le  terme  général donne  F= , qui  a zéro  pour  li- 

1 .2.  .«  n + i r 

mite  quand  n = 00  ; cette  série  est  donc  convergente. 

3°.  Observez  que  quand  une  série  renferme  des  termes  né- 
gatifs, si  en  changeant  les  — en  -on  trouve  qu’il  y a cau- 
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vergence , cette  propriété  a lieu  aussi  pour  la  proposée  : car  les 
termes  négatifs  devant  être  retranchés  des  positifs,  ne  fout  que 
diminuer  la  somme  totale , et  tendent  par  conséquent  à aug- 
menter la  convergence. 

jC^  y 7 

Pour  x — 4-  ■ v-  ■>■■■■=  — etc. , en  rendant  tous 

2.3  a. 3. q. 5 2. . .7 

les  termes  positifs , on  a pour  terme  général 

x'*—',  x3"4'1  x1 

2.3. ..(2 n — i)’Mn+1  2.3.  ..2«(2«+  i)’  ~ 27»(2n-f-l) 

comme  ra  = 00  donne  F=  o,  la  série  est  convergente  : d’ail- 
leurs posant  t , on  trouve  x1  <|  4”’  -f-  ; si  l’on  prend 

4 m3>x%  ou  nf>\x,  on  voit  qu’à  partir  du  rang  ^xles  termes 
vont  en  décroissant. 

4°.  Toute  série  dont  les  termes  ont  des  signes  alternatifs  -j- 
ct  — , est  convergente , quand  ces  termes  décroissent  sans  bor- 
nes vers  la  limite  zéro.  Car  soit  a — b + c — d- f-  . . .;  comme 
chaque  terme  négatif  peut  être  retranché  du  positif  qui  le  pré- 
cède, on  n’a  que  des  binômes  positifs,  et  la  somme  prend  le 
signe  ■+■  : d’un  autre  côté  on  peut  écrire  a — (b — c)—(d — e)...; 
et  a doit  surpasser  toutes  les  parties  soustractives.  Or  on  peut 
prendre  pour  a un  ternie  assez  éloigné  dans  la  série  pour  qu’il 
soit  aussi  petit  qu’on  voudra  ; donc  à fortiori  la  somme  totale 
depuis  a jusqu’à  l’infini  est  dans  le  même  cas. 

C’est  ainsi  que  la  série  i — i -f-  i.  — a.  . . est  convergente, 
quoique  elle  ne  le  soit  pas  quand  tous  les  signes  sont  + . 

Voy.  le  Cours  d’ analyse  de  M.  Cauchy,  p.  123. 

Séries  récurrentes. 

v ’ ‘ V '• 

620.  Toute  fraction  rationnelle,  ordonnée  selon  les  puis- 
sances croissantes  de  x,  dont  le  numérateur  /Vest  d’un  degré 
moins  élevé  que  le  dénominateur/?,  peut  se  développer  eu  une 
série  infinie  A -f-  Bx  -f-  Cx3  -f-  Dx*.. . . ; cela  résulte  de  la  divi- 
sion actuelle  de  Arpar  D,  puisque  le  quotient  ne  peut  jamais 
donner  de  puissance  négative  ni  fractionnaire  de  x.  Cette  divi- 
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sion  pourrait  faire  connaître  les  coefficiens  A,  B , C. . . ; mais 
on  préfère  le  calcul  suivant,  qui  met  en  évidence  la  loi  de  la 
série.  On  pose 


N a + bx  -f-  ex1. . . -1-  hx'~' 


O 


r + «x-f-/8xa. . . -f-ôx' 


j-=A  + Bx  + Cx 4 -f  Dx1. . . 


On  réduit  au  mèmè  dénominateur;  puis  comparant  les  termes 
où  x porte  des  exposans  égaux,  l’équ.  se  partage  en  d’autres, 
qui  servent  à déterminer  A , B , C. . . (n°  616)  ; le  dénomina- 
teur a i pour  terme  constant,  ce  qui  n'ôte  rien  à la  généralité, 
parce  qu’on  peut  diviser  N et  D par  ce  i*r  terme,  quel  qu’il 
soit. 


Soit 


I -p-  OX 


= A + Bx  4-  Cx'  + DxK  . 


on  a a = A -\-  B x ■{■  C x"  -{-  D 
-{-Aa  -{-Bcl  -f -Ca 


X3  -f  • • • 


D’où 


a~  Ay  B+  Ad  = o,  C+  Bct=o. 


La  ire  de  ces  équ.  donne  A,  la  a*  B,  la  3e  C. . . Enfin  M et  N 
étantdeux  coefficiens  successifs  de  notre  série,  on  a N -{-Ma—  o; 
d’où  N -=z  — Ma  : doue  un  terme  quelconque  est  le  produit  du 
précédent  par  — <*x,  c.-à-d.  que  la  série  est  une  progression 
par  quotient,  dont  la  raison  est  — «ex.  On  forme  tous  les  ternies 
de  proche  en  proche,  à partir  du  Ier,  A— a,  qu’on  obtient  en 
faisant  x — o dans  la  fraction  proposée. 

— = a[i  — ax  -f-  — a3x3.  . . -f-  ( — «ex)n . .,.1. 

I ax  J 

Le  terme  général  T,  ou  le  terme  qui  en  a n avant  lui , et  le 
terme  sommatoire  X,  ou  la  somme  des  n ie,‘  termes  (n°  i440* 
sont 

l — ('  — ax)" 


'/’=:«( — ax  )* , S = a 


I 4-  *x 


Réciproquement,  si  l'on  donne  la  série  et  la  loi  qui  la  gou- 
verne, on  en  tire  bientôt  la  fraction  génératrice;  carie  i"  terme  a 
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est  le  numérateur,  et  le  dénominateur  est  i — la  raison  de  la 
progression. 

3 - 

Par  ex.,  jt y- , = — (en  divisant  haut  et  bas  par  6) 

donne  cette  série,  dont  le  premier  terme  est  \ et  la  raison  | x, 
j (i  -f-  fx  4 |x*  4 . , .)  : enfin,  on  trouve 

2"~‘x*  i — (fx)*» 

3"  ’ 

\ 

Et  si  l’on  donne  cette  série  et  sa  loi,  on  retrouve  la  fraction  gé- 
nératrice én  divisant  le  Ier  terme  { par  r — le  facteur  ~x.  - 


Pour 


— a = A -f-  Bx  -f-  Cx * -J-  Dx3. . . , 

J 4 «X  4”  /Sx  ^ ’ 


on  a 


a-\-bx~  A B x 
~pA<t 


4 Ci 
4 B» 


x1  4-  D 

4*  C<e 

4 B0 


puis  A = a,  B + A*  = b,  C+B*  + AQ  = o 

Ces  équ.  donnent  successivement  A,  B,  C. . . ; la  i"  Ax=a  peut 
encore  se  tirer  de  l’équ.  supposée,  en  y faisant  x = o, 

Soient  M,N,P , trois  coefficiens  indéterminés  consécutifs  du 
développement;  il  suit  de  notre  calcul  qu’on  a P-\-N»-\-MB=o\ 
d’où  P~  — Na.  — MB  : donc,  un  terme  quelconque  de  la  série 
se  tire  des  deux  précêdens  multipliés , l’un  par  — <tx , l’autre 
par — /3x\  On  observe  que  ces  facteurs,  retranchés  de  i,  don- 
nent le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Pour  la  dévelop- 
per, il  faut  d’abord  trouver  les  deux  i'rs  termes  A-\~Bx , soit 
par  la  division,  soit  à l’aide  des  équ.  A — a,  B = 6 — au-,  puis 
à l’aide  des  facteurs  — ttx  et  — Bx* , on  compose  les  termes  sui- 
vans,  de  proche  en  proche. 

Réciproquement,  si  la  série  et  sa  loi  sont  données,  on  remonte 
à la  fraction  génératrice,  qui  est  la  somme  totale  de  cette  série 
jusqu’à  l’infini,  par  un  calcul  simple  ; i moins  les  deux  fac- 
teurs, forme  le  trinôme  dénominateur  i 4 *x  4/6x\  Quant 
au  numérateur  a + bx,  on  a a = A,  b=  B 4 A». 
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2 AX  2*t I 

Parc*.,— = — r— ; 7 — r,  en  divisant  haut 

X X — 2 I -J-  ~ix  jX 

et  bas  par  — 2;  les  facteurs  sont  donc  — jx,  et  •+■  {x1  : d’ail- 
leors,  on  trouve  — i -f-  |x  pour  les  deux  i*r*  termes;  de  là  cette 
série  — 1 + ^x  — jX'  -f-  —x^  — . . Et  réciproquement , si 
la  série  est  connue,  c.-à-d.  si  l’on  a les  deux  premiers  termes 
et  les  facteurs  — ^x, 4-!,x3,  ceux-ci,  retranchés  de  1,  donnent 
de  suite  le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice  ; on  a enfin 
a = — 1 , b — 2;  d’où  résulte  le  numérateur. 

J ••  • . • *r. 

q »i-  }jx  4-  ex"1 

En  raisonnant  de  même  pour  — — — =,  on  trouve 

r iri-aX+lSx^-l-yX4 

que  les  trois  premiers  termes  de  la  série  donnent 

A — a , B -j-  Au  — b , C — f-  B <t  4-  Al 3 — c , 

équ.  d’où  l’on  tire  les  valeurs  de  A, B et  C.  Les  termes  suivans 
s’en  déduisent,  comme  ci-dessus,  et  quatre  coefficiens  succes- 
sifs sont  liés  par  cette  équ.  Q — — Pu — NQ — - My,  en 
sorte  qu'un  terme  quelconque  se  tire  des  trois  préce’dens,  en 
les  multipliant  par  — «r,  — /8xa,  — 5.x3.  Et  réciproqueifteut, 
on  peut  remonter  de  la  série  à la  fraction  génératrice  qui  en 
exprime  la  somme  totale.  Cette  loi  s’étend  à toutes  les  fractions 
rationnelles. 

621.  On  nomme  Récurrente  toute  série  dont  chaque  terme 
est  déduit  de  ceux  qui  le  précèdent,  en  les  multipliant  par  des 
quantités  invariables  : ces  facteurs  s’appellent  Y Échelle  de 
relation.  C’est  ainsi  que  les  sinus  et  cosinus  d’arcs  équidifférens 
(nos  36 » , 572),  les  sommes  des  puissances  des  racines  des  équ. 
(n°583),  forment  des  séries  récurrentes.  Nous  dirons  donc 
que  toute  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est 
1 -(-  olx  -f-  fix1...  -J-  Sx',  se  développe  en  une  série  récur- 
rente, dont  l’echelle  de  relation  est  formée  des  n facteurs 
— - «x , — #xa , . . . — ix*  ; on  cherche  d’abord  les  i 1 eI>  termes , 
soit  par  la  division,  soit  par  les  coefficiens  indéterminés;  les 
termes  suivans  s’en  déduisent  ensuite  de  proche  en  proche-. 
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Par  ex., 

x'  -f- Sx*  — loir  -J-  2 


207 


49,^73 


.r 1 — 3jr'-f-  x3+  3x — 2 


•+HI,+ ¥*+&'+■  ■■ 


On  trouve  aise’uient  les  quatre  premiers  termes;  et  comme  en 
divisant  la  proposée,  haut  et  bas,  par  — 2,  011  obtient  pour  les 
quatre  facteurs  |x,ix’, — jfjr3  et  ~x*,  cette  échelle  de  relation 
sert  à prolonger  la  série  tant  qu’on  veut. 

Il  est  inutile  d’ailleurs  de  rappeler  que  si  les  termes  de  la 
série  vont  en  décroissait,  on  approche  d’autant  plus  de  la  va- 
leur totale,  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes;  mais 
qu’il  n’en  est  pas  ainsi  quand  la  série  est  divergente,  et  qu’il 
faut  la  prendre  dans  sa  totalité  pour  qu’elle  représente  la  frac- 
tion dont  elle  est  le  développement.  ( Voy . n°‘ggèt6i9.  ) 

- . f-vCv/  ■ - 

622.  Cherchons  le  terme  général  T des  séries  récurrentes. 
L*  fraction  proposée  F étant  développée,  on  a 

• - » 

on  connaît  les  i premiers  coefficiens  A , B ,C — et  la  loi  de  la 
srâae.  Pour  décomposer  F en  fractions  de  1"  degré,  on  cher- 
chera les  facteurs  du  dénominateur  ; à cet  effet  changeons  x 

'enj;,  et  égalons  à zéro,  nous  aurons  à résoudre  une  équ.  dont 

nous  supposons  d’abord  que  les  racines  k,k'  ,k", . . . sont  iné- 
gales, savoir 

f 4- «ri_‘  + — -H— (y—k)  (. r—*')  O'—*") 

Ces  racines  sont  d’ailleurs  réelles  ou  imaginaires,  rationnelles 
ou  irrationnelles , positives,  négatives  ou  zéro.  Remettons  ici 
1 

- pour  y , et  nous  aurons 

X < • ' 

1 -î-ax  + Qx1 . .. . = — kx)  (1 — A'x)*(i — i'x).... 

K K'  K ” 


ou 


F — 


+ 


— kx  i —k"x  1 — k"x 


+ 


+ . (2) 
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Nous  avons  donné  p.  226  le  moyen  de  déterminer  les  cons- 
tantes K,K' , K", . . . qui  par  conséquent  sont  connues,  ainsi 
que  k ,k' , k" . . . 

Or  chacune  de  ces  fractions  se  développe  en  une  progression 
géométrique;  la  série  (1)  est  la  somme  terme  par  terme  de 
ces  i progressions  : le  terme  général  T est  donc  la  somme  de 
leurs  termes  généraux.  Ainsi  on  a 

T—  ( Kkn  + K'k'n  4 K"k“n  4 etc.  )x« (3) 

Donc  pour  trouver  le  terme  général  T de  la  série  récurrente 
proposée , et  décomposer  cette  série  en  progressions  géométri- 
ques dont  elle  soit  la  somme,  il faut  égaler  à zéro  le  dénomi- 
nateur de  la  fraction  ; jr  changer  x en  -,  chercher  les  racines 

k,k',k". . . de  celte  équ.  y*  4 «y1- 1 4 . . . =0;  ces  racines  se- 
ront (en  signes  contraires)  les  facteurs  de  x dans  les  dénom. 
de  fractions  composantes  (2),  et  les  raisons  des  progressions 
seront  kx,k'x, ....  les  cctefficiens  K , K' , K". . . , nuqjér.  de 
ces  fractions , étant  déterminés , le  terme  général  T sera  con- 
nu (3). 

Dans  notre  ex.  du  2'  degré  p.  236 , on  égale  à zéro,  le  dé- 
nom., etc.,  et  on  ajéH-jj — i =0,  d'oùj'  = ÿ,  et  = — t;  donc 

ax — 1 K K'  1 2 

1 4 [x  — -la:3  t — ir+i  4 r-i-ir  1 4 x’ 

les  deux  progressions  composantes  sont  donc 

» 4s*4ia:\.  ..Qx)%  et  — 2 {1—  a:  4 (_*)•}. 

En  ajoutant  les  termes  de  même  rang,  on  retrouve  la  série 
— 1 -\-\x — {x%. . . dont  le  terme  général  est  7==((i)n-2(-i)*)x". 

< J . 

De  même  la  fraction - donne  l’équ. 

I J l^X  oOC 

• • * 3 

^ = o ^ = 3 , et  = 1 ; et  on  retrouve  les  fractions 

j 1 

composantes  ■ — - — , et  les  progressions 

I — JvT  I ■ X 
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|(i  + • 3*t")  et  — + 

Je  terme  général  est  T = t;x"(3"+'  — i). 


Enfin 


2-{-X  -f-JC1 

2 — x — 2ars  -f-  x 3 

_Jj±i£±i£_  = 

î — ^x — a:5  4-  la:3 


devient 


-f  — 3 

» - l 


— X l -\-X  I — ±x‘ 


Les  termes  généraux  des  progressions  sont  2x" , •’  ( — x)n  et 
— f(ï^)m  s donc  la  série  i-\-x+2X*-t-  £x3. . . dont  l’échelle  de 
relation  est  \x,x'  et  — -jx3,  a pour  ternie  général 

T — \x»(6±i -{{)—). 

Comme  le  terme  sommatoire  2 de  la  série  récurrente  est  la 
somme  des  termes  sommatoires  des  progressions  composantes, 
on  trouvera  aisément  cette  quantité  S. 

Quand  l’équ.  ÿ- -f-  cty,~i  -f- . . . = o a des  racines  égales, 
c.-à-d.  un  facteur  (y — r)!,  il  faut  introduire  dans  l’équ.  (2), 
outre  les  fractions  correspondantes  aux  facteurs  inégaux,  d’au- 
tres fractions  de  la  forme  {voy.  p.  225 ) 

L!  , . L"  . L"  . L 


+ ...+ 


(1  — rx)1' 


(4) 


» — rx  (1  — rx)4  (1  — rxf 
la  formule  du  binôme  donne  (p.  i5) 

L(i— rx)-'=Z,  | 1 + Irx  4-  Z—li  r’x”  + 


terme  général  = OCw.+aXn+S).;  •,(»+ .*=0,-^ 


(5) 


1 .2.3.  . .(/ — 1) 

pour  avoir  le  terme  général  T de  la  somme  de  toutes  les  frac- 
tions (4),  il  faut  faire  successivement  1=  1 ,2,3, . . . et  ajouter; 
ce  qui  donne 

T=  j //+£"(„+ , )+£*(„+ , £±?+iE,.t(fI+ , I 

I 2 2 a J 

Les  fractions  n’engendrent  plus  de  progressions  géométriques 
(la  ir"  exceptée). 
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Dans  l’ex.  «lu  4e  degré  p.  239,  les  fractions  composantes 
sont  , 

1 1 


+ 


+ • 


d’où 


I)c  même 


1 — \x  1 -f-  x (1  — x)2  ' 1 — x 1 


• •+-4x-l“xl 


(t  — *)• 


(1  — a:)4  (1  — a:)4 

'/'=(«  + 1 ) (h +2)  (b+3)— 3(n+i)  (n+2)+(n+i)  = («  + 
la  série  est  1 3 4-  23x  -f-  33xa  4-  43x3 . . . . 4-  (n  4-  • Yxn 

Enlin  prenons  la  fraction 

a4  + 20X  -4-  8xa  + 3a:3  „ . . 

■V--  ; -■ — ~ —r -—3  -f  x 4 -^Xa — ÿ-xM-  *r*f 

On  divise  haut  et  bas  par  8,  et  on  égale  le  dénoua,  à zéro , en 
y changeant  x en  l’équ.  y^  -|-  ij'3 — âya...  — o revient  à 
( y 4-  2 )(y  — i)3=r  o;  ainsi  on  décompose  la  fraction  proposée 
ca  t ; 3 2 1 

I -{-  2X  + (I  — • il)*  (I  — 4x)a  I — {x 

Pour  la  ir*,  le  terme  général  est  ( — 2x)"  : pour  les  trois  autres, 
on  fera  3,2,  et  1 «lans  l’équ.  (5),  avec  L—  3,— 2 et  1 res- 
pectivement. Ainsi  on  a 

3(”  + ^n  + 2^.  (ix)\  — 2(n  + i).(4x)',  et  i.&r)" 

réunissant  ces  quatre  résultats , on  trouve  pour  le  terme  gé- 
..  néral  de  la  série  proposée  T = xn  Ç ( — 2)"  4-  \ 

1,1. 

6n3.  On  peut  obtenir  les  facteurs  constants  K,K' ,K" 

sans  recourir  à la  décomposition  en  fractions;  et  même  les  nu- 
mérateurs de  celles-ci  peuvent  être  obtenus  par  le  calcul  direct 
de  ces  facteurs.  Puisqu’on  connaît  les  termes  initiaux 
A 4 Bx  4-  Cxa.  . . de  la  série  (i),  ainsi  que  les  racines 
k , k' , k" , . . . , on  fera  successivement  n = o,  1 , 2,  3 . . . dans 
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t 'ex  pression  (3)  de  T,  qui  devra  reproduire  ees  termes  consé- 
cutifs, savoir, 

A=K+K'+K° B=Kk-\-K'k' C—Kk*-\-K' k'* 

En  posant  un  nombre  i de  ces  équ. , on  en  tirera  les  valeurs 
des  i constantes  K,tC  tK" . . . qui  ne  sont  qu’au  t'r  degré. 

Reprenons  l’équ.  du  2e  degré  p.  a36,  où  l’on  a trouvé  k=) , 
k'  = — i , et  par  suite  T=  [(/£(£)*  4 F’(  — t)*)]  x*.  Faisons 
n = o et  = k ; comme  les  deux  r',s  termes  de  la  série  sont 
— i+l-r,  on  aura  les  équ.  K-\-K.'— — i — /G  ~§,  d’où 
K—\  ,/T=— 2,  comme  ci-devant.  On  en  tire  même  les  frac- 


tions composantes : — . 

i — {x  i + x 

L’ex.  du  3e degré  p.  23$,  où  Ar=i,F= — f ,k“=  donne 
T=:[K4-K'( — Faisant  n — o,  i et  a,  et  com- 
parant aux  termes  respectifs  de  la  série  i -f-r  , on  a 

lés  équ. 


K + K'  + K"=i,  K — K'  + ^K"  — »,  K + K'+iKT—x, 

d’où  l’on  tire  K=2,K'=|,K"= — et  la  même  valeur  de  T 
que  précédemment. 

Quand  le  déuom.  de  Fa  des  facteurs  égaux  (t — rx)1 , outre 
les  termes  Kka  ,K'k'*. . . correspondans  aux  facteurs  inégaux, 
il  en  existe  d’autres  dont  la  forme  est  comprise  dans  l’équ.  (6), 
où  l—i  ,a,3...  il  est  évident  que  ces  derniers  termes  se  trou- 
vent réunis  sous  l’expression  1 

'(  a’  4 b'n  + cV  4 d n3 . . . 4 f'n «-*  )r»x* , 


a , b’ , . . . f ' étant  des  nombres  inconnus,  qu’on  pourra  obte- 
nir en  suivant  le  mode  de  calcul  précédent,  et  formant  autant 
d’ëqu.  qu’on  a d’indéterminées. 


Far 


ex. 


6(2  — -xx  — a;9) 

4 — + 93c1  — ix* 


= 3-f  6*  4 2£r*  -f  . 


donne  l'équ.  y* 
T II. 


— -i =°  = Cr  — 2)  (?  —')*•  La 

16 


V 
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K. 

fraction  provenue  du  facteur  y — 2,  est. , donnant  le 

1 — 7.X 

terme  K.x'x".  Celles  qui  répondent  à {y — |)a  donnent 
< / l ’ 

(«'  -*\r  b'n)  (\x)n;  ainsi 

T—  ^2"A'-f-  (J)"{a' + i'n) ]x".  Or  n = o,i  ,2,  donnent 
3 = K + a',  6=2 X + i«'+‘A',  ài=4K  + X+î*'j 
donc  A = 2,  a'  = 1 , A'  = 3,  et 

De  même  dans  l’ex.  du  4'  degré  p.  240  on  a k — —z,r==.\r 
Z = 3,  puis  71  =.r“{  ( — x)nK  + (r,)"(a  4-  b'n  -f.  cri1)  } ; faisant 
n — 0,1, 2, 3,  011  a les  équ. 

3 = K + «\  i=_aA  + ia'  + ;i'+-y,  ^ = etc, 

d’où  l’on  tire  K zx.  1 , a = 2 ù'  = | , c'  = ? et  la  même  va- 
leur de  T que  précédemment. 

Voyez  n°  61g  , ce  qui  a été  dit  sur  la  convergence  des 
séries,  théorie  applicable  à toutes  les  parties  du  sujet  traité 
dans  ce  chapitre. 


Séries  exponentielles  et  logarithmiques . 


624.  La  i”  fonction  transcendante  que  nous  allons  déve- 
lopper en  série,  est  Y exponentielle  ax.  Faisons  a — 1 -f-  j',  la 
formule  du  binôme  donne 


( » -kr)*=  i+xy+x  ~~  3* 


, x(x-i)  (x-x)...(x-n-j-i) 

1 .2.3.. . n ^ 


Ordonnons  par  rapport  à x.  Le  seul  terme  sans  a:  est  1 . Il  11’y  a 
pour  x que  des  exposans  entiers  et  positifs;  ainsi, 

ox=  i-\-kx  Ax*  + Bxs...  +Pxn~l  -f-  Qxn. . . (1). 

Pour  obtenir  le  terme  kx,  consultons  notre  terme  général  : 
il  est  visible  que,  pour  y prendre  le  terme  du  produit  où  x n’est 
qu’au  1?  degré , il  ne  faut  conserver  que  les  a*.‘  termes  des  fac- 


<1 


Di  n ized  l:y  Ü<  j 


SÉRIES  EXPONENTIELLES 


245 


leurs  binômes,  ou  — — — — — ^ yn  z=±  '*"X 

1.2.3 ...  n n ‘ 


en 


prenant  4-  si  n est  impair.  La  réunion  de  tous  ces  produits 
est  kx,  savoir 


k—jr  — 


Yn 

± — . . . (2); 

n ' ’ 


y est  a — ï ; ainsi  k est  connu.  Il  s’agit  de  trouver  A,B,C... 
Ces  constantes  restent  toujours  les  mêmes  quand  on  change  x 
en  z ; d’où 

a'=i+kz+Az'  + Bz*+Czl...+  Qz\ . . 

Retranchons  (1),  et  faisons  z = x 4.  1 , 

az  — a*  — ax.  d — ax  = ax  ( a‘  — 1) 

a z ( a 1 *)  ~(z  — r)[^  + ^(*+i)  + fi(z1-fzr  • • 

+ Q (Z"-‘  -f  xzn~' . . . -f  xn~'). . .] 

Comme  a1  — 1 =3  ki  -f-  Ai1. . . , d’après  l’equ.  vi>,  les  deux 
membres  sont  divisibles  par  i = z — x ; donc 

^(t+^i-.J^k  + Afr+xl  + Bp  + zx+x*).., 

Cela  posé,  faisons  l’arbitraire  1 = o,  ou  s = x,  et  remplaçons 
az  par  sa  valeur  (1);  nous  trouvons 

( 1 +•  *x  H-  Ax*  + Bx  » . . . + Px—‘ . . .)* — [k  4-  lAx  + 3 Br* nQx«- ■ ] ; 

d’où  2 A = k\  ZB—kA,  4 C=kB,...  kP=nQ... 

L’équ.  kP  = nQ  prouve  qu’un  coefficient  quelconque  Q est 
le  produit  de  celui  qui  le  précédé  multiplié  par  k et  divisé  par 
son  rang  n.  Enfin 

knxa 


. Px1  Px* 
0 = t -1-  kx  -f-— j- 


2.3  2.3...» 


■-U) 


625.  L’équ.  (2)  donne  k en  fonction  de^  ou  a ; pour  trouver 
au  contraire  a,  lorsque  k est  connu,  on  fait  *=1  dans  (A)  ■ 
ou«_i4^  %k-  -f-  i P 4-  , . . Cette  série  et  (2)  sont  les 

l6,. 
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développement  de  l’équ.  qui  exprime,  _ 

en  termes  finis,  la  liaison  de  a et*  : 3®  terme  o,i66C6  GG66G  (Jfi 

cherchons  cette  relation.  Faisons  ici  °,Æt  S 33 

Æ=l  etnommonselavaleurqueprend  6* o,ooi38  88888  88 

1 * 7® 0,00019  84ia6  98 

alors  la  base  a;  e—i  +5+  l+TJ-f-...  1® 0,00003  4°°'^  87 

Le  calcul  de  ce  nombre  est  facile  à etcV-'  o,0^°00 
faire , tel  qu’on  le  voit  ci-contre  ; cha-  «=3,71808  18184 

que  terme  se  tirant  du  précédent , di- 
visé par  3,4,5. . . , ainsi  qu’il  suit  de  la  nature  de  cette  série. 
Mais  d’un  autre  côté , à cause  de  l’arbitraire  x,  on  peut  poser 
Àx=  1 dans  ( A ) , le  2'  membre  devient  sss  e. 

- * 

D’où  ak=  e,  ek=a.  Telle  est  l’équ.  finie  qui  lie  k et  a ; k est 
le  logarithme  de  a , pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e.  On 
préfère  cette  base  e dans  les  calculs  algébriques,  parce  qu’ils 
en  sont  plus  simples,  ainsi  qu’en  sera  à portée  d’en  juger.  On 
appelle  logarithmes  népériens,  ceux  qui  sont  pris  dans  ce  sys- 
tème; nous  les  désignerons  à l’avenir  par  le  signe  1,  en  con- 
tinuant, comme  n°  146,  d’exprimer  par  Log  que  la  base  est 
un  nombre  arbitraire  b,  et  par  log  que  cette  base  est  10.  Donc 


k = la=  logar.  népérien  de  a,  la  base  étant  e. . 
a*  =z  t -j-  xla  -f-  — Va  -1 l*a. . . 

2 1 2.3  2.3.4 


e*=.  1 -f-x  + 


4.  _ _i__ 

^ 2.3^2.34 


Prenant  les  log.  des  deux  membres  de  l’équ.  e*=a,  dans  un 
système  dont  la  base  est  un  nombre  arbitraire  b , 

(4). . . k = la  base  b étant  quelconque.  Puisque 

Log  a=zk  Log  e,  et  a = 1 + jr,  l’équ.  (2)  devient 

k°g(i+.r)=Logetr— if'  + ÎJ3  — ïJ4-.)...  (£)■ 
Ajoutons  aux  deux  membres  Log  h;  et  posons  hyx=zf  nous 
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avons,  h cl  z étant  des  nombres  quelconques,  aussi  bien  que 
la  base  b du  système  de  log.. 


Log  (h  -f  z)  = Log  h 4-  Log  e Q- 


z‘ 

*h' 


+ 


3k3 


(D). 


Lorsqu’il  s’agit  de  log.  népériens,  Log  e se  change  en  Je  =i , 
puisque  ce  facteur  estlelog.  de  la  base  même  dusystème  qu’on 
considère  (n°  146,  t".);  l’équ.  (C)  devient 

U*  +J)  —J— 

d’où  Log  ( î -l-j-)  =s Log  e X 1 ( i +J')- 

Ainsi  on  change  tous  les  log.  népériens  en  log.  pris  dans  un  sys- 
tème quelconque  b,  en  multipliant  les  premiers  par  Log  e 
(n°  i48);  ce  facteur  constant  Log  e = M est  ce  qu’on  nomme 
le  module  ; c’est  le  log.  de  la  base  népérienne  e pris  dans  le 
système  b , ou  si  l’on  veut , c’est  us  divisé  par  le  log.  népérien 
de  la  base  b.  Pour  chaque  système,  le  module  M a une  valeur 
particulière,  parce  que  le  nombres  restant  le  mème=2,y  1828... 
le  log.  de  ce  nombre  change  avec  la  base  b.  Si  l’on  prend  a 
pour  base , 

Log  a = 1 , et  l’équ.  (4)  devient  k Log  e=  1 , d’où 

Mk  — 1 , 3/=  Log  e,  M=  ^ ^ . . . (5); 

les  deux  facteurs  M et  k sont  variables  avec  la  base  du  sys- 
tème , mais  leur  produit  est  constant  et=  1.  Nous  saurons 
bientôt  calculer  le  module  M pour  toute  base  donnée  a. 

626,  Pour  appliquer  l’éqn.  (C)  au  calcul  du  log.  d’un  nombre 
donné,  il  faut  rendre  la  série  convergente.  L’équ.  (C)  donne, 
en  changeant^  en  — y, 

hog  (1  — y ) = — M {y  + \y 1 + 1 J*  +•  • • ) * 
retranchant  de  ( C ),  il  vient 

- > . 

i+j; 

•y  Z 1 ' “ 22  ■ 


Posons  ~ 
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Le  premier  membre  devient  4 — Log  z — Log  ( z — 1),  c.-à-d. 
la  différence  des  log.  consécutifs  de  z et  z — 1.  Ainsi, 


=.o.mV- 


+ 


rbjî---]' 


ie>. 


l_2  Z i 3 (2Z i)3  ‘5(2Z 

Lorsque  le  module  M sera  connu,  on  calculera  aisément,  et 
de  proche  en  proche,  les  log.  des  nombres  entiers  2, 3, 4 >5..., 
puisque  cette  valeur  de  la  différence  & entre  ces  log.  est  très 
convergente,  et  le  devient  d’autant  plus  que  le  nombre  z est 
plusélevé.  Et  même  s’il  s’agit  de  former  des  log.  népériens,  M 
ou  Log  e,  devient  le  = 1 , il  est  très  aisé  de  calculer  4 ; ainsi 
on  peut  composer  une  table  de  log.  népériens. 

Quant  à la  valeur  de  M exprimée  par  l’équ.  (5) , elle  résulte 
du  calcul  de  la,  ou  du  logar.  népérien  de  la  base  a. 

Si,  par  ex.,  a =10  : on  fera  dans  l’équ.  (F),  M=  1 , puis 
z=2;  on  aura  a— 12  (à  cause  de  1 1=0);  \ 

le  double  de  I2  est  14  : ensuite  z = 5 , , 

donnera  15,  et  enfin  on  auralto.  Ce  AP's  = 5...o,a33i4  355>3i. 
calcul  est  exécuté  ci-contre.  On  divise  j \ ^?8o5G 

ensuite  1 par  lio:  c’est  ainsi  qu’on  1 10 
trouve 

A/=  0,43429  44® *9  <>325i  82765, 
on  a log  M=i  ,63778  43n3  oo536  77817. 

Compl. =0,36221  56886  gg483  22183 
6=2,71828  18284  59045  23536. 

Si  3 eût  été  la  base  du  système,  après  avoir  obtenu  I2,  011 
eut  fait  z = 3,  et  l’on  aurait  eu  13=  1 ,09861229;  enfin, 

M=  1 :13  = o, 9102392. 

4 . V*  . t 

De  même  pour  la  base  5 , 

M — 1 ;15  = 0,6213349. 

%I1  est  maintenant  aisé  de  former  la  table  des  log.  de  briggs 
et  de  Callet.  La  base  a = 10  ; la  valeur  de  M accroît  la  conver- 
gence de  la  série  (F);  quand  z passe  too,  le  2'  terme  est  nc'gli- 
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gcable,  et  le  i'r  suffit  pour  donner  A avec  8 décimales.  11  faut 
d’ailleurs  calculer  2 ou  3 chiffres  au-delà  de  ceux  qu’on  veut 
conserver,  afin  d’éviter  l’accumulation  des  erreurs;  il  convient 
en  outre  de  ne  partir  que  de  z = 1 0000,  parce  que  les  log.  in- 
férieurs se  déduisent  aisément  des  autres  ;dès  que  2 passe  1200 

on  peut  négliger!  devant  iz  et  poser  A = — . 

Par  exemple,  z=ioooi,  donne  a = o ,0000434*6  ; d’où 
log  iooo!=4>000043425.  PourzzrggBS^ona  a=o,ooooo4349, 
quantitéqu’il  faut  ajouter  à log  99856=4  »999^ 7 43»  pou  ravoir 
log  99857  = 4,9993785. 

On  observe  d’ailleurs  que  les  log.  consécutifs  conservent  une 
même  différence  dans  uné  certaine  étendue  de  la  table  (ier  vol., 
p.  ia3);  il  n’est  donc  nécessaire  de  calculer  les  valeurs  de  A 
que  de  distance  à autre.  On  remarque  que  3 = 9984»  donne  le 
même  nombre  A ( la  valeur  ci-dessus)  que  pour  z ==  99860; 
donc,  dans  l’intervalle  de  ces  deux  nombres  z,  A est  constant, 
eu  se  bornant  à g décimales. 

* ' » * . * 

Séries  circulaires. 

627.  Proposons-nous  de  développer  en  séries  sin  x et  cos  x 
selon  les  puissances  croissantes  de  l’arc  x.  D’abord  ces  séries 
ne  peuvent  avoir  de  termes  où  x ait  un  exposant  négatif,  ou 

h 

fractionnaire  : car  t°  si  l’on  y admettait  Px  « = P.  \/xh , on 
aurait  i valeurs  pour  chaque  arc , et  l’on  sait  que  le  sinus  et 
le  cosinus  n’en  ont  chacun  qu’une  seule;  20  si  l’on  suppose  un 
P 

terme  tel  que  Px~‘  = — ,1a  série  deviendrait  infiniepour,rr=0, 

tandis  que  le  sin.  devient  o et  le  cos.  un.  Cela  prouve  en 
outre  que  sin  x n’a  que  des  termes  dont  x est  facteur,  et  que 
le  terme  constant  de  cos  x est  = 1 . Posons  donc 

sin  .v  = ax  -f-  bx%  -j-  ex7, . , . , cos  .r=  1 -|-  a' x -f-  . . .■ 
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Sltl  X 

ou  voit  d’abord  que  ■■  ■ = a 4-  bx. . . ; or  ou  sait  (n®  36aJ 

que  la  limite  du  rapport  du  sinus  à l’arc  est  = i ; ainsi  en  fair 
sant  x — o , on  trouve  a = i . 

Lorsque  x devient  négatif,  le  sin.  et  le  cos.  conservent  leurs 
grandeurs , mais  le  sinus  prend  le  signe  — . Or,  quand  on  rem- 
place x par  — x dans  nos  développemens,  les  signes  des  puis- 
sances paires  changent  seuls  ; il  faut  donc  que  le  développement 
de  sin  x naît  que  des  termes  à exposons  impairs,  et  celui  de 
cos  x des  exposons  pairs.  Ainsi  on  a 

cosx= 1 -f-  Ax*  Bx*  4-  Cx6 ...  4* Nxu. . . 


sin  x = x 4-  A'x 3 4-Z?'x5  4-  . , . 4-  M' . rîi_*  4-  IVfxs,+* . . . 

en  désignant  par  i les  rangs  des  termes.  11  s’agit  de  détermi- 
ner les  coefficiens  numériques  A ,A'  ,B 

Changeons  x en  x+4  dans  le  binôme  P cos  x 4-  Q sin  x,  et 
développons  selon  les  puissances  de  h. On  peut  exécuter  ce  calcul 
de  deux  manières,  qui  doivent  conduire  au  même  résultat:  soit 
en  développant  d’abord  le  binôme  selon  x,  et  changeant  en- 
suite x en  x 4-  7i  ; soit  en  remplaçant  x par  x 4 -b,  et  mettant 
ensuite  pour  sin  h et  ços  h leurs  valeurs  développées  selon  h. 
En  représentant  les  résultats  par  ct+ph+yh%. . h + y h*. . 

on  en  tire  cc=a.',  /3  = /3',...  nous  n’aurons  besoin  ici  que 
des  coefficiens  de  la  première  puissance  de  h,  c.-à-d.  de  l’équ. 
J3  = /S'. 

i°.  P cos  x 4 Q sin  x = 

Pii+A*'+Bx'...+Nj?i)+Q{x+A'x*+Iïx> h2V'x,i+') . 

il  s’agit  de  remplacer  x par  x+h,  et  de  conserver  le  coefficient 
de  h‘  ; c.-à-d.  qu’il  faut  prendre  la  dérivée  j donc 

fi—P{7.Asç  4-  4ûx3. . . aiA'x’r-1)  Ç[«+  3^'x’4-5Æ'x*. . . 
(ar  4-  1)  Nxil 3; 

a°.  P cos  x4-Q  sin  x devient  P cos  (*4-^)+Q  sin  (x-f-h)  = 
P (cosx  cos  h — sin  x sin  h ) 4-  Q ( sin  x cos  h 4- cos  x sin  h). 
remplaçons  cos  h par  1 4"  Ah*.  . . , et  sin  h,  par  h -^-A'h*...-,  il 
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est  clair  que  les  termes  où  entre  cos  h , n’en  produisent  aucun 
qui  soit  affecte'  de  h',  et  que  sin  h ne  donne  que  h;  en  sorte  que  . 

£ = — P sin  x 4-  O cos  x. 

- 

(/e'qu.  identique  P = Ü'  est  formée  de  termes  qui  ont  pour 
facteurs  respectifs  Pet  Ç;  et  comme  ces  fonctions  sont  arbi- 
traires, il  faut  que  l’équ.  se  partage  en  deux  autres,  en  éga- 
lant leurs  coefiiciens.  Donc,  en  remplaçant  cos  x et  sin  x par 
leurs  dcveloppeincns , on  a les  équ.  identiques 

zAx-{-^Bx3-l-6Cx5. . .2t7Vx,,_,=  - x-A'  x' — B'x5... — M'x7i~', 
i +3/i,+5W...  (2t-f  i)  N,x*l  = t+Ax*+  Bxi...+Nx’1. 
D’où  en  égalant  terme  à ternie  , 

2 A— — i,  45  = — A' , 6 C — — B’  etc.  iiN  = — M’ , 

3 A'=A,  55'=  5 , 7 C=  C etc.  (2i+i)ZV'=  N; 

puis  A——{,  A'=—  ^ , 5=  , 5'=  TtiTï.l . C—  Tzr*>  etc. 

Substituant  ces  valeurs  àe  A . A' , B , B' . on  a enfin 


r!i+-l 


sin  x = x- 


2.3  1 2.3.4.5 

X * . X1 

cos  x = 1 J 5— ■ 

2 2.3-4 


2. .  . 7 

x6 

2.. .6’“ 


'2. 3..  (2/4.1) 


(G); 


' 2 . 3 ...  2/ 


(H). 


M'  N 

Les  termes  généraux  résultent  de  A7=  — 4-  , N'  = — : , 

• 2*  214-  « 

équations  qui  indiquent  comment  chaque  coefficient  se  dé- 
duit de  celui  qui  a même  rang  dans  l’autre  série.  On  prend  -f- 
ou  — dans  ces  termes,  selon  que  / est  de  la  forme  28  omiÔ-J-t . 

628.  On  a ainsi  les  grandeurs  du  sin.  et  du  cos.  d’un  arc  dont 
la  longueur  est  x,  le  rayon  du  cercle  étant  un.  Soit  m la  cir- 
conférence (n°  63i),  on  a TT  : x ::  180°  : nombre  t de  degrés 

de  l’arc  x ; substituant  pour  x sa  valeur  = - fJP.  p.  366, 

1. 1 la  valeur  de  ft)  nos  séries  deviennent , z désignant  le  nom - 
bre  de  degrés  d’un  arc  x,  \ 

sin  x =s  Ai  — BO  4-  C(5. . . cos  x = 1 — A't J 4-  B'tK  . . 
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1c  calcul  des  coeflieiens  donne 


Jog  A = 2,24187  736751) 
log  B — 7^9)748  0822  — 
log  A!  ==  4,18272  47895 — 
log  B'  = 9,58729  823 


log  C = 11,1 3020559 
log  D — 17,990711— 
log  C'  = i4,59'!q32— 
log  D'  = 19,329498 


log  E = 22,61713 
log  F — ‘27,05950 — 
log  E'  — 25,85goi  — 
| log  F = 30,02219 


sin  x : 


. n'i1 

taisons  y=z  — 2 ‘ 


629.  Mais  il  importe  moins  de  calculer  les  sinus  et  cosinus 
que  leurs  log.  Soit  <Ha  différence  constante  des  arcs  de  la  table 
qu’on  veut  former;  un  arc  quelconque  t est  = ni'-,  d’où 

; ni (t  — \ n'i' . . . ) , cos  X = t — \ n'i'  -f-  . . ... 

«4 il  __  n'i'  n*i* 

17775"*’ 1 i 074*" 5 

nous  avons  sin  x r=  ni(  1 — y) , cos  x — 1 — z ; prenant  les 
log.  dans  un  système  quelconque,  donlle  module  est  M(n°  626), 
on  trouve 

Log  sin  x = Log  ni—  M (y  -f  \ y*  -h§  .T3*'*  )» 

Log  cosa:=  — M(z  + -73’  + \ z*. . .)  ; 
enfin,  remettant  pour  y et  z leurs  valeurs, 


Log  sin  x : 


T , Mi'  . 

: Log  (ni)  — 

Mi 1 


Mi* 
4.5.9" 

Mi*  . 

— ^—rn* 


. Mi*  . 

L’ u Tl5 


9**5*7 

Mi* 


, Log  cos  x — — — -=—7-..- 1 ■ 

2 3.4  9.0 

Si  la  base  des  log.  est  io,  et  que  les  arcs  de  la  table  procèdent 
de  io"en  10",  comme  cela  a lieu  dans  les  tables  de  Callet,  i est 
la  longueur  de  l’arc  de  10°,  ou  le  64800e  de  la  demi-circonfé- 
rence *.  D’après  les  valeurs  de  x et  de  M ( n°*  63 1 , 626) , on 
trouve , tout  calcul  fait , que 

logsiua:=logJ'-}-logw—  An' — Bn*.., \0Qc0sx— ^4' n' — B'nK.. 
log  j = 5,685574866823541 


log  A = 10,2307827994564- 

log  A’  = 10,70790  40^92  84 

log  C = 30,29868  o45 

log  C’  -a  28,09802  100 


log  B = 20,12481  12735 
log  B'  = 19,30090  25326 
log  U = 40,54489  2 
log  B'  r=  3P,g5i43  2 
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Par  ex.,  pour  l’arc  de  4°î  ou  16200",  on  a n=  1620. 

lop  <f  — 5,68557487  log  A = 10,2307828  loft  B = 20,1248113 
log  h = 3,2095i5oi  log  n1  = 6,4190300  log  h 4 = i2,838o6oo 

’ — 0,00044649  4 1^198 1 aâ  8,9628713 

— 0,00000009  On  retranche  les  nombres  correspondans. 

■ • 

2,89464380— log  sin  4°  3o' 

log  A'  = 10,7079041  log  B1  — 19,3009025  — 0,00138947 

log  n*  — 6,4>9o3oo  log  n 4 = 12,838o6oo  — o,oooooi38 

3,1269341  G,  1 38'j625  — o,ooi34o85 

complément  — log  cos  4°  3o'  =.7,99865915 

Si  l’on  veut  avoir  log/ï=  10,  on  ajoutera  10  aux  caractéris- 
tiques (Voy.  n°  362.).  Les  log.  des  tang.  et  cot.  s’obtiennent 
par  de  simples  soustractions. 

Comme  n croît  déplus  en  plus  , nos  séries  ne  peuvent  guère 
servir  au-delà  de  12°,  parce  qu’elles  deviennent  trop  peu  con- 
vergentes. On  ne  les  emploie  même  que  jusqu’à  5 ; au-delà,  ou 
recourt  au  procédé  suivant 

_ sin  (a:  J)  sin  x cos  eT  -f-  sin  S'  cos  x 

On  a — — - — - — r — 

sin  x sin  x 

cos  S -f-  sin  ^cot  x = cos  $ (1  -f- tang <?.  cot  x); 

prenant  les  log.,  le  icr  membre  est  la  différence  A entre  les 
log.  des  sinus  des  arcs  x -J-  £ et  x,  savoir, 

A = log  cos  ^ -f-  M { tang  S',  cot  x — tang3  S cot3  ar-t-  3...). 

En  raisonnant  de  même  pour  cos  (x  J') , on  trouve  que  la 
différence  entre  les  log.  consecutifs  des  cosinus  est 

A'=log  cos  J*  — M (tang  i'  tang  x -f-  j tang3  <E  tang3  x -+•  5...). 

Lorsqu’on  se  borne  à g décimales,  et  qu’on  prend  ^dc  10",  le 
1"  terme  de  ces  séries  donne  seul  des  chiffres  significatifs, 

A = M tang  «Tcot  x,  h'— — M tang ï.  tang  x, 

et  l’on  a log  {M tang  S)  = 5,32335  91 788. 

Quand  tfest  1',  on  a log  (M  lang  è)  = 4» iojSi  o43. 
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Ainsi , en  partant  de  l’arc  x = 5°,  dont  on  connaît  le  sin. , le 
cos.,  la  tang.  et  la  cot.,  on  peut,  de  proche  en  proche,  calculer 
tous  leà  sinus  et  cosinus  par  leurs  différences  successives  A , A', 
soit  de  io"  en  io",  soit  de  i'  en  i'j  par  suite  on  conclura  la 
tang  et  la  cot.  Soit,  par  exemple , 

x = 1 o0io,3o"jlog cot x=  0.7459888  log tang i.254o u 2 
constante  =5. 32335g2  5.3a335g2 

4.0693480  6.6773704 

Diff.  logaritlim.  a = 0,0001 1 731  A'=  — 0,000003779 

On  remarquera  ici,  comme  p.  247,  que  les  quantités  A et  a' 
sont  constantes  dans  une  certaine  étendue  de  la  table.  Pour 
éviter  l’accumulation  des  erreurs , on  calculera  d’avance  des 
termes  de  distance  en  distance  lesquels  serviront  de  point  de 
départ. 

L’équ.  sin  2x  = 2 sin  x cos  x,  qui  donne 

log  sin  2x  = log  2 + log  sin  x + l°g  cos  x , 

servira  à cet  usage.  Comme  sin  45°=4  V^i  tan8  4^0==cot45°=i , 
on  pourra  partir  de  cet  arc  et  calculer  sin  45°  1 o”;  ces  deux 

arcs  complémentaires  ont  réciproquement  le  sin.  de  l’un  pour 
cos.  de  l’autre;  d’où  l’on  tire  leurs  tang.  etcot.,  delà  on  passera  à 

45°  ± 20",  45°  ± 3o",  etc. 

63o.  En  comparant  les  se'ries(G)  et  (H)  à l’équ.  (5),  on  voit 
que  leur  Somme  est  ex,  au  signe  près  des  termes  de  2 en  2 rangs  ; 
or,  si  l’on  change  x en  ±x  \/  — 1 , dans  le  développement  ( B ) 
dee*,  comme  \/ — 1 a pour  puissances  J/ — 1, — 1, — y' — |,  + i, 
lesquelles  se  reproduisent  périodiquement  à l’infini , les  signes 
des  termes  se  trouvent  être  les  mêmes  que  dans  les  séries  G 
et  H;  d’où 


c— = cos  xdz  {/ — i.sinx...  (f). 

En  ajoutant  et  retranchant  ces  deux  équations 

cos  x sx siux  = ...  (A')  i 

2[/—  I 


2 
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d’où  i 

e**'-'  _ e-xv'-t  _ , 

tang  x—^xv,_t+  rj  ^ _ j » 

en  multipliant  haut  et  bas  par  ’.  On  ne  doit  regarder  ces 
expressions  que  comme  des  résultats  analytiques,  où  les  ima- 
ginaires ne  sont  qu’apparentes , attendu  qu’elles  doivent  dis- 
paraître par  le  calcul  même. 

Enfin , changeant  X en  nx  dans  (f) , on  a 

„ cos  nxziz  [/  — i.  sin  nx. . . (L)  ; 

• « >- 

mais  le  i"  membre  est  la  puissance  n‘  de  l’équ.  (/)  ; donc  on  a , 
quel  que  soit  n, 

cos  nx  dz  \/  — i . sin  nx  = ( cos  xdz  {/  — i . sin  x)n ...  ( M ). 

Ces  formules  sont  très  usitées.  Nous  nous  bornerons  ici  à les 
appliquer  à la  résolution  des  triangles.  Faisons 

Cy-— i — Cy'i 

z~e  , z'  = e ; 

d’où  cos  C—  ; (z+z') , sin  C.  \/  — i = ’ (z— s'). 


Soient  A,  B,  C , les  trois  angles  d’un  triangle,  a,  b , c,  les  côtés 
respectivement  opposés;  on  a 


d’ 


ou 


a sin  B = b sin  A = b sin  (B  -f-  C)  ; 

sin  B „ b sin  C 

— — £_tang/?_ a_bcQS  c\ 


e^->— , _ b(z  — z)  _t  _ a — bz 

i-J-i  2 a — ù(z-f-z')’  * a — bz 

enfin, 

2 B\/  — i=l (a  — bz')  -—l  (a — bz) 

(équ.  D)  = 5 (*-✓)+ 

Mais  la  formule  (L)  donne  * 

z"=cos  mC-f-V/ — » .sin  mC T z'm— cos mC  — — i.sin  mC, 
d’où  zm — z,0,=  2 v/ — 1 . siu  m C. 
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En  substituant  et  supprimant  le  facteur  commun  2[/ — i , il 
vient 

b b 1 b% 

B—-  sin  C -l sin  2 C -f-  -=— ? sin  3C+ . . . 

a 2aa  3a3 

L’éqn.  — 206  cos  C-f-£>*=u5  — • aù(z-4-z  ')  •+■  £*,  se 

véduit  à c*  = (a — iî>z)  (a  — ùz'),  à cause  de  rz'=i . Prenant  les 
log.,  on  obtient 

2log  c = 2Ïog  a—  M g (z  + s')  + ^ (■**+?'*)• • -^j; 

et  comme  zm  -f-  z'm  = acos  mC,  on  a 

(b  b1  ô1  \ 

- cos  C-l cos2C+  -=— ;C0s3C...  ). 

a a a‘  3 as  J 

Ces  deux  se'rics  servent  à résoudre  un  triangle,  où  b est  très 
petitpar  rapport  à a,  connaissant  les  deux  côtés  a et  b et  l’angle 
compris  C. 

63i-  L’cqu.  (/)  donne,  en  prenant  les  log.  népériens, 

rh  x ]/—  i =1  (cos  x ± \/ — i . sin  x)  ; 

retranchant  ces  deux  équ.  l’une  de  l’autre, 

^ jCosx-j-t/ — i .sin  x j/r  -f  \/ — i • tang  x\ 

* cosx — |/ — t.sinx  \i  — y — r.  tangx/’ 

à cause  de  sin  x=cos  x tang  x.  Or,  la  formule  (E)  p.  245  donne 
le  développement  de  ce  log.;  et  supprimant  le  facfeurcoinmun 
a\/ — i , on  acette  expression  de  l’arc  x,  lorsqu’on  connaît  sa 
tangente, 

x=tang  x — i tang3  x-f-g  tang5  x — f tang7x. . . (N). 

L’arc  x dont  la  tang.  est  t,  le  rayon  étant  r,  est  (n°  322) 

— **  , *5  _ * 7 
X 1 . 3 # 5r*  7 r>:  * 

Cette  formule  sert  à trouver  le  rapport  r de  la  circonférence 
au  diamètre , Deux  arcs  x et  x’,  dont  les  tang.  sont  \ et  ‘ , ont 

* 

4 
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pour  tang.  de  leur  somme,  tang(.r-f-a:')  = — — ~ = i ; cette 

i — 5*3 

somme  est  donc  x + x'  = 45°.  Faisons  dans  ( N)  tang  x = \ , 
tang  ,r'=i,  et  ajoutons;  nous  aurons  la  longueur  de  l’arc  de 
,<45°,  qui  est  le  quart  de  la  denn-circonférence *■  du  cercle  dont 
le  rayon  est  i : 

• i*  = k-i  (9*  + 3 (ï)5-  • • + î(!)3+i  (î)5-  • • 

On  obtient  des  séries  plus  convergentes  par  le  procédé  de 
Maciiin.  Prenons  l’arc  x dont  la  tang.  est  l , d’où  (£,,  n°  35g) 

2 tang  x 


tang  ix  : 


•h,  tang  4-r  — - 


i ao  . 

i i 9 » 


tang"  x *”  i— (-£)» 

cet  arc  t\x  dilïère  donc  trcs  peu  de  45°  ; v étant  l’excès  de  ^x 

...  , tang  &x — i 

sur  45",  ou  v = 4*  - 45»,  on  a tang  v = —p—— = _i9. 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  tanga:  = et  qn’on  répète  4 fois  la 
série  N,  on  aura  l’arc  f\x  ; de  même  tang  v=  ^ig,  donne  l’arc  v; 
et  retranchant,  on  obtient  l’arc  de  45°,  ou 

Z * = 4ti - 3 ü)3  + 3 (i)5  * . • } ~ Tis  + f tes)3  — ■ ■ 

« 

Nous  avons  donné  (n°  248)  le  résultat  de  ces  calculs  avec  20  dé- 
cimales. 3r=3,i4»59  26535  89793, 

log  *-  = 0,49714  98726  94,  1*-=  1,14472  g8858  494. 

63a.  Faisons  x—kx  dans  l’équ.  (I),  k désignant  un  entier 
quelconque  ; on  a sin  x = o , cos  x = ± i , selon  que  k est  pair 
ou  impair, 

e-±kvy/—i  , l(±i)  — ;£  kirÿ — I; 

multipliant  par  le  module  M , et  ajoutant  la  valeur  numérique  A 
de  Log.  a, 

Log  (±.  a)z=.A  dt  kM*\ / — 1 , 

i étant  un  nombre  quelconque  pair,  s’il  s’agit  de  log 
et  impair  pour  log  ( — «).  Donc  tout  nombre  a une  infinité  de 
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log.  dans  le  même  système  ; ces  log.  sont  tous  imaginaires  si 

ce  nombre  est  négatif}  s’il  est  positif,  un  seul  est  réel  (*), 

633.  Développons  maintenant  sin  z et  cos  z selon  les  sinus  et 
cosinus  des  arc  z,  2Z,  3z. . . Posons 

cosz-4*  V — 1 • sin  z=zyi  cos  z — \ê  — i » sin  z ==  t>  ; 

d’où  yv=z  i , acos  z = y -{-p;  i,  u,  A'yA“ ...  étant  les  coeffi- 
ciensdela  puissance  «,  on  a,  quel  que  Soit  it, 

2“cos“s=j-“4-«  yu~7  -f  A'yu-*  -+•  A“yu~$. . . 

L’équ.  (Æf)  donne  yk  = cos  kz  -+-  \/ — i.  sin  kz. 

Donc 

2“  cos“z  = cos  uz  -f-  « cos  (u  — 2)z  -j-  A'  cos  (« — 4)*  • • • (P)  t 
— V — 1 [ si'1  + u sin  («  — 2)z  -f-  A'  sin  (u  — 4 )*•••••  } • 

Le  dz  provient  ici  de  \/ — i,  qui  admet  toujours  ce  double 
signe.  Quand  u est  entier,  eosuz  ne  peut  avoir  qu’une  seule  va- 
leur; ces  deux  expressions  doivent  donc  être  égales,  et  la  série 
se  réduit  à la  ir'  ligne  (P)  s en  effet,  on  peut  démontrer  que 
les  termes  imaginaires  se  détruisent  deux  à deux.  Mais  si  u est 
fractionnaire , il  n’en  est  plus  ainsi  parce  que  cet  exposant  in- 
dique une  racine  qui  a plusieurs  valeurs.  Nous  ne  prendrons 
ici  que  le  cas  où  u est  entier,  le  seul  qui  offre  de  l’intérêt. 
L’arc  qui,  dans  l’équ.  (P),  en  a x avant  lui  est  = (u— zx)z; 


(*)  De«»  = (—  o)*,  on  tire  a log  a = 2 log  ( — a);  il  ne  faut  pas  en  conclure 
avec  d’Alembert,  que-f-  a et  — a ont  les  mêmes  log.  ; car,  k et  l étant  pairs, 
on  a 

log  a = AZzkÈiir i/—  i , et  = A±/M«r  V— i , 

et  ajoutant,  a log  « = aA±  (k  + l)  Mit  — i.  De  môme , kf  et  t étant  im- 
pairs, on  trouve  a log  ( — a)=x4±(A,-4-I')if»rV' — i.  Or , il  est  visible  que 
cette  dernière  expression  est  comprise  dans  la  première,  parce  que  i'+l'  est 
on  nombre  pair,  sans  que  a log  ( — a)  soit  en  général  = 2 log  a : pour  que 
log  a soit  réel,  il  faut  que  fc=2=o,  et  A',  f , étant  impairs  ne  peuvent 
être  =o  ; ainsi  l’on  ne  peut  avoir  en  nombres  réels  log  a — log  — a.  D’Alem- 
bert devait  donc  conclure  seulement  que , parmi  les  log.  imaginaires  de  -f-  a 
et  — a,  il  en  est  qui,  ajoutés  deux  à deux,  donnent  des  sommes  égales. 
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Celui  qui  en  a x après  lui,  en  ayant  u — xavant,  est=— -(« — 2 x)z: 
les  cosinus  de  ces  deux  arcs  sont  les  mêmes;  leurs  coefficiens 
sont  aussi  égaux , par  la  proprie'te'  de  la  formule  du  binôme; 
ces  termes  sont  donc  reiuplace's  par  le  double  de  l’un,  de  sorte 
qu’en  divisant  l’équ.  par  2,  et  en  désignant  par  u,A' , A“ .. les 
coefficiensp.S  du  développement  de  la  puissance  u du  binôme; 
on  a 

a“-1  cosu2  = cos  uz  -f-u  cos  (« — 2)z  +A'cos  (u  — 4)z. . .( Q ) 

en  n’étendant  la  série  qu’aux  arcs  positifs;  seulement  il  faut  , 
quand  n est  pair,  prendre  la  moitié  du  dernier  terme  constant, 
qui  ne  s’est  réuni  avec  aucun  autre.  V.  p.  6 la  valeur  de  ce 
nombre. 

Changeons  dans  cette  équ.  z en  { x — z;  le  1“  membre  de- 
viendra 2““’  sin  uz  : quant  au  2'  membre,  un  arc  de  rang  x 
étant  (u — ■ 2.r)z  = hz,  devient^xA — hz,  ou  iji» — xx — hz  : 
on  peut  ajouter  xx  à cet  arc  sans  changer  son  cos. , qui  devient 

cos  (|  x — hz)  = cos  ÿ x«  cos  hz  -j-  sin  \ xu  sin  hz  ; 

1°.  Si  u est  un  nombre  pair,  cos  t »«  = ± 1 , selon  que  « a 
la  forme  4 n ou  4*  2 ; sin  j xu  = o ; ainsi  le  cosinus  se  ré- 
duit à rb  cos  hz~±  cos  (u — 3 x)z.  Doue 

rfc2u_’  sinuz  = cos  uz  — u cos  (u  — o.)z  -f-  A ' cos  (u — 4 ■)*•  ■ • (Æ); 

il  ne  faut  pousser  le  développement  que  jusqu’au  terme  moyen 
(qui  est  constant) , dont  on  prendra  lamoitié.  On  prend  le  signe 
4-  quand  u est  de  la  forme  4 n>  et  le  — si  u—  4n  ~h  2- 

2°.  Si  u est  impair,  cos  ‘ xu  =0,  sin  xu  =±1  selon  que 
u a la  forme  4«  + 1 ou  4«  + 3 , et  on  trouve 

dz  a"- 1 sin"z  — sin  uz — u sin  (u — 2 )z  -f-  A'  sin  (u  — 4)z*  • ■ (S). 

On  ne  poussera  le  développement  que  jusqu’au  terme  moyen 
(qui  contient  sin  z . et  dontonne  prend  plus  la  moitié);  le  signe 
+ a lieu  quand  u = 4«  4-  1 , le  — quand  u = 4«  4-  3- 
T.  II.  17 
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On  en  tire  aisément  les  équations  suivantes  : 

2C0S ’z  = cos  2Z  -f*  lJ 
4cos3z  = cos  3z  -J-  3cos  z, 

8cos4z  — cos  4z  -f-  4cos  2z  + 3 , 

i6cossz  ss  cos  5 z -f-  5cos  3z  -4-  îocos  z, 

3acos6z  zz.  cos  6z  -f-  6cos  4-*  -f"  tScos  2Z-{- io,  etc. 

— asin’z  = cos  2Z  — i ; 

— 4sin3z  = sin  3z  — 3sin  z, 

8sin4z  = cos  4 z — 4cos  22  + 3, 

r6sin5z  ss=  sin  5 z — 5sin  3z  -f-  losin  z, 

— 32sin6s  = cos  6z  — 6cos  4Z  + iScos  2z — 10,  etc. 


634- Réciproquement,  développons  les  sinus  et  cosinus  d’arc* 
multiples,  selon  les  puissances  de  sin  z — s,  cos  z = c.  Le  2' 
membre  de  l’équation  ( M p.  253)  » est  (c-f* \/—  1 •*)**  en  le  dé- 
veloppant par  la  formule  du  binôme , on  arrive  à une  équ.  de 
la  forme 

cos nz  + [/ — 1 .sin  nz  = P + QŸ — 1 » 


et  puisque  les  imaginaires  doivent  se  détruire  entre  elles,  1 é— 
quation  se  partage  en  deux  autres,  cos  nz=zP,  sin  nz  — Q, 
la  ire  contenant  tous  les  termes  où  s[/  — 1 porte  des  exposans 
pairs  ; ainsi , n étant  entier  ou  fractionnaire , positif  ou  néga- 
tif, on  a 


cos  nz  = c” — n- 


n — 1 


c»-»  + 


n(n — 1)  (n— 2)  (n— 3)^,^ 

2.3.4 


nÿr-\)  (n-2)_„-î03 

sin  nz=nc*  's— 5 c s 

2.3 


n(n-i)...(n-4)„ 

2. 3. 4'.5 


"-5  sS 


Ainsi , s étant  = sin  z , et  c = cos  z , on  a 


cos  2Z=C*— — s’, 
cos  3z=c3 — 3cs% 
cos  4 a=c< — 6c4s*+s4, 
eos  5z-=zcP—  ioc3s,4"  5c*4, 
eos  6z~c6 — 1 5c V -{- 1 5c’s4 — , 
etc. 


sin  2z=2«, 
sin  3z=3c’j — s3, 
sin  4z=4c3f — 4c53, 
sin  5z—5c*s — iocV3-l-s5, 
sin  6z=6c5s — 20c3j3-f-6cs?, 
etc. 


( 
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635.  Dans  ces  formules,  les  sinus  sont  mêlés  avec  les  cosi- 
nus; on  peut  en  trouver  d’autres  eu  fonction  du  seul  sinus, 
ou  du  cosinus.  Puisque  les  arcs  z,  2 z,  3z. . . font  une  équi- 
différence,  les  sinus  et  cosinus  forment  une  série  récurrente 
(n°  36i),  dont  les  facteurs  sont  2 cos  z et  — 1 . De  même,  si  les 
arcs  procèdent  de  2 en  2,  savoir,  z,  3 z,  5z... , ou  bien  oz, 

az,  4* ; les  facteurs  sont  2 cos  2Z  et — 1 ; or, 

acos  2z=  2 (c*  — r’)  = 2 — 45’-  Ainsi,  partant  de  cos  zs=  1 , 
sin  oz  = o,  cos  z = c,  sin  z=  s,  il  est  bien  aise'  de  former  les 
séries  récurrentes  qui  suivent,  dont  on  a les  deux  te"  termes 
et  la  loi  (n°  621). 

sin  2Z=S(  2c)  COS  2Z=  2CJ — 1 , 

sin  3z=r(  4e* — 0>  > cos  3z=  4e3  3c,  . 

sin  4z=s(  8c3 — 4e)  > cos  4Z—  8td— - 8c’+  1 , 


sin  5z=j(i6c* — i2c*-f-  1)» 


COS  SzzrtlÔc5 — 20C3-j-  5c, 


sin  GzzrslSac5 — 32c3-f-  6e),  cos  6z=32c6 — — 1 , 
sin  ^z=s(64c6 — 8oc,-|-24c!’ — 1),  etc. 

Voici  les  formules  générales  (XI*  leçon,  Cal.  des  fonctions, 
Lagrange)  (*)  ; 


(*)  Voie i les  valeurs  du  terme  général  T,  i*  terme  de  ces  équ, , et  du  fac- 
teur F qui  multipliant  le  i‘  terme  produit  le  terme  suivant  ( V.  p.  a). 


ain  ns. , . 


cos  ns... 


T=(-I)i-'  (3C)«- »!+>  J X[(u — 1)C(‘ — 1)]  > 

JP r_  V a‘+i)(n— ai)  . 

4c*  i(n — i)  * 

il  y a y n , ou  ÿ (n+ 1)  termes , selon  que  n est  pair  ou  impair  ; 
le  dernier  terme  est  rfcitcr  dans  le  i*r  cas,  et  tts  dans  le  a*. 

T=(— i)i->(ac)»-»i+»  x C (■»— 0C(i'— 1))> 


JP_ *_  (n— ai-f-a) (n— 2H-1)  . 

4 c»  ( (n — i)  ’ 

la  série  a j n+i,  ou  | (n+t)  termes,  selon  que  n est  pair  ou  impair  ; le  der- 
nier terme  est  ± a dans  le  1er  cas,  et  ±:  a ne  dans  le  a®. 


a6o 
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sin  nz=  s { (2C)— • - (n  - 2)  (ac)*-3  + ï 3)  C " ~ 4)  (2C)”  3 

_(„_4)î=5  î^or’-H-S)  • • • ! ’ 

2cos^=Cac)»-n(2C)--’+î<«-3)(^)"-S^-4)(«-S)(2c)B_6-" 
Venons-*en  maintenant  aux  séries  ascendantes  selon  s. 
sia  m=c(2s),  sin  3z=3a-4ss, 

sin  4*=c(4r-8i1),  sin  5z=5*-2o/+i6/, 

sin  6*=c(&-3arH3ars),  sin  7z=7s-56/+i  12^-64/, 

sin  8z=c(8s — 8o/+-i  92/ — 1 2®5’) > etc' 

cos2Z  — i — ■ a*4,  cos3z==c(i— 4s’), 

cos4z=i—  8s‘+  8 /,  cos5z=c(t  12/+16/) , 

cos6z=i— i8/+48/~32s6,  cos7z=c(i— 24^+80^-64/), 

etc.  etc* 

i°.  Quand  n est  pair,  on  peut  poser  (*) 

(*)  Le  i«  terme  T est  le  facteur  F qui  multipliant  le  £e  terme  produit  le 
terme  suivant , dans  ces  équ. , ont  pour  valeurs 

n pair,  sin  nz,  T=(-i)i-c(as)«*-« [(in+i-i) C(2i-l)l, 
n*— 4** 

*■=-'*  **^ 

il  y a T n termes  ; le  dernier  = dtc  (u)’1-’ . 

Icos  nz,  r=(— O'-'QO*1"*  x — C(!n~H— a)Ca(i— < )] . 


f=— 5’  X 


„«— 4(i— ,)» 


2l'(2i — l)  ’ 
il  y a i n + 1 termos  j le  dernier  — a*- 1 î". 

«impair,  sin  nt,  T=(-l)*->(ai)*‘-'.  [(~  + 0C(a<-l)}, 

n*— (ai — t)» 

F_  — J X ai-.2i+Ij  > 

U y a j (n+i)  termes  ; le  dernier  = 2*-’  j". 

COS  ns,  T=(-i)‘-'c(ai)“-  [(2=?+7)c-a(i_i)] 

n> — a.» 

* afeT— 1)  ’ 

il  y a t (n+i)  termesj  le  dernier  =;  i:  c (îj)"-*.. 
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z=c|^;«-n.— -j-s+n~^X'  4-5  “J 

n*  t , n‘  n'-*1  . n*  gl~4?A..  4(ar)*; 

^'T5  +T*TT  3.4'  5.6  ’v 

a0.  Et  quand  n est  impair, 


«111  H£=x' 


cos  nz- 


sin  nz—  ns  — n 


t1 — ia  . n — 1 n — $\s  , /nAH 

^-pn. 5~.  — :-f-  s3.  • . ï (2i)  » 

2.3  ^ 2.3  4-5 


cos  wa 


Méthode  inverse } ou  retour  des  Séries. 

636.  Étant  donnée  l’équation  y~  <px,  oit  tpx  est  une  sérié, 
il  s’agit  de  trouvera:  —Fy  en  série  ordonnée  selon  y.  Si  cette 
dernière  a une  forme  connue  , telle  que , par  exemple , 
x=Ay  + By>+  Cys  + Dy*...', 

il  ne  s’agit  que  de  déterminer  les  coefficiens  ArB,C  . On  subs- 
tituera dans  la  proposée  y — <px,  cette  série  et  ses  puissances, 
pour  XiX’.ar3,  et  l'on  aura  une  équ.  identique,  qu  on  parta- 
gera en  d’autres,  par  la  comparaison  des  termes  ou^y  a la  même 
puissance  : ces  équations  feront  connaître  les  constantes  A, 
B,C,D. 

Soit  y = M(x  — ix’  + S*3  — 
qu’on  se  soit  assuré  que  la  série  ci-dessus  convient  pour  x (cela 
suit  de  ce  que  y est  le  log.  de  1 -p-  x,  ou  ay  = 1 + x : voye~ 
n°  6a5)  ; substituant  donc  pour  xla  série  Ay-^-By2...,  il  vient 

lÿ  — Ay  + By'+Cyi+  DyK...  pour  xr 

- i A’y'—ABy3—  (i  B>  + AC)  y*. ...  — f*’, 

+ iA*y*  + A*By<..r. 

— A'y*....  — 


/ 
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d’où  AM=  i , Bz=\  A\C—AB—\  A\  D=. . 


. i A’  A1  A * 

puis  A = —f,B-=t s — ,C= — =,  D— — 5-7,  etc. 
r M 2 2.3’  2.3.4 


Enfin , 

De  même 


x—Ar-l-  , AY  A*jA 

—Ajr+  3 + 2.3  + 2.3.4''' 


x = x — x*  -f-  r3  — x*. . . 
se  renverse  ainsi  x —y  + J-’  +s3 

Mais  il  est  rare  qu’on  connaisse  d’avance  la  forme  de  la  sé- 
rié cherchée  x=Fr;  on  indique  alors  les  puissances  dej-  par  des 

lettres,  x=2  Ajr* Bj/*  -\~Cyy,...  et  il  s’agit  de  déterminer 
les  coefficiens  et  les  exposans , en  considérant  qu 'après  la  subs- 
titution dans  y = <px,  il  faut  que  chaque  terme  soit  détruit 
par  d’autres  où  y a la  même  puissance. 

Soit  /=ii3  + |x3  + izl+...; 

supposons  x — Ay~  +By^  -f-  Cyy  - f-..., 
a,  fi,  y...  étant  des  nombres  croissans.  Nous  ne  mettons  pas 
de  terme  sans  y,  parce  que  x — o répond  àj,  = o.  En  substi- 
tuant pour  x sa  valeur , nous  voyons  que, 

r“.  Les  exposans  2,  3,  4-  • • qu’avaitx,  formant  une  équi- 
différence,  «,  fi,  y...  doivent  en  former  également  une,  puis- 
qu’en  développant,  les  puissances  x*,  x3. . . jouiront  visible-, 
ment  de  la  même  propriété. 

2°.  Si  l’on  trouve  « et  jS,  y,  . . s’ensuivront. 

3“.  Le  terme  où  y aura  le  plus  petit  exposant  est  -j  Ay**-,  il 
doit  s’ordonner  avec  le  i,r  membre  y,  d’où  22  = 1 , \A*—  I; 
ainsi,  «=  i,  A = \Zt.. 

4°-  Les  termes  qui  ensuite  ont  le  moindre  exposant,  étant 

ABjr<t+^  et  s A3  y3*,  pour  s’ordonner  ensemble,  ils  doivent 
avoir  « + & = 3*,  ou  fi=  \\  ainsi  y=f , £ savoir, 

I 9 3 

x — A y1  -f-  Bjr*  -f-  Cy2  -f-  etc.  ; 
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en  refaisant  le  calcul , on  trouve  bientôt  A,  B ,C. . . ; d’où 

* =A  v^2 — +T*  v*j*  - Ms  y + • • • 

C’est  ainsi  que 


x3 


+ 


x7 


J 1.2.3  1.2. ..5 

sc  renverse  sous  la  forme  x =Ay  -f-By3  -f-  Cy&. . . 

On  trouve,  tout  calcul  fait  ( voy.  n°  840), 

_ . V.r3  1 » .3j^s  t i.3. 5 y7  t i .3. 5. ^^3 

•r+  2.3  + 2.4.5  + 2.4  6.7  + 2.4.6T8.9 
Pour  x = a y -f-  b y'  -f-  cjr3  - f-, . . , on  obtient 


x bx1 


2 b2 — ac  , , 5 abc  — a-d  — 5 b3  , 
-5—  **••• 


La  série  x=zay-\-  by3  -f-  cyb  +dy7 ...  donne 


•>•=  ;-^r  + 


bxs  3 — ac 


x5  -f- 


üabc—a'd — i2ÔJ 


a 

s 


Enfin , y = x~  * — J x'  — J x'  — -75  x*  — — ri . , . 

donne  x = -J-  Zjtj--4-}-  Cy~h ...  ; 

et  par  suite, 

*=.r“2  — j'-4  -f  jr'6  — jr"8  -f . . • 

Si  la  proposée  était  y = a -j-  bx  +fxa . . . , pour  la  commo- 
dité du  calcul,  il  serait  bon  de  transposer  a,  et  de  faire 

— ■ ~i~  = z,  d’où  z==  x -f-  ^ xa-|-  -y 

on  développerait  ensuite  x en  z.  Au  reste,  voyez  n°  ^5 1 , où 
nous  avons  traité  la  question  du  retour  des  suites  de  la  ma- 
nière la  plus  générale. 

Des  Équations  de  condition. 


637.  Lorsque  la  loi  qui  régit  un  phénomène  physique  est 
connue  et  traduite  en  équ.  ç (x, y...  a,  b...)  — o,  il  arrive 
souvent  que  les  constantes  «,  b,c. . . sont  inconnues,  x, y. . . 
étant  des  grandeurs  variables  avec  les  circonstances  du  pliéno- 
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mène.  On  consulte  alors  l’expérience  pour  déterminer  a,b,c...', 
en  mesurant  des  valeurs  simultanées  de  x, y,  z, . . . et  les  subs- 
tituant dans  l’e'qu.  <p=  o : puis  répétant  l’expérience,  on  ob- 
serve d’autres  valeurs  pour  x,  y,  z... , ce  qui  donne  d’autres 
équations  de  condition  entre  les  constantes  inconnues  a, b,  c... 
que  l’élimination  fait  ensuite  connaître. 

Mais  les  valeurs  tirées  de  l’observationn’étant  jamais  exactes, 
les  nombres  a ',  b\  c...,  qu’on  obtient  ainsi  pour  a,  b,  c..., 
lie  peuvent  être  regardés  que  comme  approchés  : on  doit  donc 
poser,  dans  = o,  a=  a'  A , b = b'  -f-Z?...  et  détermi- 
ner les  erreurs  A,  B. . . , dont  a,  b. . . sont  affectés;  et  comme 
A , B...  sont  de  très  petites  quantités,  on  est  autorisé  à en 
négliger  les  puissances  supérieures:  ainsi  l’équ.  ç>  = one  con- 
tient plus  les  inconnues  A, B. . . qu’au  icr  degré,  par  ex.,  sous 
la  forme 

o = x + Ay  + Bz  +Ct...  (i). 

On  supplée  alors  à l’imperfection  des  mesures  de  x,  y t z. . . 
par  le  nombre  des  observations.  En  réitérant  souvent  les  ex-, 
périences,  on  obtient  autant  d’équ.  (i),  où  x,  y,  z...  sont 
connus  ; on  compare  ces  équ. , on  en  combine  plusieurs  entre 
elles  , de  manière  à obtenir  une  équ.  moyenne  , où  l’une  des 
constantes  ait  le  plus  grand  facteur  possible,  tandis  qu’au  con- 
traire les  autres  facteurs  deviennent  très  petits  : par  là  l’er- 
reur de  la  détermination  des  coefliciens  se  trouve  beaucoup 
affaiblie.  En  réduisant  ces  équ.  de  condition  au  nombre  des 
inconnues , l’élimination  donne  bientôt  les  valeurs  de  A ,B . . . 

Cette  méthode  est  usitée  en  Astronomie  ; mais  elle  est  bien 
moins  exacte  que  celle  des  moindres  carrés,  proposée  par 
M.  Legendre , qui  rachète  la  longueur  des  calculs  par  la  pré- 
cision des  résultats.  Concevons  que  l’observation  ait  donné  des 
valeurs  peu  exactes  de  x,  y,  z. . .;  substituées  dans  l’équ.  (i), 
le  t"  membre  n’y  sera  pas  zéro,  mais  un  nombre  e très  petit  et 
inconnu.  D’autres  expériences  donneront  de  même  les  erreurs 
e,  e" . ..  correspondantes  aux  valeurs x',x",y', y".  .. , savoir, 

c'  = x-\-Ay+Bz'...,  e’z=x"+Ay"+Bz"...,  etc, 
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Formons  la  somme  des  carre's  de  ces  équ. , el  n’écrivons  que  les 

termes  en  A,  parce  que  les  autres  termes  ont  incme  forme  : 
on  trouve  que  e%  -j-  e'“  -f-  e"*.  . . est 

~A\y%+ÿ'...')-\ïA(xy\x'y ...)  +?.AB(jz...)  +7.AC  etc. 

Ce  2e  membre  a la  forme  Aam  -f-  2 An  -j-A;  il  est  le  plus  petit 
possible  quand  on  prend  A tel,  que  la  dérivée  soit  nulle, 

Am-\-n—o  ( 'yojr . n°*  i4o,  II,  et  ^5 7)  : en  ne  considérant  que 
le  facteur  constant  et  inconnu  A,  on  a donc 

xjr+x’y . . . -\-A  (y+y*.  ..)+B(yz  . . .)-fC  ( yt . . .)etc.=o. 

Il  faut  multiplier  chacune  des  èqu.  de  condition  (1)  par  le  fac- 
teur y de  A,  et  égaler  la  somme  à zéro.  On  conserve  au  facteur y 
son  signe.  En  opérant  de  même  pour  B , C...,  on  obtient  au- 
tant d’équ.  semblables  qu’il  y a de  constantes  inconnues;  ces 
équ.  sont  du  ter  degré  , et  l’élimination  est  facile  à faire. 

Pares.,  la  Mécanique  enseigne  que  sous  la  latitude^,  la 
longueur  x du  pendule  simple  à secondes  sexagésimales  est 
x=  A B suv'j-,  A et  B étant  des  nombres  invariables,  qu’il 
s’agit  de  déterminer.  Il  suffirait  de  mesurer  avec  soin  les  lon- 
gueurs x sous  deux  latitudes  différentes  y,  pour  obtenir  deux 
équ.  de  condition  propres  à donner  A et  B.  Mais  la  précision 
sera  bien  plus  grande  si,  comme  l’ont  fait  MM.  Mathieu  etBiot, 

011  mesure  x sous  six  latitudes  différentes,  et  qu’on  traite,  par 
la  méthode  précédente,  les  six  équ.  de  condition.  Lesquan- 
tités  A -}-  B sin’^ — x , évaluées  en  mètres,  donnent  ces  six 
erreurs, 

A jR. o, 3903417  — 0,9929750,  A + B. 0,4932370  — 0,9934740,  ' 

A -f-  B.o,^97aj22  — 0,9934620,  A 4-  B.o,5i36u7  — 0,9935967, 

A -+■  B. 0,5667721  — 0,9938784,  B -f-  B, 0,6045628  — 0,9940933. 

Comme  le  coefficient  de  A est  1 , l’équ.  qui  s’y  rapporte  est 
formée  de  la  somme  des  six  erreurs.  Pour  B , on  multipliera 
chaque  trinôme  par  le  facteur  qui  affecte  B,  et  l’on  ajoutera 
les  six  produits  : donc 

6 A -f-  B . 3 , 0657375  — 5,961 4793  = o , 

^.3,0657375  +B . t ,6933894  — 3 ,0461977  = o. 
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L’élimination  donne  A et  B ; enfin,  on  a 

i = 0,9908755  + B «in  *j , log  B = 3,7a385o9,  B =s  o,oo5ag$i8i6. 

Voj.  la  Conn.  des  Tems  de  1816,  où  M.  Mathieu  discute 
par  cette  méthode  les  observations  du  pendule  faites  par  les 
Espagnols  en  divers  lieux. 

Consultez  mon  Astronomie  pratique  et  ma  Géodésie,  où  ce 
sujet  est  traité  avec  le  plus  grand  détail. 

I 

I 

I 

• - 
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LIVRE  SIXIÈME. 

ANALYSE  APPLIQUÉE  AUX  TROIS  DIMENSIONS. 


I.  TRIGONOMETRIE  SPHÉRIQUE. 


Notions  fondamentales. 

638.  Trois  plans  MON , NOP,  MOP  (fig.  25),  qui  pas* 
sentpar  le  centre  d’une  sphère,  déterminent  unangle  trièdre  O, 
et  coupentla  surface  selon  des  grands  cercles,  dont  les  arcs  CA, 
CB , AB , formentun  triangle  sphérique  ABC\  les  angles  plans 
de  ce  trièdre  O sont  respectivement  mesurés  par  les  côtés  ou 
arcs  de  ce  triangle  ; savoir,  NOP  par  AB,  MON  par  A C,  MOP 
par  BC.  L’angle  Cdu  triangle  estmesuré  par  celui  que  forment 
deux  tangentes  en  C,  aux  arcs  contigus  AC , BC ; ces  tan- 
gentes, situées  dans  les  plans  de  ces  arcs,  mesurent  l’angle 
dièdre  de  ces  mêmes  plans  NOMP , c.-à-d:  l’inclinaison  de  la 
face  NOM  sur  POM.  Donc,  les  angles  plans  du  trièdre  O 
sont  mesurés  par  les  côtés  du  triangle  sphérique  A.BC,  et  les 
inclinaisons  des  faces  sont  les  angles  de  ce  triangle. 

Les  problèmes  où,  donnant  quelques  parties  d’un  triangle 
sphérique,  on  se  propose  de  trouver  les  autres  parties,  sont 
précisément  les  mêmes  que  ceux  où  connaissant  plusieurs  élé- 
inens  d’un  trièdre,  on  veut  obtenir  les  autres.  Il  y a six  élé— 
mens  : trois  angles  A,  B,  C,  et  les  trois  côtés  opposés  a,  b,  c, 
du  triangle  sphérique  y ou,  si  l’on  veut,  trois  angles  plans 
a,  b,  c,  et  les  trois  angles  dièdres  opposés  A,  B,  C,  du  trièdre 
dont  il  s'agit.  Étant  données  trois  de  ces  six  parties,  il  est  ques- 
tion de  déterminer  les  trois  autres.  « 
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D’après  cela,  que,  d’uapointO,  l’on  dirige  des  rayons  visuels 
à trois  points  M , N, P éloignés  dans  l’espace,  tels  que  trois 
étoiles,  pares.,  ces  lignes  seront  les  arêtes  d’un  trièdre.O, 
dont  les  élémens  constituons  seront  ceux  d’un  triangle  sphéri- 
que ABC,  lequel  est  formé  par  les  arcs  de  grands  cercles  qui 
joignent  les  points  où  ces  arêtes  vonf  percer  la  surface  d’une 
sphère  de  rayon  arbitraire,  dont  l’œil  est  le  centre  O. 

Ces  principes  servent  à de'monlrer  les  théorèmes  suivans. 

i°.  Tout  angle  plan  d’un  tvièdre  étant  moindre  que  deux 
droits,  chaque  côté  de  tout  triangle  sphérique  est  <^i8o°.  Cha- 
que angle  est  aussi  plus  petit  que  deux  droits  ; c'est  ce  qui  suit 
encore  du  triangle  polaire.  (/'.  ci-après  n°  63g.) 

Toutes  les  fois  qu'un  calcul  conduira  à trouver  pour  valeur 
d’un  angle  ou  d’un  côté  de  triangle,  un  arc  > i8o°,  cette  so- 
lution devra  cire  rejetée  comme  impossible,  ou  du  moins  rem- 
placée par  le  supplément  de  cet  arc  : et  les  cos. , sin.,  tang.,etc, 
ne  peuvent  appartenir  qu’à  un  arc  moindre  que  la  demi-cir- 
conférence. 

a°.  Puisque  la  somme  des  angles  plans  de  tout  angle  polyèdre 
est  moindre  que  4 droits  (n°  280),  la  somme  des  trois  côtés  de 
tout  triangle  sphérique , est  plus  petite  que  36o°.  L’angle  trièdre 
d’un  cube , formé  de  3 angles  droits , montre  que  chaque  côté 
d’un  triangle  sphérique  peut  valoir  et  même  surpasser  go°. 

3°.  Deux  triangle s sphériques  sont  égaux,  lorsque  trois  angles , 
ou  trois  côtés,  ou  deux  côtés  et  l’angle  compris , ou  tjeux  angles 
elle  côté  adjacent , sont  respectivement  égaux  chacun  à chacun. 
Ces  théorèmes  se  prouvent,  ainsi  que  les  deux  suivans,  comme 
pour  les  triangles  rectilignes  (n°  «63). 

4°.  Dans  un  triangle  sphérique  isoschle , l’arc  abaissé  per- 
pend.  du  sommet  sur  la  base , divise  par  moitié  celle  base  et 
l'angle  du  sommet ; les  angles  égaux  sont  opposés  aux  côtés 
égaux,  et  réciproquement. 

5°.  Dans  tout  triangle  sphérique , le  plus  grand  angle  est 
toujours  opposé  au  plus  grand  côté , le  mojren  l’est  au  moyen, 
le  moindre  au  plus  petit. 

. 6°.  Uncôté  est  toujours  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 
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et  plus  grand  que  leur  différence  : car  la  somme  de  deux  an- 
gles plans  d’un  trièdre  surpasse  le  3%  d’où  a<^b-\-c,  et  b<^a-\-c , 
ou  a >6 — c.  Donc  aussi,  la  demi-somme  des  trois  côtés  d'un 
triangle  surpasse  toujours  un  côté  quelconque  : car  en  rempla- 
çant b + c par  devient  20  •+• 1 ; ainsi  le  demi- 

périmètre  =a  + ii>(j. 

63g.  Coupons  notre  trièdre  O par  trois  plans  respectivement 
perpend.  aux  arêtes  ; ces  plans  dc'iermineront  un  second  trièdre 
O'  opposé  au  Ier  (fig.  26)  ; les  angles  plans  de  l’un  seront  sup- 
plêmens  des  angles  dièdres  de  l’autre,  et  réciproquement. 

Eu  effet  , l’une  des  faces  du  trièdre  proposé  O,  étant  MON, 
menons,  en  des  points  quelconques  N,M,  sur  les  arêtes  OM, 
ON,  deux  plans  perpendiculaires  à ces  droites , et  par  suite 
aux  faces  MON,  MOP  d’une  part,  MON ,NOP  de  l’autre;  les 
angles  M et  Ardu  quadrilatère  OM  P*  Absout  droits;  l’angle  P' 
est  donc  supplément  de  MON.  Mais  cès  deux  plans  coupans 
sont  des  faces  du  nouveau  trièdre  O ' , et  se  coupent  suivant  la 
droite  O'P' , arête  de  ce  corps.  L’angle  dièdre  formé  par  ces 
plans  est  visiblement  mesuré  par  l’angle  MP'N,  puisque  le 
plan  de  cet  angle  est  perpendiculaire  à ces  deux  faces.  Donc 
l’angle  MON  du  premier  est  supplément  de  l’angle  dièdre  P’ 
du  second.  Il  en  faut  dire  autant  des  deux  autres  faces  MOP, 
NOP , qui  sont  supplémens  des  angles  MN'P,  NM' P.  Les 
angles  plans  du  trièdre  O sont  donc  respectivement  les  sup- 
plémens des  angles  dièdres  du  trièdre  opposé  O' . 

Réciproquement,  les  angles  plans  du  trièdre  O'  sont  les 
supplémens  des  angles  dièdres  du  trièdre  O,  par  la  même 
raison. 

Les  deux  trièdres  O et  O'  déterminent  deux  triangles  sphé- 
riques ABC, A’ B' C qui  sont  tels  que  les  angles  de  l’un  sont 
supplémens  des  côtés  de  l’autre,  et  réciproquement. 

Étant  donné  un  triangle  sphérique  ABC  dont  a,b,c  sont  les 
côtés,  on  peut  toujours  en  construire  un  autre  A'B'C',  dont  les 
côtés  sont  a',b',c',  tel,  que  les  angles  A , B , C de  l’un  soient  les 
supplémens  respectifs  des  côtés  0! , b', c'  de  l’autre , et  récipro- 
quement, savoir  : 
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a = 180°“— i_A%  V zsz  1800  — B,  c = 180°  — C...  (i), 

^'3=180°  — a,B'  = 1800  — b,  Cz s=  1800  — c...  (2). 

Le  triangle  ainsi  formé  s’appelle  polaire  ousupplémenlairedu  Ie'. 

On  ■voit  en  outre  que  la  somme  des  trois  angles  de  tout 
triangle  sphérique , est  toujours  comprise  entre  deux  et  six  . 
droits.  En  effet,  d’une  part  chaque  angle  étant  moindre  que 
deux  droits , A -J-  B -}-  C 6 droits  ; et  d’une  autre  part , en 
ajoutant  les  trois  équations  (2)  on  a 

A-f-B-f-C  = 6 droits  — (a'  + ô'  + c); 

et  comme  on  a vu  que  a’  -j-  b'  -f-  c’  4 droits  ( n°  638 , 20) , 
on  voit  que  à -f-  B + C > 2 droits. 

Les  équations  (1)  et  (2)  sont  fort  utiles,  car  elles  réduisent 
à trois  les  six  problèmes  de  la  trigonométrie  sphérique , qui 
consistent  à trouver  trois  des  six  élémens  d’un  triangle, 
lorsqu’on  connaît  les  autres.  Supposons  par  exemple,  qu’on 
sache  trouver  les  trois  angles  A,B,C,  quand  on  connaît  les 
trois  côtés  a,  b,  c,  : réciproquement,  si  l’on  donne  les  trois 
angles  A,B,C,  pour  trouver  un  côté  a,  on  substituera  au 
triangle  son  supplémentaire  A'B'C',  dont  on  connaît  les  trois 
côtés  a',b’ ,c,  par  les  équ.  (2)  ; et  lorsqu’on  aura  trouvé  l'un  A' 
des  angles,  l’équ.  (1)  donnera  le  côté  opposé  a = 180°  — Aj . 
En  sorte  qu’il  suffit  de  savoir  résoudre  un  triangle  dont  on 
connaît  les  trois  côtés,  pour  savoir  aussi  résoudre  celui  dont  ou 
a les  trois  angles;  et  ainsi  des  autres  cas.  C’est  ce  qui  s’éclair- 
cira mieux  par  la  suite. 

1 *■  , i 

640.  Si  l'on  coupe  le  trièdre  O (Gg.  27)  par  un  plan pmn  per- 
pendiculaire à un  arête  OB,  en  un  point  m tel  que  Om  = 1, 
on  a 

mn  — tang  c,  On  — se'c c , mp  = tang  b,  Op  — séc  b : 

Or  les  triangles  rectilignes  mnp , npO  donnent  (n°  355) 
npJ  = mn*+/)mJ — 2 mn  pm. cos  A, 
np*=  nO'-f-pO* — znO.pO.cos  a; 
retranchant  la  1"  de  la  2e,  il  vient,  à cause  des  triangles 


r 

t 
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nmO,pmO , rectangles  en  m,  et  de  Om  — 1, 

0=  1 + 1 — - 2 séc  c.séc&.cos  a -f-a  tang  c.  tang  b. cos  A ; 

1 , sin 

et  mettant  — pour  sec.,  et  — pour  tang., 

COS  cos 

cos  a sin  c. sin  b. cos  A 

0=  1 — — -4- — 1 

cos  c.cos  b cosc.coso 

y ' 

Ce  qui  conduit  à Y équation  fondamentale 

cos  a 3=  co»  A.  cos  c-f-sin  b.  sin  c.  cos  A. . . (3) 

On  aurait  de  même 


cos  b~  cos  a. cos  c -f-  sin  «.sin  c.cos  B 
cos  c = cos  a . cos  b -f-  sin  a . sin  b . cos  C 


(4) 


On  a 


cos  A : 


d’où  1 — cos*  A 


cos  a— cos  b cos  c 
sin  b sin  c 

cos  a — cos  b , cos  c' 


~ sin*  A=i  — Ç 


h 


sin  b. sin  c 

t . t 

réduisant  le  2e  membre  au  même  dénominateur,  etrempla- 
ant  sin’  par  1 — cos*, 

1— cos’6 — cos*c— -cos*  a- f-a  cos  a.  cos  b. cos  c 


sin’  A = 


sin*  A. sin*  c 


Prenons  la  racine  carrée , et  divisons  les  deux  membres  par 
sin  a,  le  2'  membre  est nne fonction  sjrmétrique  de que 

nous  nommerons  M , savoir  = M.  Changeant  dans  cette 

sin  a 9 

équ.  A et  a,  en  B et  b,  en  C et  c,  comme  M reste  constant, 
on  en  tire  : 

sin  A sin  B sin  C 


sin  a 


sin  b 


sin  c 


(5> 


Dans  tout  triangle  sphérique , les  sinus  des  angles  sont  propor' 
tionnels  aux  sinus  des  côtés  opposés. 

Pour  éliminer  b de  l’équ.  (3),  mettons  pour  cos  b sava- 
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, ...  sin  B sin  a ...... 

leur  (4),  et : — - — pour  siu  b ; il  vient 


sm  a sin  c sin  B cos  A 

cos  a=cos  a cos’c+sin  a sin  c cos  c cosB-\ ■ — : —, 

sin  A 

mais  cos ’c=  1 — sinac  ; donc  en  divisant  tout  par  sin  a sin  c, 
sin  c cot  a=cos  ccos  B sin  Z?  cot  A. ..  (6). 


En  appliquant  à l’équ.  (3)  la  proprie'te'  du  triangle  supplé- 
mentaire (é  qu.  i et  2),  c’est-à-dire,  changeant  a en  180° — A, 
A en  1800  — a,  etc.,  nous  avons 


— cos  A = cos  B cos  C — sin  B sin  C cos  a. . . (7). 

Ces  lhe'orèmes  suffisent  à la  résolution  de  tous  les'  triangles 
sphériques,  ainsi  qu’on  le  verra  par  les  développe  mens  que 
nous  allons  donner  ; mais  il  y a encore  une  équ.  générale  qu’on 
emploie  quelquefois. 

Éliminons  cos  centre  les  équ.  (4);comme...  cos’am — sinaa, 
en  divisant  tout  par  sin  a,  on  trouve 

sin  a cos  b — sin  b cos  a cos  C -f-  sin  c cos  B. . ..  (8). 


Nous  devons  encore  ajouter  que  dans  les  équ.  générales  entre 
certains  élémens  d’un  triangle  sphérique  quelconque  ABC , 
on  peut  changer  a et  A en  b et  B,  ou  bien  en  c et  C,  et  réci- 
proquement: en  sorte  que  nos  équ.  (6,  7 et  8)  en  représentent 
chacun  trois , comme  l’équ.  (3)  en  a donné  deux  autres  (4). 
On  a par  exemple  : 

sin  c cot  b — cos  c cos  A -f-  sin  A cot  B (9) 

— cos  B — cos  A cos  C — sin  A sin  C cos  b.  (10) 

sin  c cos  èr=sin  b cos  c cos  A + sin  a cos  B.  etc. 

Triangles  sphériques  rectangles. 

641.  Désignons  l’angle  droit  par  A , et  l’hypoténuse  par  a 
(fig.  28)  ; faisons  donc  A = 90°  dans  les  équ.  (3 , 5 ,6 , 7 , 9 et  \ o)  : 
cos  a = cos  b cos  c. . . . ( m ) 

sin  b = sin  a sin  B ... . (n) 

tange  = tanga  cos  B. .. . (p) 

cos  a =cot  B cot  C. . . . (ç) 

cot  B — cot  b sin  c ... . (r) 

cos  B = sin  C cos  b ... . (s) 
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Ces  six  équations  sont  propres  au  calcul  logarithmique , et 
suffisent  à la  résolution  de  tout  triangle  rectangle  : Des  cinq 
élémens  a,  b,  c,  B et  C deux  étant  donnés  , on  peut  toujours 
trouver  les  trois  autres.  Ainsi  la  question  est  posée  entre  trois 
élémens  dont  un  seul  est  inconnu.  Ou  dénommera  les  angles 
du  triangle  par  A,B,C,  l’angle  droit  étant  A,  et  l'on  cher- 
chera celle  de  ces  six  équ.  qui  comprend  les  trois  élémens 
dont  il  s’agit  ; mais  pour  trouver  cette  équ  , il  pourra  arriver 
qu’on  soit  obligé  de  changer  de  place  les  lettres  B et  C dans  la 
figure.  Suivant  les  divers  cas  qui  se  présentent , on  choisit  les 
équ.  qui  contiennent  les  trois  élémens  compris  dans  le  pro- 
blème. 

( et  deux  angles  B,  C . . prenez  l’équation  (<7) 


L’hypoténuse  I un  angle  B ( opposé  b *. (a) 

a S et  le  côté  ( adjacent  c (p) 

[ les  trois  côtés  a,  b,  c (m) 

Un  côté  b de  l'angle  droit  et  les  angles  B, C (s) 

Deux  côtés  b,c  de  l’angle  droit  et  un  angle  B...' ( r) 


Le  fréquent  usage  qu’on  fait  de  ces  équ.  exige  qu’on  les  ait 
sans  cesse  présentes  à la  mémoire , chose  que  le  défaut  de  sy- 
métrie rend  assez  difficile.  Mauduit  a indiqué  un  moyen  em- 
pirique de  les  retrouver,  qui  consiste  à lire,  sur  la  figure,  les 
cinq  élémens  du  triangle  rectangle  dans  l’ordre  où  ils  sont , en 
faisant  le  tour,  et  à observer  que  les  trois  élémens  entre  les- 
quels on  cherche  une  relation , sont  contigus  ou  alternatifs  ; et 
il  est  de  fait  qu’on  a toujours 

• . . ....  , . f des  sin . d’arcs  alternes, 

cos.  arc  intermédiaire— produit  < , 

1 l des  col.  d arcs  contigus. 

Seulement,  en  appliquant  ce  théorème,  il  faut  remplacer  les 

deux  côtés  de  l’angle  droit  par  leurs  complémens , c’est-à-dire 

leurs  sin.  par  cos.,  leurs  tang.  par  cot.,  etc.  On  peut,  en  effet, 

vérifier  que  ces  deux  propositions  reproduisent  exactement 

nos  six  équations. 

i®.  Del’équ.  (m),  on  conclut  que  le  cosinus  de  l’hypoténuse 
est  égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  autres  côtés ; ainsi  l’un 
des  trois  côtés  est  <|  ou  > 90° , selon  que  les  deux  autres 
T.  II.  18 
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côtés  sont  d’espèces  semblables  ou  différentes,  car  les  cosinus 
d’arcs  > go°  sont  négatifs. 

2°.  L’équ.  (q)  montre  que  si  l’on  compare  l’hypoténuse  aux' 
deux  angles  adjacens  B et  C,  l’un  de  ces  trois  arcs  est  ]> 
ou  < 90°,  selon  que  les  deux  autres  arcs  sont  d’espèces  sem- 
blables ou  différentes.  • / » 

3°.  Les  équ.  ( r ou  jt)  prouvent  que  chacun  des  angles  B et  C 
est  toujours  de  même  espèce  que  le  côté  opposé. 

4».  fie  même,  l’équ.  (p)  montre  que  l’hypoténuse  et  un  côté 
sont  de  même  espèce,  quand  l’angle  compris  est  < go0.,  et 
d’espèces  différentes  quand  cet  angle  est  > 90°. 

Nous  entendons  par  arcs  de  même  espèce  ceux  qüi  sont  en- 
semble soit  <^,  soit  >90°;  et  d’espèces  différentes,  quand 
l’iin  de  ces  arcs  est  <[  et  l’autre  ]>  90°.  * 

5°.  Enfin,  si  le  côté  b de  l’angle  droit  = go°,  on  aura 
cos  b — o,  et  (d’après  les  équ.  m et  r)cos  a — o,  cos  Z?=o:les 
côtés  CA,  CB  sont  donc  chacun  de  go°,  et  perpend.  sur  AB  j 
le  triangle  est  isoscèle  bi-rectangle  ; C est  le  pôle  de  l’arc  AB 
(fig.  28),  c.-à-d.  que  C est  distant  de  90"  de  tous  les  points 
de  cet  arc. 

642-  Quoique  nos  équ.  résolvent  tous  les  triangles  sphé- 
riques rectangles , il  convient  de  remarquer  qu’elles  ne  donne- 
raient pas  les  valeurs  des  inconnues  avec  précision,  si  ces  arcs 
étaient  très  petits  et  exprimés  par  des  cos. , ou  voisins  de  go*  et 
donnés  par  des  sinus.  Voici  comment  on  doit  opérer  dans  ces 
cas. 


i°.  On  a (T.  1,  p.  372)  tang 


si  l’on  demande  l’hypoténuse 
devient 

, 1 1 — cot  B cot  C 

tang * - a — 

1 2 1 -(-  cot  B cot  C 


1 1 — cos  x 

* 37  m 1 ■—  ■ — • 

2 I +COS  x' 

,.  ' h 

a,  connaissant  B et  C,  l'équ.  ( q ) 

sin  B sin  C — cos  B cos  C 
— sin  B sin  C -(-cos  B cos  C’ 


tang*  - a = , 


cos  (Æ-f-C) 

cos  (S  — C) 


(11) 
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On  voit  par  cette  équ.  que  la  somme  des  deux  angles  B etC  est 
>90°,  puisque  le  2e  membre  est  négatif,  et  doit  devenir  po- 
sitif. 

20.  De  même  pour  obtenir  un  côté  b de  l’angle  droit , con- 

• *»  cos  JB 

naissant  les  angles  B et  C,  l’équ.  (s)  donne  cos  b—  - 

0 ^ sm  C 


sin  z 


onposez=oo°  — B.  d'où  cos  Bx=  sin  z,  et  cos  b — _ 

r ^ sm  C 

ainsi  l’on  a(équ.  citée  et  n°  36o) 


tan»»  -b—  sin  C — sinz  = tanS^(C—  *) 

8 2 sin  C -J- sinz  tang  ; (C-f-z)  ’ 


tang  {b—  V/{tang  [!(£—£)  4*45°] -tang [7 (B 4- C)  — 45°] } . 

3°.  Connaissant  l’hypoténuse  a et  un  côté  c,  pour  trouver 
l’angle  adjacent  B , l’équ.  (/>)  donne 

1 — tang  c cot  a cos  c sin  a — sin  c cos  a 


U • 

tang*  B 


1 4-  tang  c cot  a cos  c sin  a 4-  sin  c cos  a 


1 d /r sio  (a  — c)~l  , v 

^;i=vWrJ (,a) 


On  remarquera  que  les  sinus  de  a — c et  a 4-  c doivent  avoir 
le  même  signe,  pour  éviter  les  imaginaires  ; donc  si  a -{-<C>i8o0, 
l’hypoténuse  a doit  être  <c.  Donc  quand  le  triangle  a des  an- 
gles obtus,  l’hypoténuse  a n’est  pas  le  plus  grand  côté.  C’est 
au  reste  ce  que  la  fig.  3i  mettra  en  évidence. 

4'’.  L’équ.  (m)  donne  cosc=  — d’où 

cos  0 

tang* ic=  tang i (<z4-ô).tangi (a— ô).. («3) 

5°.  Enfin,  si  l’on  cherche  un  côté  ô,  connaissant  l’angle  op- 
posé B et  l’hypoténuse  a , au  lieu  d’employer  l’équ.  (n)  quand 
b est  voisin  de  90°,  posez 

b ~ go" — 2Z,  tang*  = sin  a sin  B ; 
l’équ.  (n)  revient  à cos  2z=tang  x,  d’où 

1 — tang  x 


tang’z  : 


1 -j-  tang  x 


: tang  (45° — *)  ; 


18. 


■f 


)s 


s 


l‘ï 
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ainsi  tang  (45°  — ■ \ b)  = l/tang  (45°~— x) (14,. 

L’arc  x étant  calculé  par  l’équ.  tang  x = sin  a sin  B,  cette 
dernière  donnera  b. 

Nous  donnerons  ici  les  cinq  élémens  constitutifs  d’un  trian- 
gle sphérique  rectangle,  afin  qu’on  puisse  s’exercer  à l’appli- 
cation numérique  des  formules,  en  prenant,  à volonté,  deux 
de  ces  élémens,  et  calculant  les  trois  autres. 


Triangle  rectangle  d'épreuve 


ÉLÉMENS. 


LOG.  SINUS. 


LOG.  COSINUS. 


LOC  TANG. 


1.9767335 
T. 80O0l34 
T. 9598303 
T. 8333909 
T. 9831068 


-t- 

I.9102636  — 
O.346o333  — 
T. 95o434t  — 
0.5460201  — 


T.  5o35475  ■+■ 
T. 8897607  — 
T.  61 37969  — 
T.  8728568  — 
T.  4370867  — 


Le  signe  — qui  suit  plusieurs  de  ces  log.  est  destiné  à in- 
diquer que  le  facteur  qui  s’y  rapporte  est  négatif  ; ce  qu’il  ne 
faut  pas  confondre  avec  les  — qu’on  place  à gauche  des 
log.,  quand  on  veut  écrire  qu’il  faut  les  soustraire,  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  d’une  division.  Selon  que  le  nombre  des  fac- 
teurs négatifs  d’une  formule  est  pair  ou  impair,  le  produit  a le 
signe  + ou  — , circonstance  qu’il  faut  noter  avec  soin  ; car, 
par  exemple,  tang  a donne  pour  a un  arca<^go°,  quand  cette 
tangente  est  positive , et  le  supplément  de  cette  valeur  quand 
la  tangente  est  négative. 

Quant  au  1 qui  est  l’entier  de  plusieurs  log. , cette  notation 
a été  expliquée  T.  I,  p.  121. 

Triangles  sphériques  obliquangles. 

643.  Passons  en  revue  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter 
(ûg.  28).  • 

Cas.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c,  trouver  l’angle  A? 


» TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE.  377 

L’équ.  (3),  p.  271,  en  substituant  1 — 2 sin’j  ^pour  cos  A 
devient 

cos  a=  cos  ( b — c)  — 2sini  sincsin*  '-A. ...  (i5) 

Cette  équ.  est  d’un  fréquent  usage.  On  en  tire 

2 sin b sia  c sin*  { A = cos  (b-c)-cosa; 

et  à cause  de  l’équ.  (8)  de  la  note  n°  36o  (*) 

sin4-  4—  S‘D  4 (a4-^—  c).sin4  (a  + c — b) 
a ' sin  b.  sine 

Cette  équ.  propre  au  calcul  des  log. , fait  connaître  l'angle  A. 
Elle  devient  plus  symétrique,  en  posant 


d’où 


2jo  sst  a -J*  b -f-  c ; 

Sin*  - A = sin  (p  — à).sin(p  - c ) 


siu  b.  sin  c 


(16) 


De  même,  en  mettant  dans  l’e'qu.  (3),  2 cos  "{A — 1 pour 
cos  i,  ona 


cos 


■»I  J#_»in^.sin  (p  — a) 

* sin  b . sin  c (,7} 


Enfin  eu  divisant  la  ir#  de  ces  équ.  par  la  2e, 

tang*  - A=  ™±P=à):sïn(p-c) 

2 smp.  sin  (p-—  a)  ’ 

L’une  quelconque  de  ces  trois  équ.  résout  la  question. 

2e  Cas.  Étant  donnés  les  trois  angles  A,B,C,  trouver  le  colé  a? 
La  propriété  du  triangle  supplémentaire  (p.  269  ),  appliquée 
aux  équ.  précédentes , par  la  substitution  des  valeurs  (1)  et  (2) 
et  posant 

2 P=A+B+C, 


(*)  Comme  lo  premier  membre  est  essentiellement  positif,  ainsi  que 
sin  b et  sin  c (attendu  que  b et  c sont  < 180®),  on  voit  qu’il  fout  qu’on  ait 
a la  fois  c < b + a,  et  c > 6— a , puisque  les  relations  contraires  font  visi- 
blement absurdes  ; on  retrouve  donc  ici  le  théorème  6e,  page  268. 
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, cos  P.  cos  (P — A) 

Sin»-fl  = ^ÛTP.sinC  * 

a i cos  (P  — P). cos  ( P C) 

2 a sin  P.  sin  C.'  * . • * , 

i cos  P. cos  (P  — A)  • 

tang?  - a = — cos  (P-B).cos  {P—CÎ, 

3*  Cas.  Étant  donnés  deux  cotés  a et  b,  et  l’angle  compris  C, 
trouver  le  troisième  côté  ? 

L’equ,  (4,  p.  271)  peut  être  employée  sous  cette  forme 
cos  c = cos  a cos  6(1+  tang  a tang  b cos  Cj» . . 

■ 1 A * 

Connaissant  deux  côtés  b,c,  et  l’angle  compris  A,  on  peut 
trouver  le  3' côté  a,  à l’aide  de  l’équ.  fondamentale  (3,  p.  271), 
en  la  rendant  propre  au  calcul  logarithmique.  On  pose 

cos  A =2  cos’  \A  — 1,  cos  a = i — a sin’ia, 

d’où  1 — 2 sin’  \ a = cos  {b  4-  c)  + 2 sin  b sin  c cos  - A, 

= j — 2 sin*£  (ô  + c)  +2  sin  b sin  c cos*  i A ; 

soit  pris  un  arc  v tel  que  sin  v = cos  5 A l/sin  b sin  c , -, 
et  on  a sin’  \ a =sin’  i (b  + c)  — sin’  v 

gin’ -a=  sin  \ (ô  +c  + av)  sin  (ô  + c — 2v), 

d’après  l’équ.  (6)  (T.  I,  p.  373). 

4'  Cas.  Étant  donnés  deux  angles  C et  B,  et  le  côté  adja- 
cent a,  trouver  le  troisième  angle  A ? 

L’équ.  (7),  p.  272,  donne 

cos  A — cos  B cos  C (tang  B tang  C cos  a r). 

On  peut  aussi  recourir  au  triangle  supplémentaire,  et,  par 

la  théorie  qui  précède,  on  trouve 

sin  v — sin  \ a \/  sin  B sin  C, 
cos’ ~ A = sin  j (P  + C + a*')  sin (fi+C  — av) 
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5*  Cas.  De  deux  côtés  et  les  angles  opposés,  connaissant 
trois  élémens , trouver  le  quatrième  ? 

Il  faut  recourir  à la  règle  des  quatre  sinus,  équ.  5,  p.  27  r. 

* * 

644-  Excepté  lorsqu’on  connaît  les  trois  côtés , ou  les  trois 
angles  4’un  triangle , tout  problème  de  trigonométrie  sphé- 
rique comprend  au  rang  des  données  un  angle  et  un  côté  adja- 
cent, outre  un  troisième  élément  : dans  ce  qui  suit , nous  dé- 
signerons toujours  cet  angle  par  A , et  ce  côté  par  b.  Abaissons 
de  l’un  des  angles  C (fig.  29)  un  arc  CD  perpendiculaire  sur  le 
côté  c : ce  côté  c sera  coupé  en  deux  segmens  9 et  9',  et  l’an- 
gle C en  deux  angles  i et  b',  savoir  : 

c—9~h9'>  C=ô-j-<’. 

Bien  entendu  que  l’une  de  ces  parties  sera  négative  dans  cha- 
que équation , si  l’arc  perpendiculaire  tombe  hors  du  triangle, 
cas  qui  se  présente  lorsque  l’un  des  angles  A et  B de  la  base 
est  aigu  et  Vautre  obtus  : cet  arc  tombe,  au  contraire,  au-de- 
dans  du  triangle  quand  ces  deux  angles  sont  de  même  espèce. 
En  effet,  des  deux  triangles  rectangles  ACD  ,BCD , tirons  les 
valeurs  de  l’arc  perpend.  CD,  par  l’équ.  (r),  p.  272, 

tang  CD  = tang  A sin  9 = tang  B sin  9'. 

Si  les  angles  A et  B sont  de  même  espèce  ; leurs  tangentes  ont 
même  signe  ; sin  9 et  sin  9’  sont  donc  dans  le  même  cas  : mais 
quand  A et  B sont  d'espèces  différentes,  leurs  tangentes,  et 
par  suite  sin  9 et  sin  9'  doivent  avoir  des  signes  contraires  ; 
alors  l’arc  perpendiculaire  CD  tombe  hors  du  triangle,  etl'uu 
des  segmens  9 et  9'  a seul  le  signe  — . 

645.  Dans  la  figure  29,  on  voit  que  le  triangle  ABC  est  dé- 
composé en  deux,  ACD, B CD,  qu’on  peut  traiter  séparément, 
et  dont  la  résolution  fait  connaître  les  élémens  non  donnés,  à 
l’aide  de  ceux  qui  le  sont.  Ce  procédé  conduit  à des  équ.  sim- 
ples, auxquelles  le  calcul  des  log.  s’applique  facilement.  C’est 
ce  que  nous  allons  montrer.  . 

On  résout  d’abord  les  triangles  ACD  ,BCD , pour  en  tirer 
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l’une  des  parties  9 ou  6,  du  côte'  c ou  de  l’aDgle  C,  eu  suppo- 
sant connus  l’angle  A et  le  côté  adjacent  b.  Les  équ.  (p  et  q) 
p.  272  conduisent  aux  équ.  (1  et  2).  Puis  tirant  de  chacun  de 
ces  triangles  les  valeurs  de  l'arc  perpendiculaire  CD,  et  éga- 
lant ces  valeurs  , on  obtient  les  équ.  (5,6,7  et  8),  lesquelles 
viennent  respectivement  des  équ.  ( m,s,r  et  p).  • 


Tang 

9 = 

= tang  b cos  A, . 

. (i);  COt 

6 = cos 

b tang  A • . 

.(2) 

C - 

— 9 »••••■• 

• 0); 

C—  6-f-fiT, ...... 

• (4) 

COS 

cos 

a 

cos  p' 
cos  9 * 

• (5); 

cos  A 
cos  B~ 

sin  6 
=8uTôf  ’ ' 

.(6) 

« 

tang 

tang 

A 

B~ 

sin  9' 
sin  9 ’ 

■ (7); 

tang  a_ 
tang  b~ 

cos  ô 

* eos  S’  ’ ’ ‘ 

.(8) 

sin  A sin  B 

sin  C 

(r\\ 

sin  a sin  b 

— sin  c m 

■ - tyi 

Voici  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  et  la  manière 
de  les  traiter  par  ces  équ.  en  ayant  soin  d’ailleurs  d’avoir  égard 
aux  signes  des  sin.,  cos.  et  tang.,  signes  qui  sont  positifs  ou  né- 
gatifs, selon  que  ces  lignes  appartiennent  à des  arcs  <ou^>go°. 

Outre  les  données  A et  b , on  a encore  un  3*  élément. 

r°.  Si  l’on  connaît  c (deux  côtés  b etc,  et  l’angle  compris  A), 
l’équ.  (1)  donne  (9),  (3)  donne  p',  etcesarcs  peuvent  recevoir  le 
signe — ; (5)  donne  a;  (7),  B ; enfin  (9),  C,  dont  l’espèce  est 
d’ailleurs  connue  (n°  644)- 

20.  Si  l’on  a C ( deux  angles  A et  C,  et  le  côté  adjacent  b) , 
l’équ.  (2)  donne  6;  (4),  6',  qui  peut  être  négatif  ; (6),  B\  (8),  n; 
(9),  c,  qui  est  d’espèce  connue. 

3°.  Quand  on  connaît  a (deux  côtés  a et  b,  et  l’angle  op- 
posé A)  l’équ.  ( 1 ) donne 9\  (5 (3),c;  (7  et  9),  B et  C: 
ou  bien , (2)  donne  ê ; (8)  (4)  , c ; (6  et  9) , B et  c. 

Dans  ce  cas , le  problème  a en  général  deux  solutions  ; car  1 p' 
ou  6'  étant  calculé  par  un  cosinus,  l’arc  a le  double  signe  ± ; c 
et  C ont  donc  deux  valeurs , à moins  qu’on  ne  soit  conduit  à 
en  rejeter  une  comme  négative,  ou  1800.  Les  équ.  (6 et  7) 
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donnent  <p'  et  é'  par  leurs  sinus  et  il  en  résulté  deux  valeurs 
de  B;  de  même  pour  C et  c. 

4°.  Quand  on  connaît  B ( deux  angles  A et  B,  et  le  côté  op- 
posé b ) l’équ.  (2)  donne  0;  (6),  (4),  C;  (8  et  9),  a et  c. 

Ou  bien  (1)  donne  <p  ; (7),^';  (3  ),  c;  (5  et  g),  a et  C. 

Il  existe  encore  ici  deux  solutions , car  <p'  ou  6'  étant  donné 
par  un  sinus , l'arc  a deux  valeurs  supplémentaires  ; ainsi  c 
dans  l’équ.  (3),  et  a dans  l’équ.  (8),  reçoivent  deux  valeurs: 
de  même  poura  et  c dans  (5  et  4),  etc. 

Observez  que  dans  chacun  des  quatre  cas  que  nous  venons 
d’analyser,  on  ne  se  sert  que  des  équ.  marquées  de  numéros 
soit  pairs  , soit  impairs  : lorsqu’on  a le  choix  des  deux  sys- 
tèmes, on  doit  préférer  celui  qui  conduit  à des  calculs  plus 
simples  ou  plus  précis  (*). 

646.  Voici  plusieurs  conséquences  importantes  (fig.  2g). 


1 °.  L’équ.  (5)  donne 


cosô  — cos  a cos  9 — cos  < 


et  en 


cos  b -f-  cos  a cos  <p  -|-  cos  q>'  ’ 
vertu  des  équ.  7 et  8,  T.  I,  p.  373,  comme  c = ç -f-p'on  a 


tang — ?>)=tang  i (û  + b)-  ^"6 h (a—b).cot \c...  (10). 

Connaissant  les  trois  côtés h, c,  d’un  triangle,  cette  équ.  fait 
connaître  la  demi-différence  de  segmens  «p  et  p',  et  par  suite  ces 
segmens  mêmes , puisque  \ c est  leur  demi-somme.  Eu  résoi- 


1 


(*)  Pour  résoudre  un  triangle  sphérique  où  l’on  connaît  soit  deux  côtés  et 
un  angle,  soit  deux  angles  et  un  côté,  abaissez  de  l’un  dés  sommets  un  arc 
perpendie.  sur  le  côté  opposé , pour  former  deux  triangles  rectangles , dont 
l’un  ait  deux  parties  connues,  outre  l’angle  droit.  Cet  arc  ne  doit  dono  pas 
partir  de  l’angle  donné  dans  le  i*r  cas , ni  tomber  sur  le  côté  donné  dans  le 
3e  cas.  Résolvez  ce  triangle  rectangle,  et  calculez  les  deux  segmens  9 et  de 
la  base,  ou  ceux  S et  0'  de  l’angle  du  sommet.  Les  équ.  5,  6,  7 et  8,  s’énon- 
cent ainsi  : 

I °.  Les  cos.  des  deux  côtés  de  l'angle  d’où  part  l’arc  perpend.  sont  comme  les 
cos.  des  segmens  respectifs  de  la  base  ; les  col-  de  ces  cotés  sont  comme  les  cos- 
respectifs  des  segmens  de  l’angle  au  sommet  ; 

2°.  Les  cot.  des  deux  angles  à la  base  sont  comme  les  sinus  respectifs  des  seg- 
mens de  la  base;  les  cos.  de  ces  angles  sont  comme  les  sinus  des  segmens  respec- 
tifs de  l'angle  au  sommet. 
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vant  les  triangles  rectangles  ACD  ,ACD,  on  obtient  les  an- 
gles A et  B , savoir  : 

cos  A = t ang  <p  cot  b , cos  B = taug  <p'  cot  a. . . (11). 

2°.  L’équ.  (7)  donne  de  même  [voyez  n°  36o  et  êqu.  3,  T.  I, 
p.  372). 

tang  — tangü sin  <p' — sin  <f> tang  \ (<Dr  — <p) 

> tang  A -f-  tang  B 


'taug  fOp'  -f-p)' 

r 


(12) 


sin  Q ■+■  sin  <p 

, sin  [A  — B)  - 

ungH»  -*)  = H TTa+T)'^-- 
. ...  » > 

Quand  on  connaît  deux  angles  A, B et  le  côté  adjacent  c,  cette 

équ.  donne  <f>  et  ç'  (fig.  29)  : les  êqu.  (11)  déterminent  ensuite 
a et  b. 

■*  # 4 ' » 

3°.  L’équ.  (6)  donne,  en  opérant  de  la  même  manière , 
tang i (6'— S)  = tang  i [A+  B) . tang  \ [A— B) . tang  j C. . . (1 3). 

Lorsque  les  trois  angles  A,  B,  C,  sont  donnés,  cette  équ.  fait 
connaître  6 et  Ô';  on  a ensuite  les  côtés  a et  b,  en  résolvant  les 
triangles  ACD,BCD , 

cos  b — cot  9 cot  A , cos  a=cot  6'  cot  B. . . . (t4) 

•*» 

4°  • En6n , l’équ.  (8)  donne  de  même , 
sin  (a  — b) 


tang  \ (>'  — 6) : 


cot  î C (i5) 


sin  [a  -f-  b) 

Connaissant  deux  côtés  a, b,  et  l’angle  compris  C,  on  obtien- 
dra ô et  fl',  puis  A ci  B par  les  équ.  (i4)» 

Les  équ.  que  nous  venons  d’établir  servent  à démontrer  les 
théorèmes  connus  sous  le  nom  d 'analogies  de  Néper.  Égalons 
les  valeurs  (10)  et  (ta)  de  tang  \ (<p’  — <f)  ; nous  aurons , à cause 
de  sin  2«=  2 sin  a.  cos  a, 

, sin^(j4 — B)  cos \[A — B) 

tapg?(u+ô).tang,(a-^=.n^M+^)cos,M+g).tangic...(,6) 

A ,, , . .j  sin  a — sin  b sin^  — sin  B 

Or,  lequ.  (9)  donne 


D'où  (n°  36o) 


sin  a + sin  b 
tang  | (a—  b) 

tang  ï (<*+b)~ 


sin  A +sin  B' 
tang-;  [A— B) 
’tangt  (A  + B)’ 
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Multipliant  l’équ.  (16)  membre  à membre  par  cette  dernière , 
tous  les  facteurs  qui  ne  sont  pas  détruits  sont  au  carré;  pre- 
nant la  racine,  il  vient 

• ' , < 


et 


tan6i(«+S)=eC22|-(^=^.  «"g  (*), 


en  divisant  l’équ.  (16)  par  la  précédente. 


Égalons  les  valeurs  (i3  et  i5)  de  tang  \ («' — â),  et  opérons 
de  la  même  manière  sur  l’équ.  résultante,  ce  qui  revient  à 
changer  A et  B ci-devant  en  a et  b,  et  réciproquement , puis  c 
en  C\  nous  avons  . 


tang \ (A—B)z= 


tang  { (A+B)  = 


sia  {{a— b) 
sin  i (a  + b)' 
cos  \{a  — b) 
cos  \ (a  -\-b)' 


c°ti  C, 
COt  ; C. 


Telles  sont  les  analogies  de  Néper;  on  s’en  sert  principale- 
ment pour  trouver  deux  côtés  a et  A d’un  triangle,  lorsqu’on 
connaît  le  3e  côté  cet  les  deux  angles  adjacens^et  B (équ.  17); 
ou  bien,  pour  trouver  deux  angles  ActBy  connaissant  les  deux 
côtés  opposés  a, b,  et  l’angle  compris  C (équ.  18). 

Triangles  isosceles.  Soient  C et  B les  deux  angles  égaux 
d’un  triangle  isoscèle  (fig.  29  bis) , b et  c les  deux  côtés  égaux , A 
l’angle  du  sommet,  a la  base  ; l’arc  perpend.  qui  và  du  sommet 
au  milieu  de  la  base,  donne  deux  triangles  rectangles  symé- 
triques, dans  lesquels  on  trouve  les  relations  suivantes,  for- 
mées des  combinaisons  3 à 3 des  quatre  élémens  A,  B,  a,  b ; 
ces  équ.  font  connaître  l’un  quelconque  de  ces  arcs,  quand  on 


(*)  Comme  tang  - c . coa  i {A  — B)  est  une  quantité  positive,  il  faut  que 

tang  i (tf  + b ) et  cos  ^ ( A •+•  B ) aient  même  signe , d’où  l’on  coucîut  que 

la  demi-somme  de  deux  angles  quelconques  est  toujours  de  la  meme  espèce  que 
la  demi- somme  des  deux  côtés  opposés , et  réciproquement. 


I 

j 


\ 
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a les  deux  autres.  Ainsi , de  ces  quatre  parties  d’un  trian- 
gle sphérique  isoscèle,  l'angle  A du  sommet,  la  base  a,  l’un 
b des  côtés  égaux,  et  l’un  B des  angles  égaux,  deux  étant  don- 
nés, on  peut  trouver  les  deux  autres. 

sin  j a=  sin  £ A sin  b , . . . . ( m ) 
cos  b = cot  Z?  cot  4 A, . . . . ( q ) 

tang  = tang  b cos  B , (p) 

cos i _/tf=cos  j a sin  B, . . . . (j) 

Des  problèmes  qui  ont  deux  solutions. 

647.  Tout  triangle  sphérique  résulte  de  la  section  d’une 
sphère  par  trois  plans  qui  passent  au  centre.  La  figure  3i  a 
pour  base  le  cercle  KMK’ , et  représente  un  hémisphère  produit 
par  l’un  de  ces  plans:  les  deux  autres  plans  donnent  les  deini- 
circonférences  AC»,  BCB“,  qu’on  voit  ici  en  perspective;  leurs 
plans  se  coupent  selon  le  rayon  CO,  et  déterminent  le  triangle 
sphérique  ABC.  Les  arcs  CA,C »,  sont  supplémentaires;  l’an- 
gle A est  l’inclinaison  du  plan  AC » sur  la  base  K A’.  En  me- 
nant le  plan  MCm,  par  le  rayon  CO,  perpendiculairement  à 
cette  base  AA',  puis  prenant  MA'  = MA,  de  part  et  d’autre 
de  ce  plan  MCm , on  obtient  un  deuxième  plan  A'C»  symé- 
trique à AC»,  et  l’on  a 

ma  = ma! , ACz=A'C,  C»=Ca.',  A — A' xz»—»'. 

Si  l’on  fait  tourner  le  plan  A Cet  autour  du  rayon  CO,  pour 
prendre  toutes  les  positions  CA , CB , Cf, ...  ce  plan  sera  per- 
pendiculaire à la  base  quand  il  coïncidera  avec  M Cm  ; puis  , 
dans  l’une  quelconque  de  ses  positions,  il  formera  avec  la  base 
deux  angles  supplémentaires,  l’un  en -dessous,  l'autre  en  - 
dessus  de  ce  plan.  Les  arcs  CB,  CA,  Cf, . . . croissent  en  s’é-* 
cartant  de  l’are  perpend.  CM  =4/,  qui  est  le  plus  petit  de  tous 
jusqu’à  l’arc  perpend.  opposé  Cm,  qui  est  le  plus  grand.  En 
effet,  le  triangle  rectangle  ACM,  où  CA  — b,  donne... 
cos  ACM  = cot  b tang  4,  et  le  facteur  tang  ^ est  constant. 

Quand  l’angle  ACM  est  devenu  de  90“,  comme  pour  l’arc 
CA,  dont  le  plan  est  perpend.  à MCm,  on  a cot  b — o,  et 
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l’arc  CK  = 90°.  Le  plan  continuant  ensuite  de  tourner  vers 
Ca cos  ACM  devient  négatif,  et  croît  ainsi  que  cot  b ; en  sorte 
que  l’arc  Ca  continue  d’augmenter.  Tout  est  d’ailleurs  symé- 
trique des  deux  côtés  du  plan  MCm  ; ainsi  les  arcs  et  les  in- 
clinaisons seront  deux  à deux  égales,  pour  des  arcs  égaux 
MA  = MA' , savoir  CA  = CA' , angle  A = A'. 

En  tournant  ainsi,  le  plan  coupant  s’incline  d’abord  de  plus 
en  plus  sur  la  base  KMK',  en  devenant  CB,  CA,  CK,  car  le 
triangle  rectangle  AC  AI  donne  encore 

sin  4 = sin  b %\nA, . . . . (16) 

équ.  dont  le  ifr  membre  est  constant,  et  où  sin  b va  d’abord 
en  augmentant,  comme  on  vient  de  le  dire  : ainsi  sin  ^décroît 
en  même  temps.  Mais  dès  que  le  côté  b atteint  go°  (alors  CB 
devient  CK  = 90°=  MK),  sin  b diminue;  donc  sin  A aug- 
mente , et  l’angle  A aigu  à la  base , a pris  sa  moindre  valeur  au 
point  K,  et  commence  à croître.  Ce  point  K est  le  pôle  de  la 
demi -circonférence  MCm  -,  l’angle  K est  mesuré  par  l’arc 
CM  = 4-  = K , ou  de  l’autre  côté  du  plan  coupant , par 
Cm  us  180°-*-  4- 

On  voit  donc  que  tous  les  arcs  partant  de  C (fig.  3i)  pour 
aboutir  en  quelque  point  de  la  base  demi-circulaire  KMK' , 
sont  <[90°;  tandis  que  les  autres  qui  vont  en  KmK'  sonf>go°, 
et  que  CK  — CK'=  90°.  De  plus,  CM  = \J/,  et  Cm=i8o° — 4 
(valeurs  detj/  que  donne  l’équ.  16)  sont  les  limites  entre  les- 
quelles ces  arcs  CA  sont  renfermés.  Plus  un  arc  approche  de 
CM,'  et  plus  il  est  petit;  plus  il  approche  de  Cm,  plus,  au 
contraire , il  est  grand. 

L’inclinaison  des  plans  sur  la  base,  de  90°  qu’elle  est  en 
MCm , diminue  en  prenant  les  positions  CB,  CA... . jusqu’en 
CK  où  elle  devient  K = 4'  ; puis  elle  croît  de  K vers  m , jus- 
qu’à redevenir  de  go°  en  Cm.  L’angle  est  aigu  du  côté  de  CM, 
mais  il  est  obtus  du  côté  de  Cm,  ces  derniers  angles  étant 
supplémens  respectifs  des  premiers  : tous  ces  angles  obtus 
sont<  i8o°  — 4- 

Enfin,  tout  est  symétrique  de  part  et  d’autre  de  MCm,  en 
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sorte  que  pour  deux  arcs  égaux  MA  ci  MA1,  les  inclinaisons 

de  CA,  CA'  sont  égales,  et  ces  arcs  sont  égaux. 

D’après  cela,  il  est  aisé  de  reconnaître  si,  pour  un  triangle 
quelconque  BCA , B' CA , l’arc  CM  perpendiculaire  sur  la 
base  AB,  tombe  au-dedans  ou  au-dehors  de  ce  triangle,  et 
l’on  vérifie  les  corollaires  donnés  n°64i,  relatifs  aux  grandeurs  , 
des  côtés  et  des  angles  des  triangles  rectangles. 

Les  problèmes  qui  ont  des  solutions  doubles , et  qu’on  a 
coutume  d’appeler  cas  douteux,  sont  ceux  où,  parmi  les  don- 
nées , il  y a un  côté  et  l’angle  qui  lui  est  opposé,  ce  qui  arrive 
dans  deux  problèmes  3°  et  4°,  p-  280. 

648. 1“  Cas.  On  donne  deux  côtés  a et  b,  et  l’angle  opposé  B. 
Coupez  l’hémisphère  KM  K'  (fig.  3i)  par  un  plan  AC *,  pas- 
sant par  le  centre  O , et  qui  soit  incliné  de  l’angle  A sur  la 
base  ; puis  prenez  AC— b j G sera  le  sommet  du  triangle , le- 
quel doit  être  fermé  par  un  arc  CB=a,  de  grandeur  connue. 
Analysons  ces  conditions.  . , 

Supposons  d’abord  que  Y angle  A soit  aigu,  CA  — b est  l’uu 
des  côtés  du  triangle  que  ferme  le  côté  a qui  doit  tomber 
dans  la  région  *A'MA,  puisque  si  le  côté  a tombait  comme 
Cf,  C*  . le  triangle  CAf,  CA*  . . , au  lieu  de  l’angle 

aigu  A,  aurait  celui  qui , de  l’autre  côté  du  plan  CA,  en  est  le 
supplément.  Ce  côté  terminal  a,  partant  du  sommet  C,  doit 
donc  se  rendre  en  quelque  point  de  l'arc  AM  A'*.  Les  arcs,  tels 
que  CB,  CB'  sont  deux  à deux  égaux  et  autant  inclinés  aur  la 
base,  lorsqu’ils  vont  en  des  points  B,  B',  à égale  distance 
de  M.  Prenons  MA'  = MA,  MB'  = MB,  les  arcs  seront 
CA'  = CA  = b , CB' = CB— a. 

Or,  si  le  côté  a est  <CP,  a tombe  dans  l’angle  A' CA, comme 
CB,  CB' , et  l’on  a deux  triangles  BCA,  B' CA,  composés 
des  trois  élémens  donnés  A,  b et  a,  c’est-à-dire  deux  solu- 
tions du  problème.  Alors  l’un  des  angles  fi  à la  base  est  obtus, 
l’autre  fi'  est  aigu.  Au  contraire,  si  a'pb,  l’arc  a tombe 
comme  Cf , et  le  triangle  A Cf  est  le  seul  qui  réunisse  les 
trois  élémens  donnés , attendu  que  l’arc  Cf,  symétrique  à Cf, 


1 
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se  trouve  exclus,  comme  étant  situé  au-dessus  du  plan  CA.  Il 
n'y  a donc  qu’une  solution,  et  l’angle  B du  triangle  A Cf  est 
aigu  en  f,  ainsi  que  b.  Enfin , quand  le  côté  a>CW=i8o° — b , 
l’arc  a tombe  comme  CB" , en-dessus  du  plan  A Ce t,  et  il  n’y  a 
aucune  solution  possible. 

Dans  tout  ceci,  l’arc  b < 90%  puisqu’ou  a pris  CA  = b : 
mais  si  l’on  avait  b = Col  > go°,  et  que  le  côté  a tombât 
comme  CB  ou  CB\  on  aurait  encore  deux  solutions  BC*,B'Ca, 
ayant  à la  base,  l’un  l’angle  B aigu,  l’autre  l’angle  B'  obtus: 
tandis  qu’on  n’en  aurait  qu’une  seule  aCf,  si  ce  côté  a tombait 
en  Cf  dans  l’espace  A' Ca,  avec  un  angle yy  obtus  aussi  bien 
que  b ; enfin,  il  n’y  aurait  aucune  solution,  si  ce  côté  a tom- 
bait en  CB"  au-dessus  du  plan  A Cm. 

Ainsi,  quand  l’angle  A est  aigu,  b étant  > ou<^go°,  il  n’y 
a qu’une  solution,  lorsque  le  côté  b tombe  dans  l’espace aCA', 
c’est-à-dire  quand  la  valeur  de  l'arc  a est  entre  b et  180° — b : 
et  alors  l’angle  à la  base  est  aigu  ou  obtus  avec  b : hors  de  ces 
limites,  il  y a deux  solutions,  ou  il  n’v  en  a aucune;  deux,  quand 
a tombe  sur  l’arc  AM  A',  circonstance  où  a go®  ; aucune, 
quand  a tombe  sur  l’arc  um a',  oua> go°. 

Venons-en  maintenant  au  cas  où  l'angle  A est  obtus,  cas  où 
le  côté  a qui  ferme  le  triangle  , en  partant  de  C,  doit  être  au- 
dessus  du  plan  aCA,  tels  que  Cf  CB" . . . Le  même  raisonne- 
ment montre  que  si  a=  Ca  ]>  go°,  et  si  le  côté  terminal  a 
tombe  dansl’espace  aCa,  il  y a deux  solutions,  telles  qu  cctCB", 
aCB",  ayant  à leur  base,  l’une  un  angle  B " aigu,  l’autre  un 
angle  B"  obtus  : qu’i'Z  n’y  en  a qu’une  seule  KC«,  quand  ce 
côté  a tombe,  comme  ci-devant , dans  l’angle  a CA , l’angle  K 
à la  base  étant  aigu  ou  obtus  en  même  temps  que  b ; et  enfin 
qu’il  n’y  enapas  de  possible,  lorsque  a tombe  sur  l’arc  A' MA. 

On  opérera  de  même  pour  le  cas  de  a = CA  < go®. 

Que  l’angle  A soit  aigu  ou  obtus,  on  voit  donc  que  la  solu- 
tion est  unique,  quand  le  côté  terminal  a , opposé  à l'angle 
donné  A , a sa  valeur  entre  b et  i8o° — b : hors  de  ces  limites, 
la  question  admet  deux  solutions  ou  aucune  ; deux , quand  A 
et  a sont  de  même  espèce  (ensemble  ou  < 90°),  et  aucune, 


288  ANALYSE  DES  TROIS  DIMENSIONS, 

lorsque  ces  arcs  sont  d’espèces  differentes.  Et  s’il  u’y  a qu’une 
solution , B et  b sont  de  même  espèce.  Or,  on  sait  (n°  644)  (lue 
la  pevpend.  abaisse'e  du  sommet  C sur  la  base  c,  tombe  au-  < 
dedans  ou  au  dehors  du  triangle  (ce  que  d’ailleurs  on  recon- 
naît bien  sur  la  fig.  3i),  selon  que  les  angles  A et  B à la  base, 
sont  d’espèces  semblables  ou  differentes  ; donc  dans  les  c'qu. 
c=z<p±i<p',  C=e  ± (f,  on  prendra  le  signe  -f  quand  les  arcs  A 
et  b seront  de  même  espèce , et  — dans  le  cas  contraire , condi- 
tion qui  détermine  la  solution.  L’analyse  du  troisième  cas 
du  n°645  est  ainsi  complétée,  puisqu’on  sait  quelle  est  celle  des 
deux  solutions  qu'on  doit  admettre. 

Donc  lorsqu’on  aura  un  triangle  à résoudre , connaissant 
deux  côtés  a,  b et  un  angle  opposé  B,  on  comparera  a à b et 
à t8o° — b;  si  a est  l’une  de  ces  limites,  ou  compris  entre  elles, 
il  n’y  a qu’une  seule  solution  ; B et  b sont  de  meme  espèce  / C 
et  c seront  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  segmens,  selon 
que  les  arcs  A et  b seront  d’espèces  semblables  ou  diffé- 
rentes. Hors  de  ces  limites , on  a deux  solutions,  quand  A.  et  a 
sont  de  même  espèce,  et  aucun  triangle  n’est  possible  dans  le 
cas  contraire. 

Observez  que  la  moindre  et  la  plus  grande  valeurs  que  le 
côté  terminal  a puisse  recevoir  sont  CM  et  Cm,  l’une -4,  l’au- 
tre i8o°  — 4 ; si  a n’était  pas  compris  entre  ces  limites , c’est- 
à-dire  entre  les  deux  valeurs  supplémentaires  de  4 que  donne 
l’équ.  (i6),  p.  285,  le  problème  proposé  serait  absurde,  parce 
qu’on  ne  pourrait  former  aucun  triangle  avec  les  trois  élémens 
donnés^,  b et  a.  Au  reste , ce  cas  n'exige  pas  de  calcul  spécial 
pour  être  reconnu,  attendu  qu’il  se  manifeste  de  lui-même 
par  une  opération  impraticable. 

649.  ae  Cas.  On  donne  deux  angles  A et  B,  avec  un  côté  op- 
posé b.  . 

Eu  raisonnant  comme  ci-dessus,  ou  arriverait  à une  con- 
séquence qu'on  obtient  plus  facilement  par  la  considération  du 
triangle  supplémentaire  A'B'C  (fig.  26,  n°  63g).  O11  y connaît 
les  côtés  a'=  180° — A,  b’s=  180° — B,  et  l’angle  Z?'=î8o° — b; 
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et  il  suit  de  ce  qu’on  vient  de  dire  que  ces  élémens  appartien- 
nent à deux  triangles  dont  un  seul  convient  à la  question  , 
quand  V,  côté  oppose'  à l’angle  B',  est  compris  entre  a' et  i8o°-a'; 
ou,  ce  qui  équivaut,  quand  B est  entre  A et  180“ — A (en  re- 
tranchant chaque  arc  de  t8o°).  Alors  A et  a doivent  être  de 
même  espèce  ; Cet  c seront  la  somme  ou  la  différence  de  leurs 
segmens , selon  que  les  arcs  A et  b seront  d’espèces  semblables 
ou  différentes. 

Ainsi  lorsqu’on  voudra  résoudre  un  triangle  où  A , B et  b se- 
ront donnés , on  comparera  B à A.  et  à 180° — A;  si  B est  l’un  de 
ces  arcs , ou  intermédiaire  entre  eux , il  n’y  aura  qu’une  seule 
solution  ;k  et  a seront  de  meme  espèce;  dans  les  équations 
C=ô:±:  6’,  c—<pz*z<p't  on  prendra  le  signe  + quand  les  arcs  A. 
et  b seront  de  même  espèce , et  — dans  l’autre  cas , ce  qui  ap- 
prendra quelle  est  celle  qu’on  doit  adopter  ou  rejeter  des  deux 
solutions  que  donne  le  calcul  n°645,  l\°.  Hors  de  ces  limites,  il  y 
a deux  solutions,  quand  B et  b sont  de  meme  espèce,  et  aucune 
lorsque  ces  arcs  sont  d’espèce  différente. 

En  outre,  l’angle  if  doit  être  compris  entre  les  deux  valeurs 
supplémentaires  de  ^ données  par  l’équ.  (16);  car  sans  cela, 
on  ne  pourrait  former  aucun  triangle  avec  les  données,  et  le 
problème  serait  absurde. 

65o.  Quand  le  triangle  est  rectangle,  CM  ou  Cm  (fig.  3i)  est 
l’un  des  côtés,  et  si  l’on  donne  un  angle  et  un  côté  opposé,  il  y 
a deux  solutions  qui  se  réduisent  à une  seule  dans  certains  cas. 

i°.  Étant  donnés  l’hypoténuse  a et  un  côté  b,  trouver  l’an- 
gle opposé  B?  L’équ.  (n),  p.  272,  fait  connaître  B par  un 
sinus,  qui  répond  à deux  arcs  supplémentaires.  De  même, 
étant  donnés  l’hypoténuse  a et  l’angle  B,  trouver  le  côté  op- 
posé bl  La  même  équ.  donne  deux  arcs  supplémentaires 
pour  le  côté  opposé  b.  Mais  dans  ces  deux  cas,  on  n’admet 
qu’une  seule  solution , parce  que  les  deux  arcs  CA  ou  CA'  qui 
ferment  le  triangle  CM  A,  CM  A' , sont  symétriques  : ainsi  B 
et  6 sont  de  même  espèce  et  il  n’y  a plus  d’indécision. 

20.  Étant  donnés  un  côté  b de  l’angle  droit  et  l’angle  ôp- 
posé  B , la  troisième  partie  cherchée  admet  deux  valeurs  : car 
T.  II.  .9  * 


t 
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si  l’on  demande  l’hypoténuse  a , l’équ.  ( n ) donne  sin  a ; si  l’on 
cherche  le  troisième  côté  e,  l’équ.  (r)  donne  sin  c;  enfin, 
pour  trouver  l’angle  C adjacent  au  côté  connu  b , l’équ  w 
donne  sin  C.  Ainsi  l’inconnue  reçoit  deux  valeurs  supplé- 
mentaires pour  l'arc  correspondant  à chacun  de  ces  sinus. 

65i.  Voici  quelques  applications  numériques. 

I.  Soient  a = 133°  19’,  b=  5^^' , A — . Le  triangle 

est  impossible,  parce  que  a n’est  pas  entre  5y°28'  et  son  sup- 
plément 122*32',  et  qu’en  outre  A et  a ne  sont  pas  de  même 
espèce. 

II.  Il  en  faut  dire  autant  si  l’on  a A — 120’,  B — 5i°, 
b = ior°;  car  on  trouve  que  B n’est  pas  entre  120°  et  6o°,  et 
que  B et  b ne  sont  pas  de  même  espèce. 

III.  Soient  b — 4°°  o'  10",  a=5o°  10'  3o",  A=^i°i5'i^“ \ 
il  n’y  a qu’une  solution,  attendu  que  a est  entre  b et  180° — b; 
B est  < 90°,  et  l’arc  perpend.  abaissé  du  sommet  tombant 
dans  le  triangle,  <p  et  <p'  sont  positifs  ; c est  la  somme  de  ces  arcs. 
Le  calcul  des  équ.  (1 , 5 et  3),  page  280,  donne 


taqg  b . . 

. .t. 9^38563 

cos  a. . . . 

T. 8064817 

9 = 3i05o'4f>" 

cos  A. . 

. .t. 8693330 

cos  p . . . . 

t-9»9'47' 

e'  = 44.44.50 

lang 

. .T. 7931893 

cos  b.. — 

t. 884s363 

c = 76.35.36 

cos  9 . . . 

T.85i3g25 

Pour  trouver  l’angle  C du  sommet , les  équ.  (2,  8 et  4)  donnent 


cos  b... 

. • . 884î363  taug. . . 

...t.9238563  6 = 55° 9’ 5g' 

tang  A. . 

.T,g583o58  cota.. 

...T.9211182  8'  = 66.26.21 

eot  8 . . 

..T. 8425421  COS  8... 

..T. 7567851  C=  121.36.20 

cos  8" . . . 

, ..T. 8017696 

¥ 

Enfin , la  règle  des  quatre  sinus  ( p.  271  ) donne  B = 34°i5'3'1. 

IV.  Pour  ZJ  = 42°  *5’  4",  A=  1 2 1 0 36'  20",  ô = 5o°  1 o'  3o", , 
on  a deux  solutions , parce  que  B n’est  pas  compris  entre  A et 
son  supplément,  et  que  B et  b sont  de  même  espèce.  Les  équ. 
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(3,  6 et  9)  conduisent  aux  calculs  suivais. 

cos  l...  .1.8064817  cos  B...  T.869Î340  sin  b. . . .T. 8853636 
tang A.  ..0.2108864—  sin  8...  T. 8406262—  sfn  A. . . .7.9302745 

cot  8. . ..0.0173681 — cos  A... — T. 7193880 — sinfi.—  T. 8276379 

8 =—  43°5i'i6*  sin  6'....  T. 9905712+  sin  a...  T. 9880002 
8'=  78.  6.19  ou joi"53'4i"  4»=  76035,36* 

C=  34.i5.  3'  ou  C = 58.2.25  ou  = 103.24.24 

'tang  b 0.0788818  cot  B. . .0.0416956 

cos  A T. 7193874  — tangA. .0.2108873  — 

tang  <|> 7.7982692 — sin  <?..  .7. 7259906  — 

<p  = — 32°8,5o"  sin<p'..  .7.9785734  + 


4>'=  72,9.  o ou  io7°5i'o" 

c=  40.0.10  ou  ....  c — 75.42-'o 


' L’une  de  ces  deux  solutions  reproduit  le  triangle  précédent;  elle  esifLA' 
(fig.  3i  ) ; l’autre  est f'CA!. 

V.  Connaissant  les  trois  côtés,  trouver  un  angle  ? 


a = 76°35'36"  sin....  T. 9880008 
b = 5o.io.3o  sin....  7.8853616 
c = 4°.  o.  10 

2 p •=  l66.46.l6  7.8733644 

P = 83.23.  8 

p— a = 6.47.32  sin...  7.0728716 
P — b = 33.i2.38  sin...  7-7385565 

sin1..  2,9380637 
- C = 17.  7.31,4*1“-..  T.46go3i8 
C=  34-15.2,8. 


les  autres  élémens  du 
triangle  sont  : 

A = i2i°36'  i9''8 
B = 4*-,5-t3,7 
C = 34.  iS.  a,8 
4,  = 4«.5i.  3,o 

<p,  5' sont  donnés 

. ci-dessus , le  triangle 
étant  ici  le  même. 


Nous  terminerons  la  trigonométrie  sphérique , en  donnant 
tous  les  élémens  d’un  triangle  sphérique,  comme  exercice  de 
calcul;  car  connaissant  tous  les  élémens  du  triangle ? on  y 
prendra  à volonté  trois  de  ces  élémens  pour  données,  et  le 
calcul  devra  reproduire  les  trois  autres. 


19.. 


1 


1 

; 


1 


Digitized  by  Google 


ANALYSE  A TROIS  DIMENSIONS. 


292 


Arcs. 

Log.  sin. 

Log.  cos. 

Log.  tang. 

A = iai°36'  i9"8i 
B = 42.i5.i3,66 
C — 34.i5.  2,76 
a = 76.35.36,0 
b = 5o.io.3o,o 
c = 4°.  0.10,0 
q>  = — 3a.  8.5o,o 
*'=  72.  9.  0,0 
S =—43  5i.i6,2 
O'  = 78.  6.19,0 

7.9302747 

T .8276379 

7.75o3664 
T.  9880008 
7.8853636 
7.8080926 
7.7289905  — 
7.9785741 
7.8406263  — 

T. 9905733 

7. 7193874  — 

7.86g3336 

T.9172860 

7.3652279 

7.8064817 

7.884a363 

7.9277212 

7.4864674 

7.8579964 

7.314*076 

0.2108873  — 

7.g583o43 

7.833o8o4 

0.6227729 

0.0788819 

7-9238563 

7.7982693  — 

0.4921067 

7.9826249  — 

0.6764667 

On  a pour  Parc  perpendiculaire 
4 = 4o.5i.  3,o  j t.8i56388 

T. 8787602 

7 . 9368787 

II.  SURFACES  ET  COURTES  A DOUBLE  COURBURE. 


Principes  généraux. 

652.  Pour  fixer  ( fig.  32)  la  position  d’un  point  M dans  l’es- 
pace, on  conçoit  trois  axes  Ax,  Ay,  Az,  que  nous  supposerons 
rectangulaires  pour  plus  de  facilité,  et  les  plans  zAx,zAy,xAy, 
qui  passent  par  ces  lignes;  puis  on  donne  la  distance  PM,  ou 
z = c,  de  ce  point  à sa  projection  P sur  l’un  de  ces  plans, 
ainsi  que  cette  projection,  et  par  conséquent  les  coordonnées 
AN , AS  du  point  P,  ou  x — a,y  — b : les  données  a,  b et  c 
ne  sont  autre  chose  que  les  distances  M Q , MR,  MP  à ces 
trois  plans  ; ces  droites  achèvent  le  parallélépipède  QN. 

En  considérant  qu’outre  l’angle  trièdre  zAxy , les  trois  plans 
coordonnés  forment  sept  autres  trièdres , on  verra  bientôt  que 
la  position  absolue  du  point  M dans  l’espace  n’est  fixée  par  les 
longueurs  de  a,  b,  c,  qu’autant  qu’on  introduira  les  notions 
sur  les  signes  ( n°  34o).  Ainsi , au-dessous  du  plan  xAy,  conçu 
dans  son  étendue  indéfinie,  les  z sont  négatifs;  si  le  point  est 
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à gauche  du  plan  zAy,  vers  x\  x est  négatif  -,  y l'est  en  arrière 
du  plan  zax. 

653 . Imaginons  une  équ.  entre  les  trois  coordonnées  x,y,z, 
telle  que f[x,y,z)-=. o ; elle  sera  ihdéterininée.  Prenons,  pour 
deux  de  ces  variables , des  valpués  quelconques  x = a = AN , 
yz=zb=PN  ( fig.  3a);  notre  ^qu/donnera,  pour  z,  au  moins 
une  racine  z=c.  Si  c est  réel,  on  élèvera  en  P la  perpend* 
PM—c  au  plan^rfx,  et  le  pointé/  de  l’espace  sera  ainsi  dé- 
terminé. Changeant  de  valeurs  poüt  les  arbitraires  x et^c.-à-d. 
prenant  à volonté  des  points  P • sbr  le  plan  xAy,  on  tirera  de 
l’équ.  autant  de  valeurs  dez;  tous  les  points  M,  ainsi  obtenus, 
seront  sur  une  surface , qu’on  forme  en  les  unissant  par  la  pen- 
sée, et  établissant  entre  eux  la  continuité  : cette  surface  sera , 
par  ex. , un  cône,  un  cylindre,  uqe  sphère  -,f(x^y,  z)s=o  sera 
l’équation  de  la  surface  , parce  qu’elle  eri  distingue  les  divers 
points  de  tous  ceux  de  l’espace.  Si  z a plq£ieur^  racines  réelles, 
la  surface  aura  plusieurs  nappes  ; et  si  z est  imaigijraire , la  per- 
pend.  indéfinie  élevée  en  P au  plan  xy  ne  Ja  Teijcontrera  pas. 

Si,  aprèsavoir  pris  une  valeur  fixe  deçy,  \j\\cç{xxej'=b=zAS, 
on  fait  varier  x,  l’ordonnée  PM=.z  se  mouvra  suivant  SP 
parallèle  âu  plan  xz,  et  les  variations  correspondantes  qu’elle 
éprouvera  seront  déterminées  par  f(x,  ô,'  z)  = o',  qui  est  par 
conséquent  l’équ.  de  l’intersection  de  la  surface  parle  plan  SM, 
entre  les  deux  coordonnées  x et  z;  comptées  '^anst^  plan  QMPS • 
De  même,  en  faisant  x~a,  ou  z = c,  oft,a  lés  intersections 
de  la  surface  par  des  plans  MNJ  ou  QR , parallèles  aux  yz  ou 
aux  xy.  r. 

zrxoest  visiblement  l’équ.  du’plan  xy,zx=c  éelled’un  plan 
qui  lui  est  parallèle,  et  en  est  distant  de  lél  quantité  c;  x=o 
est  l’équ.  du  planez,  x = a est  «elle  du  plan  qm  lui  est  paral- 
lèle, mené  à la  distance  a.  » 

654.  Le  triangle  rectangle  A MP  donne  z*  -f-  APy  = AM1  ; 
et  comme  on  tire  de  APN,  AP*  — x2  -{-y2,  on  a 

x'+y*-p'j=:R‘, 

en  faisan t A M — R.  Donc,  i°.  la  distance  d’un  pointa  l’origine 
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efft  la  racine  des  carrés  des  trois  coordonnées  de  ce  point.  20.  Si 
x,yet  z sont  variables,  cette  équ.  caractérisera  tous  les  points 
de  l'espace  dont  la  distance  à l’origine  est  la  même  et=/i: 
c’est  donc  réquation  de  la  sphère  qui  a R pour  rayon  et  le 
centre  à l’origine. 

Soient  deux  points,  l’un  N {x , y,  z),  l’autre  M(x',y,  z") 
(6g.  33),  n et  m leurs  projections  sur  le  plan  xy,  mn  est  celle 
de  la  ligne  MNxxt  R.  Or  (n°  3^3),  on  a 

TTirt'  =(x — x'y  + {y  —yy. 

Déplus,  MP,  parallèle  à mit,  forme  le  triangle  MNP  rec- 
tangle en  P)  d’où  MN‘~MP‘-\-PN2^=mn'-\-PN‘ ; et  comme 
PN—Nn  — Mm  — z — z',  on  a 

(*  _ x')* + (y -y  y + (z  - z'y  = R»  s 

R est  la  distance  entré  les  points  (x, y,  z),  (x',  y , x)  (*)  ; et  si 
l’on  regarde  x,y,  z comme  des  variables , celle  équation  est 
celle  (f  une  sphère  de  rayon  R,  et  dont  le  centre  est  situé  au 
point  M(x',  y,  z '). 

655.  Concevons  une  surface  cylindrique  droite  à base  quel- 
conque (n°  287)  ; cette  base  est  une  courbe  donnée  sur  le  plan 
xy  par  son  équ. y (x,  y)  sa  o.  En  attribuant  à r et  / des  va- 
leurs qui  satisfassent  à cette  équ.,  le  point  du  plan  xy  que  ces 
coordonnées  déterminent,  est  un  de  ceux  de  la  courbe  qui 
sert  de  base  au  cylindre  ; la  perpend.  z indéfinie,  élevée  en  ce 
point  au  plan  xy, 'est  une  génératrice  de  ce  corps  ; ainsi , quel- 
que valeur  qu’on  attribue  à z,  l’extrémité  de  cette  perpend. 


(*)  Comme  ni  fl,  nC(flg.  33)  parallèles  îi  Ay,  donnent  BC=x — x — la 
projection  do  MN  qur  Ijijxedes  x,  on  voit  que  la  longueur  d’une  ligne  dans 
l'espace,  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  les 
trait  axes. 

On  a aussi  MP  = MN.  cos  NMP  ; donc  la  projection  mn  est  le  produit  de 
la  longueur  projetée  par  le  cos.  de  l’inclinaison;  et  réciproquement  une 
ligne  dans  l’espace  est  le  quotient  de  sa  projection  sur  un  plan  divisé  par  le 
cosinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  ce  plan.  Ces  théorèmes  s’étendent  aussi 
aux  aires  planes  situées  dans  l’espace.  ( Voyez  n*  793.  ) 
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sera  sur  la  surface  du  cylindre , en  quelque  point  qu’on  la  ter- 
mine. Donc  V équation  de  la  surface  d' un  cylindre  droit  est  celle 
de  sa  base  , ou  f(x,  y)  art  o. 

Si  la  génératrice  du  cylindre  droit  est  perpend.  au  plan  des 
x z,  l’équ.  de  cette  surface  est  celle  de  la  base  tracée  sur  ce 
plan,  etc. 

Le  même  raisonnement  prouve  que  l’équ.  d’un  plan  perpend. 
à l’un  des  plans  coordonnés  est  celle  de  sa  Trace  sur  celui-ci , 
c.-à-d.  de  la  ligne  d’intersection  de  ces  deux  plans.  Soit  donc 
ABz=u(Rg.  33  bis),  a = tang  CBI,  x=az+  a,  qui  est  l’équ.  de 
la  ligne  BC  sur  le  plan  zAx,  est  aussi  celle  du  plan  FEBC, 
perpend.  à zAx , et  menée  suivant  BC. 

656.  Soient  M=o,  N=z o,  leséqu.  de  deux  surfaces  quel- 
conques ; chacune  de  ces  équ.  distingue  en  particulier  ceux  des 
points  de  l’espace  qui  appartienent  à la  ligne  suivant  laquelle 
ces  surfaces  se  coupent.  Donc,  un  point  est  déterminé  par  trois 
équations  entre  x,  y,  z,  qui  sont  les  coordonnées  de  ce  point  ; 
une  surface  par  une  seule  équation  ; une  courbe  en  a deux,  qui 
sont  celles  des  surfaces  qui,  par  leur  intersection , déterminent 
cette  ligne.  Comme  il  y a une  infinité  de  surfaces  qui  passent 
par  une  ligne  donnée  , on  sent  qu’une  même  courbe  dans  l’es- 
pace aune  infinité  d’équations. 

Si  l’on  élimine  s entre  M—  o , N ~ o , on  trouvera  une  équ. 
P=o  en  x et  y ; ce  sera  celle  d’un  cylindre  droit,  qui  coupe 
nos  deux  surfaces  suivant  la  courbe  dont  il  s’agit,  et  aussi  l’équ. 
de  la  projection  (n°  292)  de  cette  courbe  sur  le  plan  xy.  De 
même,  en  éliminant^,  on  aura  l’équ.  Q = ode  la  projection 
sur  le  plan  xz , ou  du  cylindre  projetant;  P=o,  Q=  o,  sont 
les  équ.  de  nos  deux  cylindres,  qu’on  peut  substituer  aux  sur- 
faces données;  ce  sont  les  équ.  des  projections  de  notre  courbe, 
et  celles  de  la  courbe  même  : donc,  on  peut  prendre  pour  équ. 
d’une  courbe  les  équ.  de  ses  projections  sur  deux  des  plans 
coordonnés.  * 

65^.  Appliquons  ces  principes  à la  ligne  droite.  Nous  pren- 
drons pour  ces  équ.  celles  de  deux  plans  quelconques  qui  la 
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contiennent;  mais  il  sera  convenable  de  pre'fe'rer  ceux  qui  four- 
nissent des  résultats  plus  simples.  L’axe  des  z a pour  équations 
x=o,  y=o,  qui  sont  celles  des  plans  yz  et  x z.  De  même 
x~a,  y =i 3,  sont  les  équ.  d’une  droite  PM  (fig.  3?.)  paral- 
lèle aux  z , et  dont  le  pied  P,  sur  le  plan  xy,  a pour  coordon- 
nées x — *,  y=.  fi.  On  raisonnera  de  même  pour  les  autres 
axes  ; x = o,  z = o sont  les  équ.  de  celui  des  y,  etc. . . . 

Soit  une  droite  quelconque  EF,  dans  l’espace  (fig.  33  bù)  ; 
conduisons  un  plan  FEDC  perpendiculaire  au  plan  x z;  BC  en 
sera  la  projection  sur  ce  plan  (n°  272).  De  même  on  projettera 
EF  en  HG  sur  le  planez  ; les  équ.  de  ces  projections,  ou  des 
plans  projetans , sont  celles  de  la  droite  EF,  ou 

x — ezz  -f-  a , 
j—bz+e,.  ' 

Il  sera  aisé  de  voir  que  eteip  sont  les  coordonnées  AB,  AG,  du 
point  E où  la  droite  EF  rencontre  le  plan  xy,  et  que  a et  b 
sont  les  tangentes  des  angles  que  ses  projections  BC,  HG  font 
avec  l’axe  Az.  En  éliminant  z,  on  obtient  l’équ.  de  la  projec- 
tion sur  le  plan  xy, 

ay=zbx-\-a& — bit. 

658.  Si  la  droite  EF  (fig.  33  bis)  passe  par  un  point  donné 
F(x',  y',  z') , les  projections  Cet  LT  de  ce  point  sont  situées  sur 
celles  de  la  droite  ; donc  les  équ.  sont  (n°  369)  : 

x — x'—a{z  — z), 

J — y~b(z  — z'). 

On  trouvera  aisément  les  valeurs  de  a et  b lorsque  la  droite  ■ \ 

doit  passer  par  un  second  point  (x",yn,  z"). 

Quand  la  droite  passe  par  l’origine  A , ses  équations  sont 

x — az,  y=zbz. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  projections  de  deux  droites  paral- 
lèles sur  le  même  plan , sont  parallèles  (n°  268)  ; doue  les  équ. 
de  ces  lignes  doivent  avoir  pour  s les  mêmes  coefficiens  a et  b , 
et  différer  seulement  par  les  valeurs  des  constantes  « et  /3. 


» 
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Équations  du  Plan , du  Cylindre , du  Cône , etc. 

65g.  Quelles  que  soient  les  conditions  qui  déterminent  la 
nature  d’une  surface , elles  se  re'duisent  toujours,  en  dernière 
analyse, à donner  la  loi  de  sa  génération,  qui  consiste  en  ce 
qu’une  courbe  Génératrice , variable  ou  constante  de  forme, 
glisse  le  long  d’uue  ou  plusieurs  lignes  données,  qu’on  nomme 
Directrices.  L’équ.  de  la  surface  engendrée  s’obtient  en  raison- 
nant ici  comme  au  n“  462  ; nous  allons  eu  donner  divers  exem- 
ples , en  commençant  par  le  plan. 

Un  plan  DC  (fig.  34)  est  engendré  par  une  droite  EF,  qui 
glisse  sur  deux  autres  qui  se  croisent  : les  traces  BC,  BD  de  ce 
plan  sur  ceux  de  xz , yz,  se  rencontrent  en  B sur  l'axe  des  z, 
et  ont  pour  équations , savoir , 

i •• 

BC...y=.  o,  zx=Ax^-C, 

, BD. . . xz=o,  z=By-\-C...  (1), 

en  faisant  AB  — C.  La  trace  BC,  glissant  parallèlement  le 
long  de  BD,  engendre  ce  plan  BDC;  c’est  ce  qu’il  s’agit  d’ex-« 
primer  par  l’analyse. 

Soit  EF  une  parallèle  quelconque  à BC,  dans  l’espace;  le 
plan  projetant  EH  IF  sera  parallèle  à zx,  HI  le  sera  à Ax.  La 
projection  de  EF  sur  le  plan  zx  le  sera  à BC;  en  sorte  que  les 
équations  de  EF  seront 

y— <*,  z = Ax-\-fi. . . (2). 

Pour  avoir  le  lieu  E de  l’intersection  de  EF  avec  la  directrice 
BD,  éliminons  x,  y et  z entre  les  quatre  équations  (1)  et  (2), 
il  viendra  l’équation  de  condition 

£ — B*  + C...  (3),  . 

qui  exprime  que  les  lignes  BD  et  EF  se  coupent.  Si  donc  on 
donne  à * et  fi  des  valeurs  qui  y satisfassent , on  sera  sûr  que 
les  équ.  (2)  seront  celles  de  la  génératrice  dans  une  de  ses  po- 
sitions. Concevons  donc  qu’on  mette  dans  (2)  pour  fi  sa  valeur 
B*-{~  C , ces  équ.  seront  celles  d’une  génératrice  quelconque, 
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dont  la  position  dépendra  de  la  valeur  qu’on  attribuera  à l’ar- 
bitraire à.  On  en  conclut  que,  si  l’on  élimine  a.  entre  elles, 
c.-à-d.  ce  et  /S  entre  les  trois  équ.  (2)  et  (3) , l’équ.  résultante 

z = Ax  + By-l-C, 

est  celle  du  plan,  puisque  x,  y et  z représentent  les  coordon- 
nées des  divers  points  d’une  génératrice  quelconque. 

Cest  le 2 à l’origine,  ou  AB-,  A et  B sont  les  tangentes  des 
angles  que  font  avec  les  axes  des  x et  des  y les  traces  BC,  BP 
du  plan  , sur  ceux  des  xz  et  des^s. 

Si  l’on  fait  varier  C seul,  le  plan  se  meut  parallèlement,  parce 
que  ses  traces  demeurent  parallèles  (n°268).  Donc 

i°;  Toute  équation  du  1"  degré  est  celle  d’un  plan  ; 

20.  Deux  équations  quelconques  du  i'r  degré  sont  celles 
d’une  ligne  droite  ; 

3°.  Lorsque  l’équ.  d’un  plan  est  donnée,  on  obtient  les  équ. 
des  traces  sur  les  plans  des  xz,  yz  et  xy,  en  faisant  successive- 
ment y = o,  x=o,  2=  o ; ce  sont  les  équ.  de  ces  plans.  Ainsi, 
Ax  + By+-C=o  est  l’équ.  de  la  trace  du  plan  sur  celui 
des  xj'. 

On  aurait  pu  prendre  une  droite  quelconque  dans  l’espace 
pour  génératrice , et  la  faire  glisser  sur  les  traces  ; ce  calcul 
plus  compliqué , auquel  on  pourra  s’exercer , aurait  conduit 
au  même  résultat. 

660.  Le  même  raisonnement  sert  à trouver  l’équation  du 
Cylindre. S oient  d/=  o,  2V  = o,  les  équ.  d’une  courbe  quel- 
conque donnée  dans  l’espace , sur  laquelle  doit  glisser  la  droite 
génératrice,  en  restant  parallèle  à elle-même  (n°  287).  Dési- 
gnons par 

x — az-\-&,  y=  624-/3. . . (1), 

les  équ.  d’une  parallèle  à la  génératrice,  a et  b étant  donnés, 
« et  (S  dépendant  de  la  position  de  cette  droite.  Or,  pour  qu’elle 
coupe  la  directrice , il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent  co- 
exister; c.-à-d.  que  , si  l’on  élimine  x,  y et  z entre  elles , * et 
(8  doivent  être  tels , que  l’équ.  finale  ;8  = /î’et  soi t satisfaite.  Si 
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l'on  met  dans  (1)  Fa  pour  0,  ces  deux  équ.  seront  donc  celles 
d’une  génératrice  quelconque,  dont  la  position  dépendra 
de  la  valeur  de  *;  et  si  l’on  élimine  enauite  a entre  elles,  on 
aura  une  relation  entre  x,  y et  z,  qui  aura  lieu  pour  une  gé- 
nératrice quelconque;  ce  sera  par  conséquent  l’équ.  cherchée. 

Concluons  de  là  que  pour  trouver  l’équ.  d’une  surface  cylin- 
drique, il  faut  éliminer  x,  y etz  entre  les  équ.  (1)  et  celles 
M—  o,  N=  o,  de  la  courbe  directrice;  puis  , dans  l’équ.  de 
condition  0=Fa,  qui  en  résulte,  mettre  x — az  pour  «,  et 
y — bz  pour  Ç,  ; l’équation  du  cylindre  est  donc  de  la  forme 
y — bz  = F{x  — dz) , la  forme  (*)  de  la  fonction  F dépendant 
de  la  nature  de  la  directrice.  {Foy.  n°*  y 45  et  919) 

Si,  par  ex.,  la  base  est  un  cercle  de  rayon  r,  tracé  dans  le 
plan  xy,  et  placé  comme  l’est  celui  AE  de  la  fig.  36,  le  diamètre 
AE  sur  l’axe  des  x,  et  l’origine  en  A,  les  équ.  delà  directrice 
sont  j'*  -f-  x*=a rx,  z=o  ; éliminant  x,y  et  z par  les  équ.  (1), 
vient  /3a  -f-  »a=3  2r«,  pour  l’équ.  de  condition  (**).  Ainsi 

(y — bz)‘‘  -f-  (x  — az)4=  zr(x — az) 

est  l’équ.  du  cylindre  oblique  à base  circulaire  ; la  direction  de 
l’axe  donne  les  valeurs  de  a et  b.  Si  cet  axe  est  dans  le  plan  xz, 
on  a b—o, 

$ 

y*  + (x  — azy~o.r{x  — az). 


(*)  Les  signes  Fx,  /x,  qx, . . serrent  à désigner  des  fonctions  différentes 
de  x;  ils  indiquent  des  formules  dans  lesquelles  la  même  quantité  x entre , 
mais  combinée  dedirerses  manières  avec  les  données.  Au  contraire  ,fx,fz 
sont  la  même  fonction  de  deux  quantités  différentes  x et  t : en  sorte  que  si 
l’on  changeait  s en  x dans  celle-ci,  on  reproduirait  identiquement  l’autre  , 

f[  - — f ) désignent  que  si  l’on  faisait  v'*  -f-  “ = x,  et 

\o  log  z/ 

a . 

b -f-log  - ~ X'  C6S  ^onct‘ons  deviendraient  identiques,  et  =/x. 

f**)  Cela  est  visible  de  soi-mème,  puisque  «et  /3  sont  les  coordonhées  du 
pied  de  la  génératrice.  Même  remarque  pour  le  cène. 

On  pourrait  trouver  l’équ.  du  plan , en  le  considérant  comme  un  cylindre 
dont  la  base  est  une  ligne  droite. 
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3qo  analyse  a trois  dimensions. 

Enfin , si  le  centre  du  cercle  est  situe'  à l’origine , il  suffit  de 
remplacer  le  second  membre  par  r“. 

66 1.  Soient  Mé=o,  Ar=o (i), 

les  équatiohs  de  la  directrice  quelconque  d’une  surface  conique 
(n°  289).  Les  coordonnées  du  sommet  étant  a,  5, c,  toute  droite 
qui  passe  par  ce  point  a pour  équ.  (n°  658), 

x — a=*(z  — c),  y — b=fi(z  — c)...  (2). 

Si  cette  droite  rencontre  la  courbe , elle  sera  une  ge'nératrice  : 
éliminons  donc  x,  y et  z entre  ces  quatre  équ.,  et  à l’aide  des 
équ.  (2),  éliminons  a.  et  p de  l’équ.  finale  p a=  F*,  nous  aurons 
pour  le  cône  une  équation  telle  que 


La  forme  de  la  fonction  F,  dépendant  de  la  courbe  directrice, 
est  donnée  par  le  calcul  même  que  nous  venons  d’exposer. 
(Voj.  n°*  745  et  919.) 

Par  ex.,  si  la  base  est  le  cercle  AE  (fig.  36),  ces  équ.  sont  ’ 
z = o ; jr*  -J- x*  = 2 rx  ; l’origine  est  à l’extrémité  A du  dia- 
mètre , lequel  est  couché  sur  l’axe  des  x ; l’équ.  de  condition 
0 = F»  est  ici  . - , • 

(a — «c)a-f-(ô  — j3c)a  — arfa  — etc)  ; 
d’où  ( ai  — ex)* -\-  (bz — c_y)J  = 2r(z — c).  (ai  — ex). 

Telle  est  Y équ.  du  cône  oblique  à base  circulaire , le  som- 
met 5 étant  au  point  ( a,b,c ).  Si  nous  voulons  que  l’axe  SC 
soit  dans  le  plan  xz , comme  on  le  voit  (fig.  36),  on  fera  ô=o, 
et  il  viendra 

c,(x1  -f-  jr*)  4-  2c(r  — a)xz  -{-  a(a  — 2/-)zs  -f-  2 acrz  — 2c*rr  = o. 

Enfin , quand  le  cône  est  droit  a ~r.  Il  est  alors  plus  commode 
de  prendre  l’axe  des  z pour  celui  du  cône,  et  l’on  trouve , pour 
l’équ.  de  cette  surface  ainsi  disposée, 

cs(.ra  -J-  y")  = r’(z — c)’,  ou  x1  -f-  y*  = m\z — 0)“, 
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en  nommant  m la  tangente  de  l’angle  formé  par  l’axe  et  la  g 
uératrice,  ou  posant  mc  = r. 

Si  le  cercle  de  la  base  n’était  pas  tracé  dans  le  plan  xy, 
mais  dans  un  plan  incliné  sur  les  xy,  et  perpend.  aux  xz,  A 
étant  la  tang.  de  l’angle  que  cette  base  fait  avec  le  plan  xy,  il 
faudrait  remplacer  les  équ.  (i)  pa.r  z = Ax  et  x’-f-  y1-\-z'‘~r7. 

66a.  On  peut  concevoir  toute  surface  de  révolution  comme 
engendrée  (n®  286)  parle  mouvement  d’un  cercle  BDC(  fig.  3^), 
dont  le  plan  est  perpend.  à un  axe  Az,  le  centre  / étant  sur  cet 
axe,  et  le  rayon  IC  tel,  que  ce  cercle  coupe  toujours  une 
courbe  quelconque  donnée  CAB.  Nous  ne  traiterons  d’abord 
que  le  cas  où  l’axe  est  pris  pour  celui  des  z.  Tout  cercle  BDC 
dont  le  plan  est  parallèle  aux  xy,  a pour  équ.  celles  de  son 
plan  et  de  son  cylindre  projetant,  ou 

' «=£,  et  X1  . . (1); 

^ / 

en  faisant  AI=@,  et  le  rayon  IC  — a. 


Les  équ.  de  la  directrice  donnée  CAB  étant 

M—o,  N=  o. . . (2) , 

» * 

pour  que  ces  courbes  se  rencontrent,  il  faut  qu’en  éliminant 
x,  y et  z entre  ces  quatre  équ.,  la  relation  fi  — F»,  à laquelle 
on  parviendra , soit  satisfaite.  Si  l’on  met  Fa  pour  fi  dans  (i) , 
ces  équ.  seront  alors  celles  du  cercle  générateur  dans  une  de  ses 
positions  dépendante  de  a ; et  si  l’on  élimine  ensuite  a,  on  aura 
l’équ.  demandée.  Ainsi,  on  éliminera  x,  y et  z des  quatre 
équ.  (1)  et  (2);  puis  dans  l’équ.  finale  j3=  Fa,  on  mettra  z 
pour  &,  et  pour  *;  l’équ.  de  la  surface  de  révo- 

lution a donc  la  forme  z—F{x2  -f- y')  : celle  de  la  fonction  F 
dépend  de  la  nature  de  la  courbe  directrice,  et  est  donnée  par 
.le  calcul  que  nous  venons  d’exposer, 

I.  Soit  d’abord  pris  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan 
xz,  et  dont  le  centre  soit  à l’origine  ; on  a,  pour  les  équ.  (*), 
y = o , x1  -4-  ■*’  = r’,  et  pour  l’équ.  de  condition  a2  fi*  = r“, 
ce  qui  est  d’ailleurs  évident  par  soi-mèine;  donc , remettant 
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x'  -\-y*  pour  «.%  et  z pour  on  a x’  4*  J-1  ■+■ z*  — r5  pour  l’équ. 

de  la  sphère  (n°  654). 

II.  Traçons  dans  le  plan  xz  une  parabole  BAC  située  comme 
on  le  voit  fig.  37  ; ses.  équations  seront  y=x  o,  x*  = 2 ,pz; 
d’ou  «“  = a/J/3 , et 

x'  pz, 

équ.  du  Paraboloïde  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z. 

III.  De  même,  l'équ.  de  V Ellipsoïde  et  de  1 ’ Byperboloïde 
de  révolution , dont  le  1"  axe  A se  confond  arec  celui  des  x , 
est 

A*(x*  + y>)  ± B’z ,*  =3  ±A‘B * ; 
les  signes  supérieurs  ont  beu  pour  l’ellipsoïde. 

IY.  Supposons  qu’une  droite  quelconque  tourne  autour  de 
l’axe  desz  ; cherchons  la  surface  de  révolution  qu’elle  engendre. 
Les  équ.  de  cette  droite  mobile,  qui  est  la  directrice , sont 

x—az+A,  y bz  B \ 
d’où  («(3  4-  AY  + (6j3  4-  B y = •% 

pour  équ.  de  condition.  Celle  de  la  surface  est  donc 

• # 

x1  +y*  = (aa  -f-  b')z>  4-  *{Aa  + Bb)z  4-  A*  4-  5*. 

En  faisant  x = o,  on  trouve  (n°  45o)  que  l’intersection  par  le 
planj'z  est  une  hyperbole;  comme  x et  y n’entrent  ici  qu’as- 
semblés en  binômes  x*  -{*y*,  z est  une  fonction  de  x*  4-  y',  et 
la  surface  engendrée  est  un  hyperboloïde  de  révolution. 

Cependant  si  la  droite  génératrice  coupe  l’axe  des  z , ses  deux 
équ.  doivent  être  satisfaites  en  faisant  x=jr=o  et  z = c;  d’ou 
A = — ac,  B — — bc;  donc  on  a 

. (a»4-i*)(z  — c)’=x>4-J% 

qui  appartient  à un  cône  droit  (n°  661). 

Pour  trouver  l’équ.  d’une  surface  de  révolution  dont  l’axe  a 
une  situation  quelconque , il  faut  ou  recourir  à une  transfor- 
mation de  coordonnées  (n8  676),  ou  traiter  directement  le  pro- 
blème d’une  manière  analogue  à la  précédente.  {Voy.  n°  669.) 
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Problèmes  sur  le  plan  et  la  ligne  droite.  . 

663.  Remarquons , comme  au  n°  375,  qu’on  peut  se  propo- 
ser deux  genres  de  problèmes  sur  les  surfaces.  Tantôt  il  s’agit 
de  déterminer  les  points  qui  jouissent  de  certaines  propriétés, 
tantôt  de  donner  à la  surface  une  position  ou  des  dimensions 
telles,  qu’elle  remplisse  des  conditions  demandées.  Dans  le 
i"cas,  x,y,z  sontles  inconnues;  dans  le  2e,  il  faut  déterminer 
quelques  constantes  de  l’équ.  d’une  manière  convenable.  Les 
conditions  données  doivent,  dans  tous  les  cas,  conduire  à au- 
tant d’équ.  que  d’inconnues,  sans  quoi  le  problème  serait  in- 
déterminé ou  absurde.  Nous  allons  appliquer  ces  considéra- 
tions générales  au  plan. 

664.  Trouver  les  projections  de  l’intersection  de  deux  plans 
donnés  par  leurs  équations. 

z Ax  -j—  By  -f-  C,  z — A x -f-  B' y -J-  Cr. 

En  éliminant  z , on  a la  projection  sur  le  plan  xy, 

(A  — A')x  + (B  — B')y+C—C  = o. 

De  même  chassant  rou/, 

(A'—  A)z  {AB'  — AiB)y+AC  — A'C—o, 

(B'~B)z-\.(A'B—AB')x+BC  — B'C=:o. 
sont  les  équ.  des  projections  sur  les  plans  àesyz  et  des  xz. 

665.  Faire  passer  un  plan  par  un,  deux  ou  trois  points  don- 
nés. L'équ.  de  ce  plan  étant  z — Ax  4-  By+C,  s’il  passe  par 
le  point  (x' , Y , z'),  on  a z'—  Ax'+  By  -\-C;  et  retranchant, 
il  vient 

Z — z ~A  (.T  — x')  + B (jr — y); 

c’est  l’équ.  du  plan  qui  passe  par  le  point  (x',  y , z').  Le  pro- 
blème resterait  indéterminé  si  les  constantes  A et  B 11’ètaient 
pas  données , à moins  qu’elles  ne  fussent  liées  par  deux  équa- 
tions d’où  il  faudrait  les  déduire.  Si,  par  exemple,  le  plan  doit 
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i*  t 

être  parallèle  à un  autre,  z = A'  x -f-  B’ y -f-  C , on  aura 
A—A\  B = B\  • „ 

Quand  le  plan  doit  passer  par  un  2"  point  ( x",y“ , z"),  on  a 
z"  = Ax " -f-  Bjr"  + C;  ce  qui  laisse  une  constante  arbitraire,  et 
permet  de  faire  passer  le  plan  par  un  3*  point,  etc.  ( Voy . n°  36g.) 

666.  Trouver  le  point  d’intersection  de  deux  droites. 
équ  de  la  tet*. . . Xz=.az-\-u,  y —bz  +jS, 

équ.  de  la  2*. . . . xx=a'z  + d,  y=.b'z  + &. 

Pour  le  point  cherché,  x,  y et  z satisfont  à ces  quatre  équa- 
tions; éliminant,  on  trouve  l’équation  de  condition 

Si  elle  11’est  pas  satisfaite,  les  lignes  ne  se  coupent  pas;  etsi  elle 
l’est , le  point  d’intersection  a pour  coordonnées 

« — a!  fi — &'  du,  — no!  b‘Ç>  — b fi' 

d — a b' — b ’ X d — a ’ ^ b' — b 

■667.  Trouver  les  conditions  pour  qu’une  droite  et  un  plan 
coïncident  ou  soient  parallèles . Soient  les  équ.  du  plan  et  de  la 
droite 

z=Ax  + By+  C, 
x — az- fa,  y=.  bz-\-(l: 

en  substituant  az  + »,  et  Az+/3  pour  x et  y dans  la  ir*,  on  a 

z[Aa-\-Bb — 1)  -f  Aa.-\-  B$  + C=o. 

Si  la  droite  et  le  plan  n’avaient  qu’un  point  de  commun,  ou 
eh  trouverait  ainsi  les  coordonnées,  mais  pour  qu’elle  soit  en- 
tièrement située  dans  le  plan,  il  faut  satisfaire  à cette  équ.  quel 
que  soit  z;  d’où  (n°  6«6), 

A a Bb  xx  j , A a -f-  BB  -1*  C — o ; 

ce  sont  les  équ.  de  condition  cherchées. 

Si  la  droite  est  simplement  parallèle  au  plan , il  faut  qu’en  les 
transportant  parallèlement  jusqu’à  l’origine,  la  droite  et  le  plan 
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coïncident;  ainsi,  ces  équ.  doivent  être  satisfaites  en  y suppo- 
sai! lie,  fi  et  C nuis  ; d’où 

Aa  -f-  Bb  — 1=0. 

668.  Exprimer  qu’une  droite  est perpend.  à un  plan.  Le  plan 
projetant  la  droite  sur  les  xjr  est  à la  fois  perpend.  au  plan 
donné  et  à celui  des  xjr-,  ces  deux  dferniers  se  coupent  donc  sui- 
vant une  perpend.  au  plan  projetant  (n0’  273  et  273);  c.-à-d.  que 
la  trace  du  plan  donné  sur  les  xjr  est  perpend.  à toute  droite 
dans  le  plan  projetant,  et  par  suite  à la  projection  sur  le  plan  xjr 
de  la  droite  donnée.  Donc,  lorsqu'une  ligne  est  perpend.  à tin 
plan,  les  traces  de  ce  plan  et  les  projections  de  la  ligne  sont  à 
angle  droit.  D’après  cela,  les  équ.  du  plan  et  de  la  droite  étant 
les  mêmes  qu'au  numéro  qui  précède,  celles  des  traces  du 
plan  sur  les  xz  et  j’z,  sont 

z=.Ax-±~C,  z =s=  Bjr  4-  C , 

C 1 C 


ou 


X zzz  — Z ■ 

A 


-A' 


I 

BZ~B' 


la  relation  connue  ( 110  3qo,  équ.  4)  donne 
A -f-  a = o,  Æ-f-ù  = o. 

Cette  équ.  détermine  deux  des  constantes  du  plan  ou  de  la 
droite  qui  lui  est  perpendiculaire.  Les  autres  constantes  devront 
être  données,  ou  assujetties  à d’autres  conditions. 

669.  Lorsque  l’on  veut  mener  un  plan  perpendic.  à la  droite 
donnée,  l’e'qu.  de  ce  plan  est  donc 

z + ax  -f.  bjr-=  C. 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  sur  le  plan  xy 
sont  * et  fi  ; la  sphère,  dont  le  centre  est  en  ce  point,  a pour 
équation  (n°  654), 

(a:  — «)’•+■  (.y  — P)*  + **  ~I°' 

Ces  deux  dernières  équ.  appartiennent  doue  à un  cercle  dont  le 
plan  est  perpend.  à la  droite  donnée  ; le  rayon  de  ce  cercle  et  sa 
situation  absolue  dépendent  de  r et  de  C. 

T.  II.  20 
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Soient  M=o,  N—o,  les  équ.  d’une  courbe;  pour  qu’elle 
coupe  notre  cercle,  il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent  co- 
exister; en  éliminant  x , y et  * , on  a une  équ.  de  condition 
r—F(C),  et  remettant 

z -f-  ax  -f-  by  pour  C,  et  — «)’  -f-  (y  — 0)*  -f-  zS]  Pour  r> 

on  aura  l’équ.  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la 
courbe  donnée  autour  de  l’axe  quelconque. 

690.  Si  au  contraire  le  plan  est  donné,  et  si  l’on  veut  que  la 
droite  lui  soit  perpendiculaire , et  passe  par  un  point  donné 
(x' ,y , z’),  on  a pour  les  équ.  de  la  droite, 

x — x'  -f-  A(z — z')=o,  y—*y  *+■  B(z  — î')  = o. 

671.  On  en  déduit  la  distance  du  point  au  plan;  car,  met- 
tons l’équ.  du  plan  sous  la  forme 

z — z'=  A{x  — x’)  +.B(y—f)  -(-  L, 

en  faisant  L = C — z -f-  Ax!  + By'  ; 

puis  éliminons  les  coordonnées  x,y,  z du  pied  de  la  perpend., 
il  vient 

, L , —AL  j —BL 

Z~Z  — t+A’+B',X  x—i+A'+B‘,r  f—i+A‘+B‘- 
Donc  (n°654)  la  distance  Centre  les  extrémités  est 

*= L . 

, . V(i  -4 -A‘+B‘) 

672.  Trouver  la  distance  d’un  point  à une  droite.  Les  équ. 
de  la  droite  étant  toujours  comme  n°667,  le  plan  perpendicu- 
laire, mené  par  le  point  donné  (x' , y'  ,z'),  a pour  équation 

a{x  — x')  + b(y—y')-\-z  — z = o. 

Éliminant  x,  y et  z à l’aide  des  équ.  de  la  droite,  on  trouve 
pour  les  coordonnées  du  point  de  rencontre, 

aM  / bM  M 

x== , +«;  +•« 

en  faisant  M = a{x'  — a.)  -f-  b(y‘  — 


Digitized  by  Google 


DU  PL  A K ET  DE  Là  LIGNE  DROITE.  507 

La  distance  P entre  les  points  (x,y,  z),  (x' , y' , z') , tout  cal- 
cul fait,  est  donnée  par 


P1  - (*'  — «)a  + (/  “ S)1  + z'* 


673.  Trouver  V angle  A que  forment  deux  droites.  Menons, 
par  l’origine , des  parallèles  à ces  lignes  ; l’angle  de  ces  deux 
parallèles  est  ce  qu’on  appelle  l’angle  des  droites,  qu’elles  se 
coupent  ou  non.  Soient  donc  les  équ.  de  ces  parallèles 

(1)...  x — az,  y — bzy  (2)...  x = a'z,y=b'z ; 

il  faut  trouver  A en  fonction  de  a,  b,  a'  et  b'.  Concevons  une 
sphère  dont  le  centre  serait  à l’origine  , et  qui  aurait  l’unité 
pour  rayon  ; on  aura  les  coordonnées  des  points  où  elle  coupe 
nos  droites,  en  éliminant  x,y  et  z entre  leurs  équ.  respectives 
et  celle  de  la  sphère,  qui  est  x’  -{-y*  + z'  = 1 . On  trouve . . . 
( a*  -f-  -f-  1 )z*  = 1 , d'où  l’on  tire  z,  puis  x et  y par  les 

équ.  (1)  ; on  accentue  ensuite  net  J pour  avoir  z',x'  et  y'  ; 

i a b 

Z~  «*+  b7y  X~~  V(1+" “*+*’)’  3~~  V('  + a*+l>*)  ’ 


1/(1 ’ * |/(, 


y — - 


b' 


La  distance  D de  ces  points  est  donnée  par 

= (,rf  — x)’  -f-  [f—jY  etc.  = a — a(xx'  -f  yy  4-  zz'), 

à cause  de  x'J  + ÿ%  + z'3  = i , x*  - j-y 2 -f-  z1  = 1 . On  a , dans 
l’espace,  un  triangle  isoscèle  dont  les  trois  côtés  sont  1,  1 et  D-, 
« l’angle  A est  opposé  à ce  dernier;  l’équ.  (O,  ntt355)  donne 
pour  cet  angle  cos  A — \ — ‘-D*z=xx'  -f -yy'  -j-zz',  ou 

. 1 aa  4-  bb' 

C°S  ~ l/(i+  a's  + b‘)\Y(i  +a'*-t~b'‘y 

i°.  Pour  en  déduire  les  angles  X,  Y,  Z,  qu’une  droite  fait 
avec  les  axes  des  x,  y et  z.  il  faut  donner  à la  ae  ligne  tour  à 
tour  la  situation  de  chacun  de  ces  axes,  puis  mettre  ici  les  va- 
leurs de  a'  et  b'  correspondantes.  Par  ex.,  x—o,y=  o,  sont 
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les  cqu.  de  l’axe  des  i : pour  que  les  e'qu.  (2)  deviennentcelles- 
ci,  il  faut  poser a'=^'=  o.  Si  l’on  introduit  ces  valeurs  dans 
notre  formule , on  aura 

~ 1 

cos  Z — — . 

Vi'+a'+b') 

Faisons  tourner  la  droite  autour  de  l’origine  pour  l’appliquer 
sur  le  plan  des  xz  , sans  sortir  du  plan  projetant  ; l’angle  dont 
b'  est  la  tangente  diminuera,  et  deviendra  nul  : ainsi  il  faut 
faire  b'  — o,  pour  avoir  l’angle  qu’une  droite  dans  l’espace  fait 
avec  une  autre  située  dans  le  plan  des  xz  \ ce  qui  réduit  le  nu- 
mérateur à 1 + aa,  et  le  second  radical  à \/(i  -+-«'*).  Et  si 
cette  2*  droite  se  rapproche  de  l’axe  des  x,d  croît,  et  devient 
infini  lorsqu’elle  coïncide  avec  cet  axe.  Alors  1 disparaît  {*) 
devant  ad  et  a'%  ce  qui  réduit  le  numérateur  à ad,  et  le  second 
radical  à l/a'1  ou  a'  ; leur  quotient  étant  a,  on  a pour  l’angle 
X qu’une  droite  dans  l’espace  fait  avec  l’axe  des  x , 

cos  X— 

En  faisant  de  même  a'=o,  ft'  = co  , on  trouve  cos  Y.  Donc, 


Ajc^  - / ... 

(*)  Soit  la  fraction  -/ — , que  l’on  peut  écrire  ainsi ... . 

x—IM-l-ï?  y eu  supposant  que  a et  m sont  les  moindres  exposans 

de  x dans  les  deux  termes.  Il  se  présente  trois  cas. 

i°.  Si  m= a , les  facteurs  x“,  x»  se  détruisent;  plus  x décroit,  et  plus  la 

fraction  approche  de  —,  qui  est  la  limite  répondant  à x = o. 

M. 

a * nt « a 

, dont  l’infini  est  visiblement 


^ A+Bb-“-t- ... 

2*.  Si  m ~>  a , on  a : 


la  limite;  la  fraction  croît  donc  sans  bornes  quand  x diminue. 

3°.  Enfin,  si  a,  la  limite  est  zéro.  Cette  manière  de  prendre  la  limite 
est  ce  qu’on  appelle  /aire  x infiniment  petit. 

Si  les  exposans  a et  m sont,  au  contraire,  les  plus  élevés  dans  les  deux 

B 


fermes , fa  fraction  se  met  sous  la  forme 


’(■ 


) 


— . Or  plus 


t 

1 


1 
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les  cosinus  des  angles  qu’une  droite  fait  avec  les  axes,  sont" 


cos  X= 


cos  Y ~ 


|/(i+«N -A»)’ 
b 


l/(i  + «’  + *’)’ 


cos  Z.  — - 


V(' 4- 

a°.  Ces  valeurs  sont  aussi  celles  des  sinus  des  angles  que  la 
droite  fait  avec  les  plans  des  jz,  xz  et  xj,  puisque  ces  angles 
sont  visiblement  les  complémens  de  X,  Y et  Z. 

3°.  Ajoutons  les  carrés  de  ces  cosinus  ; il  vient 
cos1  X -f-  cos1  Y -4*  cos1  Z — i . 

On  peut  donc  mener  dans  l’espace  une  droite  qui  forme, 
avec  les  axes  des  x et  des  jr,  des  angles  donnés  JA  et  Y ; mais  Z 
est  déterminé.  C’est  ce  qui  d’ailleurs  est  visible.  ( Voy.  n°  677 .) 

4°.  Prenons  une  longueur  quelconque  MN( fig.  33),  sur  une 
droite,  qui  fait  dans  l’espace  les  angles  JA,  Y,  Z avec  les  axes, 
et  projetons-la  sur  les  ,r  et  les  ; les  projections  sont 
BC—  MN.  cos  X , et  MN . cos  Y. 


B iV 

x croît,  et  plus  les  termes  • • » approchent  de  zéro , qui  répond 

\ * 

à x infini  ; en  sorte  que  6i  a=m,  la  limite  est  ^ j si  <j>m , la  fraction  devient 

x^^/A-f-, . . .} 

- , qui  est  infinie  avec  x;  enfin,  si  la  limite  est  zéro. 

**“!•*• . . 

On  appelle  cette  opération  faire  x infiniment  grand. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  raisonnement  ne  porte  que  sur  le  icr  terme  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur,  en  sorte  qu’on  aurait  pu  d’abord  réduire  la  frac- 

Ax®  * * 

tion  à jj — : 11  en  serait  de  même  de  toute  autre  fonction  algébrique,  ce  qu’on 
Ma1" 

démontrerait  par  un  raisonnement  analogue.  Concluons  donc  que,  pour 
faire  x infini  dam  une  fonltion,  il  faut  n’y  conserver  que  les  termes  où  cette 
lettre  porte  les  exposons  les  plus  élevés  ; au  contraire,  pour  faire  x injtnitncn 
petit , ilfaut  supprimer  tous  les  termes,  excepté  ceux  qui  ont  les  moindres  puis  } 
sances  de  x. 

Lest  ainsi  que  , quand  x = oo  , ■ ■ -, 1— - se  redmta  — — — 1# 

H ’ 1 * !»+(  V’x’-HO  ✓*» 
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Mais  mn  ou  MP,  est  la  projection  de  MN  sur  le  plan  xy, 
mn=z  MN.sin  Z;  et  projetant  de  nouveau  mn  sur  les  x et  les 
y,  ces  projections  sont  BC~mn. cos  8 et  m/i.sin  8,  6 étant 
l’angle  que  fait  mn  avec  les  x;  donc  nos  projections  sont 
BC—MN.  sinZ.cosS,  et  ü/iV.siuZ.sinî;  égalant  les  valeurs 
des  mêmes  projections , il  vient 

cos  Af  = sin  J?. cos  6,  cosK^sinZ.sinfl. 

N 

Au  lieu  de  déterminer  une  direction  dans  l’espace,  par  les  trois 
angles  X , Y,  Z qu’elle  fait  avec  les  axes,  il  suffit  de  donner 
l’angle  qu’elle  fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  zy  (complé  - 
ment de  l’angle  Z),  et  l’angle  9 de  cette  projection  avec  l’axe  ! 

de  a:;  et  réciproquement. 

En  ajoutant  les  carrés  de  ces  deux  équ. , on  a 

cos“  Jt-j-cosl  E=sin’Z=  i — cos3  Z,  y 

relation  déjà  trouvée  (3°.). 

5°.  Mettant  les  valeurs  de  cos  X,  X',  Y. . . dans  cos  A,  p.  307 
cos  A — cos  X cos  X'  cos  Y cos  Y'  -f-  cos  Z cos  Z'  ; 

l’angle  des  deux  droites  est  exprimé  en  fonction  des  angles  que 
chacune  d’elles  fait  avec  les  trois  axes. 

6°.  Si  les  deux  lignes  sont  perpendiculaires,  cos  A = o,  et 
l’on  a,  pour  l’équation  qui  exprime  cette  condition, 

i -f-  ad  bb'  — o , 

ou  cos  Al  cos  X'  -f-  cos  Y cos  Y'-+-  cos  Z cos  Z'~  o. 

\ , * 

6^4-  'Prouver  l'angle  8 de  deux  plans.  Leurs  équ.  étant 
z—  Ax  + By-\-C,  z~A'x-\-B'y~t-C, 

si  de  l’origine  on  abaisse  des  perpend.  sur  ces  plans,  l’angle  de 
ces  lignes  sera  égal  à celui  des  plans. ‘Soient  donc  x = az, 
y=bz,  les  équ.  d’une  droite  menée  par  l’origine  ; pour  qu’elle 
soitperpend.au  i"plan,  ilfautqu’on  ail(n°668),  A-\-a  — o , 
fi-f-  6 — o.  Les  e'qu.  des  perpend.  sont  donc 

x + Az= o,  y-\-Bz  = o , . . . x A'z—o,  y-\-  B'z—o. 
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Ainsi,  le  cosinus  de  l’augle  de  ces  droites,  et  par  conséquent 
celui  des  plans  est 

C03Ô- i + AJ  + BV 

l/(l  + J>+£>)  y(I  + A,‘+B'*y 
i°.  Si  l’on  fait  prendre  au  a”  plan  la  situation  de  celui  des  xz , 
y = o est  son  équ.  ; il  faut  donc  faire  jfz=  C = o,  et  Ef  sa  oo  , 
pour  avoir  l’angle  T qu’un  plan  fait  avec  celui  des  xz.  On  a de 
même  les  angles  V et  V qu’il  fait  avec  lesj*z  et  les  xy.  Donc 

cos  +>+*•)’ 

C08  ^”1 /(t +*'+&)’ 


cos  V—  • 


y{i+A'+b*)' 

d’où  cos’7’+cos’  U+cos'F—i, 

et  cos  6 — cos  T cos  T -f-  cos  U cos  V + cos  ^cos  V\ 
pour  le  cosinus  de  l’angle  de  deux  plans  en  fonction  de  ceux 
qu’ils  forment  respectivement  avec  les  plans  coordonnés. 
a°.  Si  les  plans  sont  à angle  droit 

i -j-  AA'  “f*  Bff  =:  o , 

ou  cos  T cos  7”-f-  cos  U cos  £/'+  cos  V cos  F'x=  o. 

675.  Trouver  l’angle  ? d’une  droite  et  et  un  plan.  Soient 
z=Ax+By+C  et  x—az  + x,  y=bz-\-fi, 
leurs  équ.  L’angle  cherché  est  celui  que  la  droite  fait  avec  sa 
projection  sur  le  plan  (n°273);  si  l’on  abaisse  d’un  point  de  la 
droite  une  ferpend.  sur  ce  plan , l’angle  de  ces  deux  lignes  sera 
donc  complément  de  1.  De  l’origine,  menons  une  droite  quel' 
conque,  x—dz,  yz=b‘z  ; pour  qu’elle  soit  perpend.  au  plan, 
il  faut  ( n°  668^  qu’on  ait  a'  = — A , b'z= — B.  L’angle 
ligne  donnée  a pour  cosinus  la  valeur  dé- 
ac 

1 — A a — B b 


qu’elle  forme  aveb 
terminée  p.  307; 


sin  * = 


ï /ÏM-a'+b*)  ÿ(i+At+B*)‘ 


t 


\ 
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11  sera  aisé  d’en  conclure  que  les  angles  que  la  droite  fait  av«?c 
les  plans  coordonnes  des  xz,  yz  et  xy , ont  pour  sinus  res- 
pectifs 

b a 1 . ;; 

t/(t  +a’+bf  v/(i+a’+ia)’  Vil +«’+&’)  ’ 5j 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  (n°  673,  20.). 

Transformation  des  coordonnées. 

676.  Pour  transporter  l’origine  au  point  (*,  fi,  y),  sans 
changer  la  direction  des  axes , qu’on  suppose  d’ailleurs  quel- 
conque, par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n°  382,  on 
verra  qu’il  faut  faire 

J'=y+1 8,  s —z+y. 

Les  axes  primitifs  x,  y,  z sont  parallèles  aux  nouveaux  x! ,y ',  z , 
quels  que  soient  les  angles  qu’ils  forment  entre  eux  ; on  doit 
d’ailleurs  attribuer  aux  cordonnées  >,  fi,  y de  la  nouvelle  ori- 
gine les  signes  qui  dépendent  de  sa  position  ( n°  652).  Si  elle  est 
située  sur  le  plan  xy,  y = o;  si  elle  est  sur  l’axe  des  z,  a et  0 
sont  nuis,  etc. 

677.  Pour  changer  la  direction  des  axes,  en  conservant  la 
même  origine,  imaginons  trois  nouveaux  axes  Axf , Ajé , Az  ; 
les  i*r‘  axes  seront  ici  supposés  rectangulaires , et  les  nouveaux 
axes  de  direction  donnée  arbitraire.  Prenons  un  point  quel- 
conque, puis  menons  les  coordonnées  x’ ,y,  z'  de  ce  point,  et 
projetons-les  sur  l’axe  desar  ; l’abscisse  x sera , comme  n°  383, 
la  somme  de  ces  3 projections.  Désignons  par  (:c.r')  Fa  nglc  x'  A x 
formé  par  les  axes  des  * et  x? , par  {y'  y)  l'angle,  y Ay,  etc. , 
nous  aurons 

x—x'  cos  (x'x)  A- y cos  (yx)  -j-  z cos  (z'c)  : 

y—x  cos  (x'y)  +y  cos  (y y)  -J-  z cos  {iy)  > {A). 

z = x'  cos  (*'z)  -\-y'  cos  (y'z ) + z'  cos  (z'z)  ) 

Ces  deux  dernières  équ.  se  trouvent  en  projetant  les  x' , y' et  i' 
sur  l’axe  des  y,  et  ensuite  sur  celui  dzs  z. 


r, 


'1 
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Telles  sont  les  relations  qui  servent  à changer  la  direction 
des  axes.  Comme  {x'x) , (x'jr),  (x'z)  sont  les  angles  que 
forme  la  droite  Ax  avec  les  axes  rectangulaires  des  x,j-,  z,  ou 
a (n°  673,  3°.) 

cos’(x'x)  cos’(xy)  cos"(.r'z)  = 1 J 
de  même  cos“Q-'x)  + cos’(/y)  -f-  cos’“(j'/z)  = i 

cos5(z'x)  -f-  cos“(z ’jr)  -f-cos4(z'z)=  i ) 

Les  angles  que  les  nouveaux  axes  forment  entre  eux  donnent 
(n°  673,-5°.) 

cos(xj'')  = S,  cos(x'z')  = 7’,  cos(yz')  — U...(C), 
en  faisant,  pour  abréger, 

5 =cos(x'x)cos(jr'x)  -f-  cos(x'j)  cos(j->)  -(-  cos  (ar'z)cos  ix'z) 
T—  c os(x'ar)cos( z x)  -f-  cos(æj')  cos(z'j')  -j-  cos(x'z)cos(z'z), 
t'  =cos(/'x)cos(z'ar)  + cos{fj)  cos(zj-)  -f-cos(j'z)cos(z'z). 

Si  les  nouvelles  coordonnées  sont  rectangulaires,  on  a 
5=o,  T — o,  U ~o ( D ). 

Les  équ.  ( A ),  ( B),(C ),  ( D ),  contiennent  les  neufangles  que  font 
les  axes  x',  y,  z',  avec  les  x,  y,  x.  On  voit  que  lorsqu’on  veut 
choisir  un  nouveau  système  de  coordonnées,  ces  neuf  angles  ne 
forment  que  six  arbitraires,  parce  que  les  équ.  ( B ) en  déter- 
minent trois;- et  même,  quand  ce  système  est  aussi  rectangu- 
laire, les  équ.  (/)),  qui  expriment  cette  condition,  ne  laissent 
plus  que  trois  arbitraires.  L’axe  des  x'  fait  avec  lcsx,^,  z,  trois 
angles,  dont  deux  sont  quelconques,  et  le  3e  s’ensuit  ; l’axe 
des^y'  serait  dans  Iv  même  cas  s’il  ne  devait  pas  être  perpend. 
aux  x’ ; mais  cette  condition  11e  laisse  réellement  qu’une  arbi- 
traire; ce  qui  fait  3 en  tfmt,  puisque  ces  données  fixent  la  situa- 
tion de  l’axe  des  z',  perpVnd  au  plan  x'ÿ . 

678.  Au  lieu  de  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes 
rectangles,  par  les  angles  qu\ls  forment  avec  les  premiers , on 
peut  prendre  les  données  suivantes. 

Un  plan  CAjr'x'  (fig.  38)  est  incline  de  (?  sur  xAy  qu’il  coupe 
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selon  AC  ; cette  trace  A C fait  avec  Ax  l’angle  CAxx=.\  : dans  le 
plan  CAy , détermine'  par  A et  4,  traçonsles  deux  axes  rectangles 
Ax',  Ay  : le  i"  faisant  avec  la  trace  AC  l’angle  CAx'  — tp. 

Les  nouveaux  axes  sont  ainsi  fixés  par  les  angles  8 , 4 et  <p , qui 
donnent  l’inclinaison  du  plan  x'y  sur  le  plan  xj,  la  direction  ( 

de  la  trace  AC  et  celle  de  Ax'  dans  ce  plan  x'y  ainsi  déter- 
miné ; l’axe  y,  dans  ce  plan,  fait  l’angle  x'  Ay  de<)0o;  et  l’axe 
■z'  estperpend.  à ce  même  plan.  Pour  transformer  les  axes,  il 
reste  à exprimer  les  angles  {x'  x),  (y'x)... , qui  entrentdans  les  , 

équ.  A,  en  fonction  des  données  fl,  4 et  <p. 

Les  droites  Ax,  Ax'etAC  forment  un  trièdre  dont  on  con- 
naît deux  angles  plans  <p  et  4,  ainsi  que  l’angle  dièdre  com- 
pris 6.  Appliquons  ici  la  formule  (3,  pag.  271)  de  la  Trigono 
métrie  sphérique;  faisons  c = (x'x) , C — 6,  n=4>  b = tp. 

cos  (x'x)  = cos  4 cos  <p  4-  sin  4 sin  tp  cos  8 : 

Il  est  clair  que  pour  l’angle  xAy',  il  suffit  d’opérer  de  même 

sur  le  trièdre  formé  par  AC  et  les  axes  x et  y : les  angles  plans 

sont  CAy  — 90°  + <p,  CAx  — 4 ; on  trouve  donc  1 

cos  ( y x ).  Prenons  ensuite  le  trièdre  x'  ACy,  dont  les  angles 

plans  sont  (x'y) , CAy  — go°  -f  4,  et  CAx'=<p  :et  pour  (y' y), 

on  prend  le  trièdr  ey' ACy,  où  CAy' —<yo°-\-<p,  et  CAy=goa-j-4-  i I 

donc 

cos  (y'x)  — — cos  4 sin  ip  -f-  sin  4 cos  <p  cos  # , 
cos  (x' y)  = — sin  4 cos  tp  + c°s  4 s*n  P cos#, 
cos  (y'y)=  sin4sin  p -f* cos <p cos 4 cos fl. 

Considérons  le  trièdre  z’AxC;  l’axe  Az  fait  avec  AC  un  angle 
droit  (n°  266),  ainsi  qu’avec  le  plan  CAy'  -,  l’angle  des  plans  xy 
et  z'AC  est  go°-f-  5,  eu  supposant  le  püm  CAy'  situé  au-dessus 
de  celui  des  xy.  Faisons,  dans  l’équ.  f3),  p.  271 , 

c = (zx),  C=go°-f-6,  a=go°,  b=J.,  ) 

nous  aurons  cos  (z'x)  = — fin  4 sin  fl. 

/ ' \ 

De  même , le  trièdre  z ACy  donne 


cos  (z'y)  = — cos  4 sin  fl, 
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en  augmentant  il'  de  go°.  Enfin,  l’angle  zAC  étant  aussi  droit, 
et  l’angle  dièdre  zACx'  x=  go°  — 9,  le  trièdre  zACx’  donne 

cos  (x’z)  = si  n p sin  9 , 
d’où  cos  (j-'z)=icos(p  sin  0; 

enfin , cos  (s' z)  = cos  8. 

On  a ainsi  les  valeurs  des  neuf  coefiiciens  des  e’quations  (A). 

Leséqu.  de  conditions/?  et  D sont  satisfaites  d’elles-mêmes 
par  ces  valeurs,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer. 

Des  Intersections  planes.  ' 

67g.  Lorsque  l’intersection  des  deux  surfaces  est  une  courbe 
plane  , il  est  plus  commode  , pour  en  connaître  les  propriétés, 
de  la  rapporter  à des  coordonnées  prises  dans  ce  plan  DOC 
(fig.  3g),  déterminé  par  l’angle  t,  qu’il  forme  avec  le  plau  xj, 
et  par  l’angle  4 que  fait  avec  Ox  l’intersection  OC  de  ces 
plans  ; nous  prendrons  celte  ligne  OC  pour  axe  des  x'  : la  per- 
pend.  OA,  menée  sur  OC,  dans  le  plan  coupant  DOC,  sera 
l’axe  des  jy'. 

Comme  il  s’agit  d’avoir  enx’  ,y , l'équ.  de  la  courbe  d'intersec- 
tion des  surfaces  ; il  est  clair  qu'après  avoir  fait  la  transforma- 
tion ( A ) pour  rapporter  l’une  de  ces  surfaces  aux  axes  x',j',  z', 
il  suffira  de  faire  ensuite  z'  — o,  et  l’on  aura  son  intersection 
avec  le  plan  x'Oÿ.  Il  est  préférable,  dans  un  cas  aussi  simple, 
de  faire  z'~  o dans  les  équ.  (A),  et  de  chercher  directement 
les  cosinus  de  ( x'x ),  (j^x) . . . Dans  le  trièdre  AOCB , on  con- 
naît les  angles  plans  a =4,  ù=go°,  et  l’angle  dièdre  compris 
C~Q  : donc,  l'e'qu.  (3,  p.  271)  devient 

cos  (j  x)=z sin  ^ cos  9 , cos  {J1  J)  = — cos  4 cos  8. 

De  plus , 

(x'x)  = 4 , (Xjr)  = go°  — 4,  (xz)  = go°. 

Enfin , le  plan  x'  Oÿ , qu’on  suppose  élevé  au-dessus  de  celui 
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«.les  xy,  fait  avec  l’axe  Oz  l’angle  (y'z)  = 90°  — 0.  Ainsi , les 
équations  ( A ) donnent 

xzxzx  cos  4»  -+•  ^'"sin  4 cos  ô 
y — x'  sin  \ — y'  cos4  cos  0 
z —y'  sin  6 

On  serait  aussi  parvenu  à ces  résultats,  en  se  servant  des  équ. 
du  n*  678. 

r , 

680.  Appliquons  ces  équ.  au  cône  oblique  dont  la  base  est  un 
cercle.  Le  plan  z^r  (fig.  36)  perpend.  au  plan  coupant  AB,  et 
mené  par  l’axe  SC,  sera  celui  des  xz  ; la  section  AB  de  ces  deux 
plans,  ou  l’axe  de  la  courbe,  coupe  celle-ci  au  sommet  A , qui 
sera  pris  pour  origine  des  coordonnées  : le  plan  xAy,  parallèle 
A la  base  circulaire  du  cône , sera  celui  des  xy  ; il  coupe  le  cône 
selon  un  cercle  AE,  de  rayon  r,  qu’on  peut  regarder  comme 
la  directrice  même  (n°66i)  ; ainsi,  notre  cône,  dontle sommet 
a pour  coordonnées  a,  o,c,  dont  l’axe  est  dans  le  plan  xz,  et  la 
base,  sur  le  plan  xy,  a pour  équ.  c’(x7-f-y7)  | ac(r — a)xz...= o, 
comme  p.  3oo;  le  plan  coupant  AB  étant  perpend.  aux  xz, 
coupe  le  plan  xy  selon  l’axe  Ay,  et  il  faut  poser  4 = 90°  dans 
les  équ.  (E)  ; d’où 

x—y'  cos  0,  y — x‘,  2 —y'  sin  0. . . . (1), 

^'3[cacos’é4-2C(r — a)  sinôcosô-f-  (a* — tar)  sin*ô]' 

2 cry  (a  sin  6 — c cos  ô ) = o . . . . (2). 

Telle  est  l’équ.  de  la  courbe  , qui  peut  d’ailleurs  représenter 
toutes  les  sections  du  cône  oblique  (excepté  les  parallèles  à la 
base),  en  faisant  varier  a,  c,  r et  0;  les  x'  sont  comptées  sur 
Ay,  les  j-'  sur  AB.  Il  est  aisé  de  discuter  cette  équ.  (n°  45o), 
et  de  reconnaître  que  les  courbes  sont  de  même  espèce  que  pour 
le  cône  droit. 

Si  l'on  veut  que  la  section  soit  un  cercle , les  coefficiens  de 
x'2  et  Y7  seront  égaux  (n°  44^);  d’où 

(c’-f-2ar — a7)  tang  JÛ  = 2C  (r  — a)  tang  0. 

* .•  \ 

tang  0 — o reproduit  la  base  AE  du  cône.  Quant  à l’autre  va- 

/ 


i 


Digitized  by  Google 


INTERSECTIONS  PLANES» 


leur  de  tangâ,  pour  l’interprêter,  nous  avons 


3i7- 


SD 

tang  S AD  = -^5 


tang  S JB 


c — a tang  8 
a-+-  r tangô* 


En  mettant  pour  tangô  notre  2e  racine,  il  vient,  toute  réduc- 
tion faite,  , 

n s r,  c3-f-a*c  c SD 

tang  SAB  = = = — — — , 

aa’r — aj-j-2cV — ac ’ 2 r— a DE 

ou  tang  SAB  — — tang  S ED  = tang  SE  A. 

Lasection  est  don  c encore  un  cercle , quand  les  angles  SAB' , 
SE  A,  formés  avec  les  génératrices  opposées,  sont  égaux.  Le 
plan  coupant/^/?  étant  comparé  au  cercle  A E de  la  base,  c’est 
ce  qu’on  appelle  des  sections  sous-contraires. 

Pour  obtenir  les  sections  planes  du  cône  droit , il  suffît  de 
poser  a = r dans  l’équation  (2) , 


</'i(c,cossô — rssxnsâ  ) -f-  c'x'1  -j-  o.crj  {r  sin  ô — c cos  ô)  — o ; 


cette  équ.  revient  à celle  du  n°  400.  Du  reste,  on  ne  peut  plus 
rendre  égaux  , de  deux  manières,  les  facteurs  de  j:'*  et  y’1;  et, 
en  effet,  les  sections  sous-contraires  coïncident  alors. 

681.  Le  cylindre  oblique  , dont  la  base  est  un  cercle  situé 
comme  pour  le  cône  ci-dessus , et  dont  l’axe  est  dans  le  plan  xz, 
a pour  équ  (p.  299) 


y“- f-  (x — az)s~ar(x  — az). 

En  y introduisant  les  valeurs  (1),  le  plan  coupant  étant  perpend. 
aux  xz , on  a 

jT^Ccos*  ô -f-a’sin‘0  — 2asinS  cos6)-4-x',  = 2 rÿ  (cosâ  — asin  ô). 
La  section  est  une  ellipse  qui  se  réduit  au  cercle  quand  sin  8 =0, 
(a* — i)tangô  = 2a,  ou  tang0= — tang  2*; 

(équ.  L,  35g),  a étant  l’angle  que  l’axe  du  eyliudre  fait  avec  les 
a r donc  8 est  le  supplément  de  2«. 
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Surfaces  du  second  ordre. 

68.  L'équation  générale  du  2'  degré  est 
a: r1  -J-  by'-Y  cz‘- f-  idxy-\-  ■zexz-\-ifyz  -f  gx  -\-hy+  iz—k . . . ( 1 ) . 

Four  discuter  cette  équ.,  c.-à-d.  déterminer  la  nature  et  la  po- 
sition des  surfaces  qu’elle  représente,  simpljfions-la  par  une 
transformation  de  coordonnées  qui  chasse  les  termes  en  xy,  xz 
et  yz  ; les  axes,  de  rectangulaires  qu’ils  sont,  seront  rendus 
obliques,  en  substituant  les  valeurs  (A),  p.  3ia;  et  les  neuf 
angles  qui  y entrent  étant  assujettis  aux  conditions  (B),  il  y a 
six  arbitraires  dont  on  peut  disposer  d’une  infinité  de  manières. 
Égalons  à zéro  les  coefficiens  des  termes  en  x'y  , xz  et  y'  z . 
Mais  si  l’on  veut  que  la  direction  des  nouveaux  axes  soit 
aussi  rectangulaire , comme  cette  condition  est  exprimée  par 
les  trois  relations  (D) , les  six  arbitraires  sont  réduites  à trois, 
que  nos  trois  coefficiens,  égalés  à zéro,  suffisent  pour  faire  con- 
naître, et  le  problème  devient  déterminé. 

Ce  calcul  sera  rendu  plus  facile  par  le  procédé  suivant.  Soient 
x—az,y  — $z  les  équ.  de  l’axe  des  x';  en  faisant,  pourabréger, 

on  trouve  ( v°y ■ p-  3o9) 

cos  (x'x)  = la,  cos  (x'y)  = Z/S , cos  (x'z)  = l. 

En  raisonnant  de  même  pour  les  équ.  ar  = «'z, y — p! z de  l’axe 
des j-',  et  enfin,  pour  l’axe  des  z',  on  a 

cos  (y’x)  = la,  cos  (yr)  ~ , cos  (yz)  = Z'", 

cos  (z'x)  — l"a,  cos  ( zy  ) = l"fi" , cos  (z'z)  = Z", 

Les  équ.  (A)  delà  transformation  deviennent 

X — lax'  -J-  là  y'  + l'a  à, 

y — l(lx'  + a fi' ÿ + Vfi  V, 

z = lx'  -J-  ty>  4-  ZV. 

Les  neuf  angles  du  problème  sont  remplacés  par  les  six  incon- 
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nues  <t "jÆjjS',  |S",  attendu  que  les  équ.  ( B ) se  trouvent  sa- 

tisfaites d’el  les-mêmes. 

Substituons  donc  ces  valeurs  de  x,y,  z dans  l’équ.  géné- 
rale du  2*  degré , et  égalons  à zéro  les  coefficiens  de  x'y',  x'z 
et  j z : 

(a*  + d/3  + ey  + (dm  + b$  + f)0  + ea  +J0  + c=o.  . 

(a*  + -f  e)*"-p  + b(l  -p/)Æ”-p  e*  -p/$  -P  c =0 . . . xV, 

(«"-pc^-pe)*'  + (d-“4-W'+/)/3,+e**+^"-l-e  = o. . ./V. 

L’une  ces  équ.  peut  s’obtenir  seule,  et  sans  faire  la  substitu- 
tion en  entier  ; de  plus  d’après  la  symétrie  du  calcul,  il  suffit 
de  trouver  une  de  ces  équ.  pour  en  déduire  les  deux  autres. 
Éliminons  et  0 entre  la  1”  et  les  équ.  x = «'z,  y=0z  de 
l’axe  des  j';  il  viendra  cette,  équ.,  qui  est  celle  d’un  plan, 

(a*  -p  -p  e)x  -f-(do«  ~p  b@+  f)y  -p  (e*  -p  f&>  -P  c)z=o . . . (2). 

Or,  la  ir*  équ.  estla'conditiou  qui  chasse  le  terme  x'y  : en  tant 
qu’on  n'a  égard  qu’à  elle,  on  peut  prendre  a,  fi,  m'y  à volonté, 
pourvu  qu’elle  soit  satisfaite  : il  suffira  donc  que  l’axe  des  y' 
soit  tracé  dans  le  plan  dont  nous  venons  de  donner  l’équ., 
pour  que  la  transformée  n’ait  pas  de  terme  en  x'y' . 

De  même,  en  éliminant  *"  et  0'  de  la  a*  équ.,  à l’aide  des 
équ.  de  l’axe  des  z',  x = uz,  y = (3"z,  on  sura  un  plan  tel , 
que  si  l’on  prend  pour  axe  des  z'  toute  droite  qu’on  y trace- 
rait, la  transformée  sera  privée  du  terme  en  xV.  Mais,  d’après 
la  forme  des  deux  1”*  équ.,  il  est  clair  que  ce  second  plan  est 
le  même  que  le  premier  s donc,  si  l’on  y trace  les  axes  des  y 
et  z'  à volonté,  ce  plan  sera  celui  des  y'  et  z',  et  la  transfor- 
mée n’aura  pas  de  termes  en  x'y  et  x'z  . La  direction  de  ces 
axes , dans  ce  plan,  étant  quelconque,  on  a une  infinité  de  sys- 
tèmes qui  atteignent  ce  but  ; l’équ.  (a)  sera , comme  ou  voit , 
celle  d’un  plan  parallèle  à celui  qui  coupe  par  moitié  toutes 
les  parallèles  aux  x,  et  qu’ou  nomme  Plan  diamétral.  Si,  en 
outre,  on  veut  que  le  terme  en  y'z  disparaisse , la  3'  équ.  de- 
vra faire  connaître  « et  0 ; et  l’on  voit  qu’il  y a une  infinité 
d’axes  obliques  qui  remplissent  les  trois  conditions  imposées. 


320  ANALYSE  A TROIS  DIMENSIONS. 

683.  Mais  admettons  que  les  x', y et  z soient  rectangu- 
laires-, l’axe  des  x'  devra  être  perpend.  au  plan  des^'  z'  dont 
nous  avons  trouvé  l’équ.',  et  pour  que  x — uz,y  = (lz  soient 
les  équ.  d’une  perpend.  à ce  plan  (2) , il  faut  que  (n°  668) 

ait  -f - d$  -f-  e = (est  -f-  -f-  c)« . . . (3) , 

d.  + b0  + f = (e*  + /&  + (1). 

Substituant  dans  (3)  la  valeur  de  « tirée  de  (4),  on  trouve 
[(a-6)/e-M/»-eV]/3\ 

4-  [(a — b)  (c  — b)e  -f-  (ad1 — f * — e’)e  + (2c — a — b)  fd  ] /33 , 
4-  [(c — à)  (c  — b)d -f- (2e1 — f‘ — d‘)d-\-  (2 b — a — c ) f e]  |3  , 
-f-  (a— c)  (/«?+(/”— d‘)e=zo. 

Celte  équ.  du  3e  degré  donne  pour  $ au  moins  une  racine 
réelle;  l’équ.  (4)  en  donne  ensuite  une  pour  «;  ainsi  l’axe  des 
x'  est  déterminé  de  manière  à être  perpend.  au  plan^'z',  et  à 
priver  l’équ.  des  termes  en  x'z'  et  x'y'.  Il- reste  à tracer  dans 
ce  plan  y'z , les  axes  à angle  droit , et  tels  que  le  termes' z' 
disparaisse  ; mais  il  est  évident  qu’on  trouvera  de  même  un 
plan  des  x'z',  tel  que  l’axe  des  y'  lui  soit  perpend.,  et  que 
les  termes  x'y , z'y  soient  chassés.  Or,  il  arrive  que  les  condi- 
tions qui  expriment  que  l’axe  desy  est  perpend.  à ce  plan,  sont 
encore  les  équ.  (3)  et  (4),  en  sorte  que  la  même  équ.  du  3' de- 
gré doit  encore  donner  /S'.  J1  en  est  de  même  pour  l’axe  des  z . 
Donc  les  trois  racines  de  l’équ.  en  (3  sont  réelles,  et  sont  les  va- 
leurs de  Æ,  Ç>'  et  par  suite  »,  <t'  et  «''sont  données  par 
1 equ.  (4). 

Jl  n’y  a donc  qu’un  système  et  axes  rectangulaires  qui  délivre 
C équ.  des  termes  en  x'y',  x'z',  y'z',  et  il  en  existe  un  dans  tous 
les  cas  ; notre  calcul  enseigne  à trouver  ces  axes. 

Ce  système  prend  le  nom  d ’ Axes  principaux  de  la  surface. 

684-  Analysons  les  cas  que  peut  offrir  l’équ.  du  3e  degré  en 

i°.  Si  l’on  a ( a—b)fe+{f‘ — e')d—  o, 

l’<équ.  est  privée  du  1"  terme:  on  sait  qu’alors  une  des  racines 
de  Æ est  infinie,  aussi  bien  que  te,  qui,  d’après  l’équ:  (4),  se 
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réduit  à ea  -\~ffi  = o -,  les  angles  correspondans  sont  droits  : l’un 
des  axes,  celui  des  z',  par  ex.,  se  trouve  dans  le  plan  xy,  et 
l’on  obtient  son  équ.  en  éliminant  a et  $ à l’aide  de  x—az, 
cette  équ.  est  ex  -f-  fjr  = o.  Les  directions  desj-'el  z' 
sont  données  par  notre  équ.  en  fi,  réduite  au  2e  degré. 

2®.  Si,  outre  ce  i" coefficient,  le  2e  est  aussi  = o,  tirant  b 
de  l’équ.  ci-dessus , pour  substituer  dans  le  facteur  de  fi1,  il  se 
réduit  au  deruier  terme  de  l’équ.  en  £ s 

(a — c)f  d -f-  (f1  — d1)e  = o. 

Ces  deux  équ.  expriment  la  condition  dont  il  s’agit.  Or,  le 
coefficient  de  fi  se  déduit  de  celui  de  fi1,  en  changeant  b en  c,' 
et  «ien  e,  et  il  en  est  de  même  pour  le  i"  et  le  dernier  terme 
de  l’équ.  en  fi:  donc  léqu.  du  3”  degré  est  satisfaite  d'elle— 
même.  Il  existe  alors  une  infinité  de  systèmes  d'axes  rectangu-  ~ 
laives,  qui  chassent  les  termes  en  x'ÿ , x' z et y'z'.  Éliminant 
a et  b des  équ.  (3)  et  (4),  à l’aide  des  deux  équ.  de  condition 
ci-dessus,  on  trouve  qu’elles  sont  le  produit  de  fa — d,  et 
e/3 — d par  le  facteur  commun  edu- J-  Jdfif-  f e.  Ces  facteurs 
sont  donc  nuis  ; et  éliminant  « et  fi,  ou  trouve 

fx—dz,  ey—dz,  edx  4 fdy  -h  fez  =;  o. 

Les  deux  im  sont  les  équ.  de  l’un  des  axes;  la  3e,  celle  d’un 
plan  qui  lui  est  perpend.,  et  dans  lequel  sont  tracés  les  deux 
autres  axes  sous  des  directions  arbitraires.  Ce  plan  coupera  la 
surface  selon  une  courbe  où  tous  les  axes  à angle  droit  sont 
principaux , qui  est  par  conséquent  un  cercle,  seule  des  coui  b es 
du  2e  degré  qui  jouisse  de  celte  propriété.  La  surface  est  alors 
de  révolution  autour  de  l'axe  dont  nous  venons  de  donner  les 
équ.;  c’est  ce  qu’on  reconnaît  bientôt  en  transportant  l’origine 
au  centre  du  cercle.  (Voy.  Annales  de  Math.,  t.  II.) 

685.  L’ëqu.,  une  fois  dégagée  des  trois  rectangles  , est  telle 
que 

Æs*  4 mj-’-j-  nx1  + qx-\-  efjr  + (f  z = h . . . (5) . 

Chassons  les  termes  de  première  dimension , en  transpor- 
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tant  l’oiigiiie  (a0  676)  : il  est  clair  que  ce  calcul  sera  possible , 
excepte  si  l’équ.  manque  de  l’un  des  carrés  a?’,  y%,  z 5 : nous 
examinerons  ces  cas  à part  ; il  s’agit  d’abord  de  discuter  l’équ. 

/*zfl  -f-  my*  -f-  nx'  — h. . , (6). 

Toute  droite  passant  par  l’origine , coupe  la  surface  en  deux 
points,  à égales  distances  des  deux  paris  , puisque  l’e'qu.  reste 
la  même  après  avoir  changé  les  signes  de  x,  y et  z : l’origine 
étant  au  milieu  de  toutes  les  cordes  menées  par  ce  point,  est 
un  Centre  ; la  surface  jouit  donc  de  la  propriété  d'avoir  un 
centre , toutes  les  fois  que  la  transformée  ne  manque  d'aucun 
des  carrés  des  variables. 

Nous  prendrons  toujours  n positif  : il  reste  h examiner  les 
cas  où  k et  m sont  positifs , ou  négatifs , ou  de  signes  différens. 

686.  Si,  dans  l’équ.  (6) , /•,  m et  n sont  positifs , il  faut  que 
h le  soit  aussi , sans  quoi  l’équ.  serait  absurde  et  ne  représente- 
rait rien  ; et  si  h est  nul,  on  a x=d,  y~  0 et  z — o à la  fois 
(n°  113),  et  la  surface  n’est  qu’un  seul  point.  ? 

Mais  quand  h est  positif,  en  faisant  séparément  x,  y ou  5 
nul, on  trouve  deséqu.  à l'ellipse,  courbes  qui  résultent  de  la 
section  de  notre  surface  par  les  trois  plans  coordonnés.  Tout 
plan  parallèle  à ceux-ci  donne  aussi  des  ellipses,  et  il  serait 
aisé  de  voir  qu’il  en  est  de  même  de  toutes  les  sections  planes 
(n°  679)  : c’est  pour  cela  que  ce  corps  a le  nom  d 'Ellipsoïde. 
Les  longueurs  A,B>C  des  trois  axes  principaux  s’obtiennent  en 
cherchant  les  sections  de  la  surface  par  les  axes  des  ar.^ct  z, 
savoir,  hC1  = h , mB*-s=h  , nA'  =s  A;  éliminant  A,  m et  n de 
l’équ.  (6). 


Z*  Y2  X2 

— -4-  - 4*  — - — 1 

O1”  ' A? 


A' B- z’  -f-  A-  C'y7  + B‘  C'x%z=.  A'B'C1-, 


telle  est  l’équ.  de  l'ellipsoïde  rapporté  à son  centre  et  à ses  trois 
axes  principaux.  On  peut  concevoir  cette  surface  engendrée 
par  une  ellipse  tracée  dans  le  plan  xy,  mobile  parallèlement  à 
elle-même,  pendant  que  ses  deux  axes  varient,  cette  courbe 
glissant  le  long  d’une  autre  ellipse  tracée  dans  le  plan  xz.  Si 
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deux  des  quantités  A , B,C  sont  égales , on  a un  ellipsoïde  de 
révolution  ; si  Ax=  C,  on  a.  une  sphère; 

f 

687.  Supposons  k négatif,  m et  h positifs , ou 

kz*  — my1 — nx*  = — h. 

En  posant  x ou  y nul,  on  reconnaît  que  les  sections  par  les 
plans  de  yz  et  xz  sont  des  hyperboles,  dont  l’axe  des  z est 
le  a'  axe  : les  plans  menés  par  l’axe  des  z donnent  cette  même 
courbe;  on  dit  que  la  surface  est  un  hyperboloïde.  Les  sections 
parallèles  au  plan  de  xy  sont  toujours  des  ellipses  réelles,  où 
A,B  — 1 désignant  les  longueurs  comprises  sur  les  axes, 
à partir  de  l’origine;  l’équ.  est  ta  même  que  ci-dessus,  au  signe 
près  du  i*r  terme,  qui  devient  ici  négatif. 

688.  Enfin  , quand  k et  h sont  négatifs , 

v — kz‘  -f-  my' -f-  nx1  =s — h, 

tous  les  plans  qui  sont  menés  par  l'axe  desz  coupent  ta  surface 
selon  des  hyperboles  , dont  l’axe  des  z est  le  premier  axe;  le 
plan  xy  ne  rencôntre  pas  la  surface , et  ses  parallèles,  au-delà 
dedeux  limitesopposées,  donnent  des  ellipses.  On  a un  hyper— 
boloide  à deux  nappes  autour  de  l’axe  des  z.  L’équ.  en  A,  B , 
' C est  encore  ta  même  que  ci-dessus,  excepté  que  le  terme  en  z’ 
est  seul  positif. 

68g.  Lorsque h=zo,  on  a,  dans  ces  deux  cas,  kz,~my'-\rnx\ 
êqu.  (T un  cône,  qui  est  à nos  hypcrboloïdes  cejquc  les  asymp- 
totes étaient  à l’hyperbole.  {Voy.  p.  3oo.) 

11  resterait  à traiter  le  cas  de  k et  m négatifs;  mais  il  se  ré- 
duit aune  simple  inversion  dans  les  axes,  pour  le  ramener  aux 
deux  précédons.  L’hyperboloïde  est  à une  ou  deux  nappes  au- 
tour de  l’axe  des  x,  selon  que  h est  négatif  ou  positif. 

6go.  Quand l’cqu.  (5), est  privée  de  l’un  descarrés,  de..r’  par 
ex.,  en  transportant  l’origine,  on  peut  dégager  cette  équ.  du 
terme  constant,  et  des  irc’  puissances  de  y et  z,  savoir, 

kz*  -f-  my'  — hx. 
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Les  sections  par  les  plans  des  xz  et  xy  sont  des  paraboles  tour- 
nées dans  un  sens,  ou  dans  le  sens  oppose',  selon  les  signes  de 
k,  m et  hf  les  plans  parallèles  à ceux-  ci  donnent  aussi  des  pa- 
raboles. Les  plans  parallèles  auxj'Z  donnent  des  ellipses , ou  des 
hyperboles , selon  le  signe  de  m.  La  surface  est  un  parabolo'ide 
elliptique  dans  un  cas,  hyperbolique  dans  l’autre;  k = m 
lorsque  le  parabolo'ide  est  de  révolution. 

691 . Quand  As=o,  l’e’qu.  a la  forme  a’z2  :t  b' y 3 = o,  selon 
les  signes  de  k et  m.  Dans  un  cas  ,011  a z — o et  y — o , quel 
que  soit  x ; la  surface  se  réduit  à Taxe  des  x : dans  l’autre, 
(az  -f-  by) . (az — by)  =0  indique  qu’on  peut  rendre  à volonté 
chaque  facteur  nul  : ainsi , l’on  a le  système  de  deux  plans  qui 
se  croisent  selon  l’axe  des  x.  * 

69a.  Lorsque  l’équ.  (5)  est  privée  de  deux  carrés,  par  ex., 
de  xa  et  y*,  en  transportant  l’origine  parallèlement  aux  z,  on 
réduira  l’équ.  à 

*»*  + PI  + q*=^h. 

Les  sections  par  les  plans  menés  selon  l’axe  des  z sont  des  pa- 
raboles. Le  plan  xy  et  ses  parallèles  donnent  des  droites  qui 
sont  parallèles  entre  elles.  La  surface  est  donc  un  cylindre  à 
base  parabolique  (n°  660). 

Si  les  trois  carrés  manquaient  dans  l’équ.  (5),  elle  serait  celle 
d’un  plan. 

6g3.  Il  est  bien  aisé  de  reconnaître  le  cas  où  la  proposée  (1) 
est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels  ; ceux  où  elle  est 
formée  de  carrés  positifs,  qui  se  résolvent  en  deux  équ.,  repré- 
sentant la  section  de  deux  plans;  enfin  ceux  où,  étaut  formée 
de  trois  parties  essentiellement  positives,  elle  est  absurde.  Tout 
ceci  est  analogue  à ce  qu’on  a dit  n0,453  et  $5g. 
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Définitions , Théorème  de  Taylor. 

6<)4-  Plus  une  branche  de  connaissances  embrasse  d’ohjots 
ef  reçoit  d’applications  diverses,  et  plus  il  est  difficile  d’en 
donner  une  définition  exacte  qui  permette  d’en  concevoir  toute 
l’étendue,  et  comprenne  tous  les  sujets  que  l’on  peut  y ratta- 
cher. Cette  partie  de  la  haute  analyse,  qu’on  nootme  Calcul 
différentiel , s’applique  à des  questions  si  variées,  que  nous 
n’en  pouvons  exposer  la  nature  sans  faire  d’abord  quelques  ob- 
servations préliminaires. 

Étant  donnée  une  é(\n.y=f  (x)  entre  deux  variables  x et  jr1 
qu’on  peut  regarder  comme  représentée  par  une  courbe  plane 
BMM'  (fig.  4o)  rapportée  à deux  axes  coordonnés  rectangu- 
laires Ax,  Ay , on  comprend  que  si  l’on  attribue  à l’abscisse  x 
une  suite  de  valeurs  quelconques,  d’où  l’on  tirera  celles  des 
ordonnées  correspondantes  j", on  aura  une  série  de  points  M,  M' 
de  la  courbe;  mais  que  ces  points  seront  séparés  les  uns  des 
autres  par  un  certain  intervalle,  quelque  voisines  qu’on  sup- 
pose les  valeurs  de  x.  Ainsi,  dans  cet  état  l’équation  y=xfx 
n’exprime  pas  qu’il  y ait  continuité  entre  les  points.  Cette  re- 
marque peut  être  faite  pour  toute  équ.  entre  3 ,i[ . . . variables. 
Voyons  si  l’analyse  ne  peut  pas  fournir  quelque  artifice  propre 
à manifester  la  continuité  dans  les  fonctions.  - 

Prenons  pour  exemple  l'équ.  jr  —ax^  yl/x*  4-  c.  Si,  apres. 
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avoir  considéré  le  point  M , qui  a pour  coordonnées  x et  j, 
nous  voulons  prendre  un  autre  point  M'  pour  le  comparer  au 
Ier,  en  nommant  x + h et  y + k ses  coordonnées  AP' , P'M\ 
on  aura  JT~\-  A=a(r+.A)3  + £(x-f.  hy  + c,  et  développant 

J-\-k  — (ax’-f-  ùx*-f-c)  -f  (3ox*4-2^x)A-f.  (3 ax~p  b^-^-ah6. 

Or,  le  coefficient  delà  i r*  puissance  de  h , savoir  3 ax‘  -f-  aùx , 
est  déduit  de  la  fonction  proposée,  en  porte  l'empreinte,  et  ne 
convient  qu’à  elle;  de  plus  ce  coefficient  est  indépendant  de  h, 
qui  est  la  distance  PP'  des  extrémités  des  deux  abscisses,  et 
qui,  par  suite,  mesure  l’intervalle  des  deux  points  de  la  courbe  : 
donc  ce  coefficient  est  composé  de  manière  à exprimer  qu’on 
considère  deux  points  de  la  courbe  aussi  rapprochés  qu’on 
veut,  et  par  conséquent  que  la  fonction  est  continue.  Les  coef- 
ficiens  de  ù3  participent  à cette  propriété.  De  là  on  tire  que 
toutes  les  fois  qu’une  question  proposée , de  quelque  naître 
qu’elle  soit,  reposera  sur  la  noliou  de  continuité , les  coef- 
ficiens  des  puissances  de  h dans  le  développement  de  cette 
fonction,  où  x est  remplacé  par  x -{-h,  convenablement  com- 
binés et  analysés,  pourront  résoudre  le  problème. 

Raisonnons  de  même  sur  le  cas  général>/s=  f{x)  : le  signe/- 
représente  ici  une  fonction  quelconque  de  x.  Si  l’on  remplace 
x par  x-j-A,  et ^ par  7 -f-  k,  on  aura  l’équ.  jy-f-  k z=f(x-\-h): 
il  s’agit  maintenant  de  développer  f(x-\~h)  de  manière  à 
mettre  en  évidence  les  ternies  affectés  des  différentes  puissances 
de  h.  Ce  calcul  sera  soumis  à la  nature  de  la  fonction/-,  et  nous 
verrons  bientôt  comment  on  peut  l’effectuer  pour  chaque  forme 
de/-  : contentons-nous  défaire  remarquer  ici  que  si  l’on  prend 
h —o,  ce  qui  suppose  k-=.o,  et  fait  coïncider  le  a*  point  avec 
le  itr,  tous  les  termes  où  A est  facteur  devront  disparaître  dans 
le  développement  dont  il  s’agit  de  f(x  -f-  h) , en  sorte  qu’il  ne  j 

restera  que  le  seul  i"  terme,  qui  par  conséquent  doit  être  f (x), 
ou  j-.  On  voit  aussi  que  h ne  peut  être  affecté  d’aucun  expo- 
sant négatif,  car  s’il  existait  dans  f(x  -f-  h)  un  terme  tel  que 
M 

Mbr*,  lequel  équivaut  à — , en  faisant  h nul , ce  terme  deve- 
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riant  infini,  on  ne  retrouverait  plus  y'(x).  11  suit  de  là  que 

f(x  -J-  h)  doit  se  développer  de  cette  manière 

f(x+li)  — fx  -f-  une  suite  de  termes  dont  h estjaclcur  à diffe- 
rentes puissances  positives. 


6g5.  Mais  on  peut  voir  qu’en  general 

f(x  + h)  = f(x)+/h  +*h...  (i), 


savoir,  outre  le  terme  fx,  dont  on  vient  de  prouver  l’existence, 
i°.  un  tcrme^'/i  contenant  la  rr'  puissance  de  h multipliée  par 
une  fonction  de  * seul,  que  nous  désignons  parj'*,  et  2°.  un 
ensemble  d’autres  termes  où  h entre  à des  puissances  supé- 
rieures à la  i",  et  que  nous  désignons  par  ah  ; a étant  fonction 
de  x et  de  h,  et  admettant  encore  le  facteur  h à quelque 
puissance  positive. 

Pour  prouver  celte  proposition,  qui  sert  de  base  à tout  le 
calcul  différentiel , menons  une  taugcnle  Tll  au  point  M(x,y) 
de  la  courbe  BMM'  dout  l’équ.  est  je  = fx.  On  sait  que  cette 
droite  s’obtient  en  menant  par  ce  point  M une  ligne  quel- 
conque SMM' , appelée  sécante,  et  la  faisant  tourner  autour  du 
point  M jusqu’à  ce  que  les  points  M et  M'  de  section  coïnci- 
dent ensemble.  Faisons  par  analyse  cette  opération  géomé- 
trique. En  changeant  x en  .r+  h,  et  y enj'-f-Æ,  pour  consi- 
dérer un  second  point  M'  de  la  courbe,  nous  aurons 

j y k=f(. r-f-  h)  pour  l’ordonnée  P' M' ; on  a 

MQ  — h,  P’ M‘~ f (x  + h),  M'Q  = k , 
ou  kxz.p'M'  — PM —f  (x  + h)  - f {x), 

d’où  le  triangle  rectaugle  MM' Q donne 


tang  M'MQ 


— MLÇ —k  — — /(-r) 

~~MQ~h~  h 


Pour  eu  déduire  la  direction  de  la  tangente  cherchée  TM,  il 
faut,  dans  cette  expression , faire  h nul,  afin  d’exprimer, que 
M'  se  rapproche  de  M jusqu’à  coïncidence,  ha  valeur  de 
tang  HMQ  est  donc  ce  que  devient  le  dernier  membre  ci- 
dessus,  lorsqu’on  y pose  h — o.  Et  puisque  la  direction  cher- 
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cbée  de  la  tangente  dépend  du  point  M , il  est  clair  qu’on  doit 
trouver  une  fonction  de  x pour  résultat  ; nouunons-la  j--'. 

De  la  résulte  que  la  valeur  de  ce  dernier  membre  doit  être 
formée  de  deux  parties;  i°.  du  terme  f , qui  est  indépendant 
de  h ; 2°.  d’autres  termes  dont  h est  facteur  à diverses  puis- 
sances positives,  et  qui  disparaissent  lorsqu’on  pose  h=o. 
Désignons  ces  termes  ensemble  par  »,  qui  est  une  fonction  de 
x et  de  h,  et  nous  aurons 


h 


y- — (2), 


équation  qui  revient  à celle  ci-dessus  (i),  en  chassant  le  déno- 
minateur h et  transposant  f(x).  Pour  que  ce  raisonnement  ne 
fût  pas  exact,  il  faudrait  que  le  point  (x,y)  que  nous  avons  pris 
sur  la  coUrbem’eût  aucune  tangente , ce  qui  ne  saurait  arriver 
que  dans  certains  cas  spéciaux  , où  en  effet  le  calcul  différentiel 
présente  des  résultats  obscurs  : mais  tant  qu’on  se  tient  dans 
des  généralités  qui  laissent  a:  quelconque,  on  est  assuré  que 
l’équation  (i)  est  toujours  vraie. 


6g6.  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  f,  on  est  donc 
certain  que  l’expression  f {x  -f-  h)  est  susceptible , par  des  cal- 
culs convenables,  d’être  développée  en  plusieurs  termes  , dont 
le  i"est  la  fonction  proposée  f (x)  ; le  2e  un  terme  y h qui  ne 
renferme  h qu’à  la  ir*  puissance  et  est  facteur  d’une  fonction 
de  x-,  enfin  d’autres  termes  compris  dans  la  forme  ah,  qui  tous 
contiennent  le  facteur  h à quelque  puissance  plus  élevée  que 
un,  c’est-à-dire  h=  o donnant  «=  o. 

Le  second  terme  y' h a pour  coefficient  y une  fonction  de  x, 
qui  est  essentiellement  résultante  de  la  proposée jr,  ou  fx-,  et 
de  plus,  comme  elle  est  indépendante  de  h,  elle  est  propre  à 
exprimer  que  la  fonction  y est  continue,  puisqu’elle  provient 
de  ce  qu'on  considère  à la  fois  deux  points  d’une  courbe  aussi, 
voisins  qu’on  veut.  Ce  facteur  de  la  i"  puissance  de  h est  ce 
qu’on  appelle  la  dérivée  ou  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion j- : on  l’exprime  aussi  par  f\x).  (Jr.  p.  75.) 
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La  fonction  * est  elle-même  susceptible , comme  on  va  bien- 
tôt le  dire,  de  se  développer  en  plusieurs  termes,  procédant 
selou  les  puissances  d e A,  et  dont  chaque  coefficient  peut, 
aussi  bien  quej'',  exprimer  la  continuité  dans  p • mais  comme 
on  verra  que  ces  coefficiens  dépendent  de  p\  cette  remarque 
n’affaiblit  eu  rien  notre  conséquence  ; seulement , selon  les  pro- 
blèmes, on  peut  être  conduit  à préférer  tel  ou  tel  de  ces  coef- 
ficiens pour  cet  objet. 

697.  On  voit,  dans  l’équation  (a),  que  plus  A décroît,  et  plus 
a devient  petit,  jusqu’à  être  nul  quand  A devient  zéro  : on  en 
tire  cette  conséquence,  qui  donne  même  souvent  un  excellent 
procédé  de  calcul  pour  déduire  la  fonction  f'{x)  (le  f (r) , que 
la  dérivée  y'  d’une  fonction  est  ce  que  devient  le  ter  membre 
de  l’équation  (a)  lorsqu’on  rend  h nul  ; c’est-à-dire  que  la  dé- 
rivée y , ou  le  coefficient  différentiel  cT une  fonction  y,  est  la  li- 
mite du  rapport  de  l’accroissement  de  celle  fonction  y à celui  de 
la  variable*  ; en  effet,  le  nuiijérateur/’(x_f*  h) — f(x)  est  l’ex- 
cès de  la  fonction  variée  sur  la  fonction  primitive,  et  le  déno- 
minateur est  l’accroissement  h attribué  à x.  {V op.  ce  qu’on  d 
dit  a"  ii  3 sur  les  limites.) 

698.  L’origine  du  mot  différentiel  est  utile  à connaître.  Puis- 
que, dans  l’équation  (2),  le  terme*  est  aussi  petit  qu’on  veut 
avec  A,  tandis  que.?-',  qui  est  indépendant  de  A,  reste  cons- 
tant, il  est  clair  que  plus  h sera  petit,  plus  le  2e  membre  ap- 
prochera de  se  réduire  » p'  -,  ainsi  la  différence  f(x  -j-  A) — f{x) 
se  réduit  hp'h,  pour  des  valeurs  de  A très  petites;  et  comme 
y h est  la  différence  entre  la  fonction  variée  et  la  fonction  pri- 
mitive , on  a appelé  y' h une  petite  différence , ou  une  différen- 
tielle. Et  même  Leibnitz,  inventeur  de  ce  calcul , ayant  dési- 
gné par  le  signe  d un  accroissement  infiniment  petit  attribué 
à une  variable , dp  et  dx  ont  été  des  symboles  destinés  à rem- 
placer les  lettres  A et  A ci-dessus,  et  l’on  a eu p dx  (au  lieu  de 
p' h)  pour  la  différentielle  d ep,  savoir  dp  =.p‘dx.  Cette  nota- 
tion est  reçue  dans  le  genre  de  calcul  dont  nous  exposons  les 
principes.  La  dérivée  ou  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc - 
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I 
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4 a <iy  a*  • 

lion  y=sf  {x),  est  y' , ou  f '(x),  ou  j-  ; c'est  /e  coefficient  du  2' 

terme , ou  de  la  ire  puissance  de  h dans  le  développement  de 
la  fonction  variée  f ( x — f-  1j  ) y ou  la  limite  du  rapport  de  l’ac- 
croissement de  la  fonction  f(x)  à celui  de  la  variable  x;  ou  en- 
fin le  coefficient  de  la  différence  infiniment  petite  dy  = y'dx, 
qu'on  trouve  lorsque  x croît  de  dx. 

En  attachant  au  mot  dérivée  l’acception  précédente,  nous 
pouvons  définir  le  calcul  différentiel  ; une  branche  de  haute 
analyse,  dans  laquelle  on  recherche  les  dérivées  de  toutes  les 
fonctions  proposées , on  assigne  leurs  propriétés  particulières, 
et  Von  applique  ces  dérivées  aux  problèmes  dans  lesquels  la 
continuité  des  fondions  est  une  des  conditions  essentielles. 

Regardons  l’expression  y'  connue  connue,  lorsque  fx  est 
donné;  puisque  j-'  est  une  fonction  de  x,  elle  est  susceptible 
de  varier , et  d’avoir  à son  tour  une  dérivée , que  nous  désigne- 
rons par  y”\  de  même,  la  dérivée  dey"  sera  ÿ“,  celle  de  j'"' 
sera  y" , , . On  conçoit  donc  ce  qu’011  entend  par  les 'dérivées 
de  premier,  de  second,  de  troisième  ordre . . . 

69g.  Nous  ne  savons  pas  encore  comment  x et  h entrent  dans 
a (équ.  2)  ; voyons  à développer  cette  fonction.  Représentons 
jé  -f  «par  P ; cette  équ  deviendra 

/(x-f h)— /x ■+•  Ph=y  + Ph (3). 

Posons  x z,  d’où  li  = z — x,  fz=y  + P(z — x). 

Or  P,  qui  était  fonction  de  xet  de  h,  l’est  actuellement  de 
x et  z ; ces  variables  sont  indépendantes,  puisque  leur  diff.  h 
est  arbitraire.  On  peut  donc  regarder  z comme  un  nombre  cons- 
tant donné  , et  faire  varier  x seul  (avec,?-  et  P qui  contiennent 
x).  Changeons  donc  x en  x -J- 1 dans  la  dernière  équ.  i°.  f z ne 
changera  pas;  2 °.y  deviendra  y -f- y'i  -f-  fii ; 3°.  P(z  — x)  sc 
changera  eu  ( P -f-  P’i  + yi)  (z  — x — i).  Ne  conservons  dans 
toute  l’éqn.  que  les  coefüciens  des  termes  où  i est  au  ter  degré, 
savoir  - 

o =a fi  — Pi  -f-  P'i{z  -r)+...., 
d’où  P —y'  4-  P\ z — x)  -f . . . (4)- 

C 

V 
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Traitons  cette  équ.  comme  la  précédente.  Le  changement  de  x 
en  x -f-  * donne  P' —y”  — P'  P"  {z—x). , d’où 


aP'  =f>  + P"{z-x)...  (5); 
de  meme  3 P"  = y”  -f.  Pm{z  — x). . . 

. 4p*=^,,+p,,(2— x)... 


Éliminons  P,P',P“, . . . des  équ.  (3),  (4),  (5). . . puis  rétablis- 
sons h au  lieu  de  z — x , et  nous  aurons 


/(• + *) = r +✓*  +•*?+ 


2.3 


+-5X4  + 


{A): 


c’est  la  formule  appelée  Théorème  de  Taylor,  du  nom  du  cé- 
lèbre géomètre  qui  l’a  découverte. 

Par  le  théorème  (i) , toute  fonction  fx  était  décomposée  en 
y -f-  y h -{‘•h,  la  3'  partie  «A  renfermant  tous  les  termes  où  h 
a une  puissance  supérieure  à la  première  > maintenant  nous 
connaissons  la  composition  de  ces  derniers  termes. 

Tout  cela  est  conforme  à ce  qu’on  a exposé  n°  5ay  ; mais  ici 
fx , qui  désignait  alors  un  polynôme  rationnel  et  entier  , re- 
présente une  fonction  quelconque  de  x. 

Il  est  donc  démontré  que  lorsqu’on  attribue  àxun  accrois- 
sement h dans  une  fonction  quelconque  fx , la  série  ( A) , dé- 
veloppement de  f(x  -j-  h) , ii  a que  des  puissances  entières  cl 
positives  de  h,  du  moins  quand  x conserve  une  valeur  indéter- 
minée (n°  695).  Cette  série  {A)  sert  à trouver  ce  développe- 
ment, toutes  les  fois  qu’on  sait  tirer  de  fx  les  dérivées  succes- 
sives fx , fx. . . , ou  y',  y"... 

Par  ex.,  soit y = xm,  on  en  iirey'  —nix”~’ , puisque  tel  est 
le  coefficient  de  h1  dans  le  développement  de  (x-f-A)"1.  De  même 
j-"—  m(m — i)xm— 1,y*=m(m — 1)  (m— 2). r "-3,  etc.  Donc  eu 
substituant  dans  l’équ.  (A),f{x-\-h)  devient  (x-f-A)m,  et  l’on 
retrouve  la  série  de  Newton  (p.  1 1).  11  suffit  donc  de  savoir  que 
le  terme  de  (x  -f  h)ü>  est  mxm~‘h,  pour  en  avoir  le  dévelop- 
pement total,  quel  que'soit  l’exposant  m. 

Nous  avons  appris,  page  233  et  suiv-,  à développer  diverses 
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fonctions  en  séries  : comme  ia  recherche  de  ces  expressions  est 
une  application  simple  des  principes  du  calcul  des  dérivations, 
nous  les  tirerons  de  la  formule  de  Taylor,  en  suivant  les  règles 
de  ce  calcul:  nous  ne  ferons  donc  aucun  usage  de  ces  séries 
avant  de  les  avoir  démontrées  de  nouveau. 

, • 'V.'’  ; 

Règles  de  la  différentiation  des  Fonctions  algébriques. 

700.  La  manière  dont  la  dérivée  y'  est  composée  en  x,  dé- 
pend de  la  fonction  primitive^,  et  eu  porte  l’empreinte.  Il 
faut,  pour  chaque  fonction  proposée,  savoir  former  cette  déri- 
vée : c’est  ce  qu’on  obtient  par  deux  procédés.  Le  1er  résulte  de 
la  définition  même,  exprimée  par  l’équ.  (1). 

On  changera  x en  x-)-h  dans  la  Jonction  proposée  fx,  et 
l'on  exécutera  les  calculs  nécessaires  pour  mettre  en  évidence  le 
terme  ajjectè  de  la  ire  puissance  de  h:  le  coefficient  de  ce  terme 
est  la  dérivée  cherchée  y',  on  fx. 

701.  Lé  second  procédé  est  fondé  sur  la  propriété  deslimites, 
n°  697.  Après  avoir  changé  x enx  +/»,  on  retranchera  la 
fonction  proposée,  et  l’on  divisera  par  h,  afin  de  composer  le 

" rapport^'  -f-  • , de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de  la 
variable  : puis  faisant  décroître  h indéfiniment,  on  cherchera 
la  grandeur  vers  laquelle  ce  rapport  tend  sans  cesse,  c.-à-d. 
qn’on  en  cherchera  la  valeur  dans  le  cas  de  h = 0 : cette  limita 
sera  y. 

Mais  il  convient  de  composer  des  règles  pour  chaque  espèce 
de  fonction , afin  d’être  dispensé  d’appliquer  directement  ces 
procédés,  dans  les  divers  exemples  qu’on  rencontre  : ces  règles 
donnent  la  dérivée  pour  chaque  cas,  sans  qu’il  soit  nécessaire 
de  fai  re  des  raisonnemens  spéciaux  ; on  opère  alors  comme  lors- 
qu’on fait  une  multiplication,  une  extraction  de  racines,  ou 
tout  autre  calcul  algébrique.  , . 

702.  Soitj-  = A -}-  Du  — Cl. . . ; A*,B,C étant  des 

constantes  ; u , t . . . des  fonctions  dex.  Pour  obtenir  la  dérivée, 
appliquons  la  première  règle.  Er.  mettant  x -}-  h pour  x,  A 11c 


; 

î 


I 


i 
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change  pas,  Bu  devient  B(u  + u'Jt  + ah) , Ci  est  change  en 
C(t-t-i'h  -f-  /SA)  ; ainsi  la  fonction  variée y (x  -f-  A)  est  ici 


Y=z{A+  Bu  — Ct...)  + (Bu’~  Cf...  )h  + Bxh  — Cflh... 

Donc,  /=Biï — C( ...  La  dérivée  d’un  polynôme  est  la 
somme  des  dérivées  de  tous  les  termes,  en  conservant  les  signes 
et  les  cocfficiens  : les  termes  cons  tans  ont  zéro  pour  dérivée. 

Ainsi,  y — a'—x’‘  donne  y'  = — 2X. 

Y — i — 5x — 3x3  donne  y'=8x — 5 — gx *. 

7o3.  Pour  jt—u  Xt,  u et  t étant  fonctions  de  x : mettant 
.r  -j-  h pour  x,  jl  vient  f(x-\-h)  ou 

Y—{u  + uh-\-«h)  X (l  + éhy/Sh), 

y=u’i  + ut. 

Demème,7  =B.t.v,  en  faisant  t.v=z,  devient y—u.z\ 
d’ où  j'  =«' z-t-uz‘  : mais  aussi  z = t'v-\-  tv  ; donc 

y — lvu'-f-  tuv  - f-  uvé. 


Ainsi  la  dérivée  d’un  produit  est  la  somme  des  dérivées  prises 
en  regardant  successivement  chaque  facteur  comme  seul  va- 
riable. Notre  démonstration  s’étend  à 4>5. . . facteurs. 

i/=(a-}-x)  (a — *)  donne  f — (a — x)  i — (a-f-x)i,  puis- 
que-}- i et  — i sont  les  dérivées  des  facteurs;  ou  y'  — — ax. 

y — (a  -f-  bx)xi  donne  y'=bxi-f  3x’(a  -)-  bx). 

704.  z et  u étant  des  fonctions  identiques  de  je,  changeons  x 
en  x h dans  z = u ; nous  aurons 


z -f- z h +•«/»=«  + u' h -f-ÆA. 


Donc  z = u'  (n°  6 16)  ; de  même , on  a z"  = «",  z"  — u" 

Donc,  deux  fondions  identiques  ont  aussi  leurs  dérivées  iden- 
tiques pour  tous  les  ordres. 


puis 


7o5.  Soit  y = p on  en  tire  ty  = u ; d’où  y t -\-yt’  = u'* 
u—yt 


ut — ut 


y = 


ou  y — ■ 


V 


f 

( •• 
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La  dérivée  d’une  fraction  est  égale  à celle  du  numérateur, 
moins  le  produit  de  la  fraction  proposée  par  la  dérivée  de  son 
dénominateur , cette  différence  divisée  par  ce  dénominateur. 

706.  Ou  bien , est  égale  au  dénominateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  numérateur,  moins  le  numérateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  dénominateur,  cette  différence  divisée  par  le  carré 
du  dénominateur. 


On  peut  encore  tirer  ces  règles  en  effectuant  la  division  de 
Y: 


u + ii  h -f  cth  u , tu — ut'  L , 
: t+fk+Qh T "*  ? 


d’oùjy'  =etc. 
Ainsi,  y~~- 


fl  + 5 bx7 


f — 


x7  , , i (2 — x)x 

• — .donner 

(3— xx)bxfn(a-\-\bx7)  (3 — xfx+o.a 


Z — ix  ’ J (3 — 2X)*-  (3 3*)* 

' jo 7.  Si  le  numérateur  u est  constant,  on  fera  u'=:o,  et  l’on 
aura  y'  = — ^ = — ~~  : la  dérivée  d’une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur est  constant,  est  moins  le  produit  du  numérateur  par 
la  dérivée  du  dénominateur,  divisé  par  le  carré  de  ce  dénomi- 


nateur. 

Par  ex. , 


4 i , 4.2X 

^ - donne  —, 


y = - 


i: 


^ X6  X 4* 


708.  Cherchons  maintenant  la  dérivée  des  puissances. 

1 a.Si  m est  entier  et  positif dansy~xm,  comme  arm=jr . xm~  ’, 
la  dérivée  relative  au  i*r  facteur  est  i.xm~ 1 ; d’après  la  règle 
des  produits,  il  en  faut  dire  autant  de  chacun  des  m facteurs  ; 
dont  ia  dérivée  est  y'  = mxm~'. 

Et  s’il  s’agit  de  y=zm,  z étant  une  fonction  de  x,  comme 
zm  — z.zm~'  la  dérivée  relative  au  1"  facteur  est  s'  ,zm~l  : clia- 
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cun  des  m facteurs  z donne  cette  même  quantité.  Donc  la  de- 
rive'e  est  y'  — mz"~'.z' . 

Par  ex.,  y = (a  -f-  bx  -f-cx*)m  =zm,  eu  faisant 

■ z = a -+•  bx  -f-  ex*  ; 

et  l’on  a 1 

z'=6  -)-  2cx,y=zmzm~'z'—m(a  -f-  bx  -f-cj'1)"1"'1  X (b  -f  2 ex). 

Pour  y=x\a  -f-  bx*) , en  faisant  a -f*  bx*=xz,  on  a z'=2bx  : 
et  par  la  règle  n°  703 , y — 3 x’z  -f- xVss  x*(3 a ■+-  5 bx'). 

Enfin,  y—  (a  + Ar)*;  011  ay=sz''  en  posant  n-{~^.r=z, 

d’où  z — b , y = 2zz'  = 2 b(a  -f-  bx). 

2“.  Quand  in  est  entier  et  négatif,  m — — n,  ely~zm~z~n, 

on  ayz=  — ; d’où,/= **  ‘ -,  en  vertu  delà  règle  110  707, 

Z Z' 

et  de  ce  qu’on  vient  de  démontrer , i°.  , 

Ainsi  y'  ~ — nz~a~' .z'  = mzm~ '.z'. 

« « , Va 

Pour  y , on  a y — 

xp’  */  x'”*-' 

P - 

3°.  Quand  m est  fractionnaire , m z=  on  a y~z  •/»  d’où 

f — zp,  en  élevant  à la  puissance  q : prenons  les  dérivées  des 
deux  membres  qui  sont  des  fonctions  identiques  dex(n°  704)  ; 
p et  q sont  ici  des  entiers  positifs  ou  négatifs  ; il  suit  des  deux 
cas  précédons  que  qy*~' . y' —pz*~' .z -,  comme  p = qm,  et 
y=zzm,  en  a ( voy . n®  710) 

qzmt~my'  — qmzim~ 1 . z'  ; d’où  y'  — mzm~'.£. 

Quel  que  soit  l'exposant  ni,  z étant  une  fonction  de  x,  la 
dérivée  de  im  est  donc  inzm_1 . z , z étant  une  dérivée  qu’on  tire 
dez=  fx.  Nous  ne  disons  rien  des  exposans  irrationnels  ou 
imaginaires,  qui  rentrent  dans  les  préce'dens. [Voy.  p.  16  ) Au 
veste  voici  une  démonstration  qui  embrasse  tous  les  cas. 


t 

: 
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70g.  Changeons  xen  .r-f-  h üansi/  = xm, 
Y = ( x 4 h)m  -=.y  + y h + etc.  ; 


d’°ù  ( - =(1  4- J)  =('+*)"=>  + + etc., 

en  divisant  tout  par  xm,  et  faisant  h—xz.  Or,  (1  4Z)“  est 
indépendant  de  x , puisque,  h étant  arbitraire,  2 est  quelconque, 
même  quand  on  détermine  x:  il  faut  donc  que  notre  dernier 
membre  soit  aussi  sans  x,  et  par  conséquent  le  second  ternie 

y?  • . 

en  particulier  ; d’où  = constante  ; c.-à-d.  quej-'  doit  être 

composé  en  a:,  de  manière  que  divisé  par  xm~l,  le  quotient 
soit  une  fonction  de  m,  telle  que  fm,  ou  y — xm~‘.fm. 
Déterminons  jrn.  Nous  avons 


(2+  h)m=x"  -\-hxm~'.fmyete. 

Donc  ( x -f-  h)n  = xn  4-  IIX*  ■ f n -{•  etc. 

(x  4-  hy+a  = xm-h'1 4-  Jixm+n~‘  .f{m  4-  n)  4-..., 


en  changeant  m en  n et  en  m -f-  n.  Mais  en  multipliant  les 
deux  ir"  équ.,  on  trouve  pour  produit  la  3e  équ.,  excepté 
qu’il  y a fm  +fn,  au  lieu  de  f(m  4 «)  : donc  ( note,  p.  29g) 


/(m  4-  n)  —fm  -\-fn. 

En  considérant  n comme  un  accroissement  de  m,  on  a 
f(m  4-  ri)  = fin  4*  n fm  4*  etc.;  partant,  fn—  nfm  4 etc.  ; 
et  puisque  le  ier  membre  est  indépendant  de  m,  le  2'  doit  aussi 
l’être,  savoir,  fm=  un  nombre  inconnu  a;  A’oùf"=fm=...—o, 

et  fn  = onj  d’où  fm  — am. 

11  s’agit  de  déterminer  la  constante  numérique  a.  Or,  on  a 


(x  4 h)m  ~ jrm  4 am  4-  h* . . . 

Faisant  m=i,24^  = 2 + ^a;<l’oùa:=i, 

Ainsi,  fm-=.m,  et  la  dérivée  est  y1  — mxm~' . 

Maintenant  pour  y — 2”,  où  z est  fonction  de  x,  on  a 
/(x 4 /i)=(z 4 Z h 4. . :s,47nam-'27i4. . . etf=mza-\z' . 


'1 


1 

! 


J 
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710.  Pour  y—ÿfz  ~zm  , ona 


J — -a 

m 


my/z"' 


c’est  la  formule  des  dérivées  des  fonctions  radicales. 
Pour_r=  y/(a  + 6x*)5,  on  faitz  = a+bx%  et  l’on  a 

y — *%  / — I z3-  •*'  = £ y/(a  ■+■  bx3).ibx. 


De 


même  y — y/x3  donne /=  -x 

5 


* 3 

û T | 

_ '»•*>  — . 


5 y/x* 


Comme  les  radicaux  du  2*  degré  se  rencontrent  plus  souvent, 
on  forme  une  règle  pour  le  cas  de  m ■=  2 ; y = y/z  donne 

y — ~~rz  • b*  dérivée  d’un  radical  carré  est  le  quotient  de  la 

dérivée  de  la  fonction  affectée  de  ce  radical,  divisée  par  le 
double  de  ce  même  radical. 

Par  ex.,  y = a + b\/x  — ^ donne/  = + 

Pour  y = (or3  -f-  b)'  -f-  2 (x  — b)  y/  ( a ’ — x*) , 

20* — 4x*  + 2bx 


on  a 


Enfin , y 


f=6ax*  (ax3  -f-  b)  -f- 

x 


' — * + l/(n‘/x») 
a1 


y/ (a* — x‘) 
donne 


^ V'(a’-t-xs).(ax,4-a’ — 2xy/a’-fx*) 

Si  l’on  eût  multiplié  haut  et  bas  la  fraction  proposée  par 


x / y/ (a1  + ■*“)  » on  aurait  eu 
x*  pc 


x*  x . . 2x  , a-t*2x* 

* ~~  â*  â*^a  *â*  n* y/(«’  + x’)’ 

71  i.Étantdonnéeune  fonction  compliquée /x,  supposons 
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qu’en  représentant  par  z une  partie  de  cette  fonction,  ou  t=Fx, 
la  proposée  devienne  plus  simple  et  exprimée  en  z seul , y=çz; 
on  a ces  trois  équ.,  dont  la  ire  résulte  de  l’élimination  des  z 
entre  les  deux  autres  : 


(t)y=fx,  (2)z  = Fr,  (3)  y — çz. 

Nous  allons  tirer  la  dérivée y de  ces  deux  dernières,  sans  nous 
servir  de  la  z*e.  Comme  il  y a deux  variables  x et  z,  notre  no- 
tation ne  suffit  plus  ; car  y'  ne  désigne  pas  plus  la  dérivée  de 
la  i"  équ.  que  celle  de  la  3e  ; cependant  x est  variable  dans 
l’une,  z dans  l’autre,  et  les  fonctions f e tf  sont  très  différentes. 
La  dérivée  de  y s’exprime  aussi  bien  par  dy  que  par  y'  (n°  698); 
et  puisque  la  dérivée  de  x est  x'  — 1 , ou  d.r-=  1 , nous  écri- 
(j  y 

rons  ■— -,  pour  marquer  que  la  dérivée  dey  est  prise  relative- 
ment à la  variable  principale  z.,  qui  reçoit  l’accroissement 
arbitraire  h.  On  appelle  dy  la  différentielle  de  y,  expression 
synonyme  de  dérivée , et  qui  n'en  différé  que  par  la  notation 
qui elle  suppose.  (V.  p.  329.) 

Changeant  xen  x-f -h  dans  (2),  et  désignant  par  k l’accrois- 

dz 

sement  dez,  Z — zz=A,onaA:=^-fe-J-...;  dès-lors  pour 

que  y devienne,  dans  l’équ.  (3),  la  même  quautité  Y , que  si 
l’on  eût  changé  xenx  -j-h  dans  (t),  il  faut  changer  z en  z-f-Æ, 
savoir , 


Y:=z<p{z-\-k)z=zy-{--^~k+. 


Le  coefficient  de  k est  ici  la  dérivée  de  y —<pz,  prise  comme 
siz  était  seule  variable  et  indépendante  de  x,  ce  qu’exprime 
notre  notation. 

Substituant  pour  k sa  valeur , on  a 

r-r  + z-  £*  + '“■ 
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i\y d y àz 

dx  dz  ‘ dx' 


Le  2'  membre  est  le  produit  des  dérivées  des  équ.  (a)  et  (3), 
c’est-à-dire  de  <pz  par  rapport  à z,  et  de  Fx  par  rapport  à x. 
ha  dérivée  d'une  fonction  de  z,  lorsque  2 est  fonction  de  x,  est 
le  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions. 

Il  est  inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  théorème , qui  a 
déjà  été  appliqué,  n°  708,  à la  dérivée  de  zm  ; il  nous  sera 
d’ailleurs  très  utile  par  la  suite. 

71a.  Il  peut  arriver  que  l’équ,  y=fx  soit  assez  composée 
pour  qu’il  soit  nécessaire  d’y  introduire  deux  variables  z et  it, 
représentant  des  fonctions  de  z ; alors  l’équation  proposée 
y — fx. . . (1)  résulte  de  l’élimination  de  z et  u entre  ces  trois 
équ.  données 

(2 )...z  = Fx,  (3)...u  = 4'X,  (4)..  .yy=<p(z,u). 

Il  s’agit  de  tirer  de  celles-ci  la  dérivée  de  la  première,  comme 
«si  l’on  eût  changé  x en  x 4-  A dans  l’équ.  (1).  Cette  transfor- 
mation faite  dans  les  équ.  (2)  et  (3),  donne  pour  les  accroisse- 
mens  k et  t qui  reçoivent  z et  11, 


, dz , . du 

k==dxh+ •••  l~dïh+- 


Changeons  donc  zeuï-f-f,  et  « en  u 1 dans  l’équ.  (4)  ; et 
comme  cette  partie  du  calcul  est  la  meme , soit  que  k et  i aient 
une  valeur  déterminée,  soient  qu’ils  restent  arbitraires,  z et  « 
y sont  traités  comme  des  variables  indépendantes.  Il  est  donc 
permis  de  changer  d’abord  z en  z + k sans  altérer  « ; puis  , 
dans  le  résultat,  de  mettre  u + » pour  u sans  faire  varier  z. 


(*)  Observez  que  les  ds  ne  s’entre-détruisent  pas  , parce  que  le  dz  qui  di- 
vise cl/  indique,  non-seulement  une  division,  mais  aussi  que  la  dérivée  ou 
différentielle  dy  est  tiréo  de  l’équ.  y—qz,  comme  si  l’accroissement  h était 
attribué  à z,  et  non  pas  àx;  alors  ds  cst=  1 : d’un  autre  cbtc,  le  multipli- 
cateur ds  indique  que  la  dérivée  de  s est  tirée  île  l’équ.  sx=  Fr,  x ayant  pris 
l'accroissement  h,  nu  dx™  1. 


54<J  CALCUL  D1FFÉREKT1EL. 

Ce  double  calcul  conduira  au  même  but  que  si  l’on  eût  fait  à 
la  fois  les  deux  changetnens. 

Mettant  z + k pour  z dans  y—q>  (x,u),  u est  assimilé  aux 

autres  constantes  de  l’équ.,  et  y devient  y -4*  ^ k + • • • • A 

reste  à substituer  ici  u + i pour  u.  Le  i*r  terme  y doit  alors 
être  considéré  comme  ne  contenant  qu’une  seule  variable  u,  et 
devient 


djr  . 


J r t 

Le  2e  terme  k est  pareillement  une  fonction  de  la  va- 
riable u\  mettant  u-\-i  pour  u , le  développement  commencera 
par  ce  même  premier  terme  ( n°  6g4  ),  eu  sorte  que  la  somme 
est 


du 


+ £*  + ... 


II  n'a  pas  été  besoin  de  considérer  les  termes  subséquens,  parce 
que  le  but  du  calcul  étant  de  trouver  le  coefficient  de  h,  les 

termes  t‘%  k',  ik donneraient  des  V...  Substituons 

donc  ici  les  valeurs  ci-dessus  de  k et  i ; nous  avons 


Le  coefficient  de  h est  la  dérivée  cbeichée,  comme  si  on  l’eût 
tirée  directement  de  l’équ.  proposée  y = fx , savoir, 


<1 r _ i]y  <iu 

dx  d«  ‘ dx  ”r 


d^  dz 
dz  'dx* 


La  remarque  de  la  note  précédente  s'applique  ici. 


7 1 3.  S’il  y avait  trois  variables  dans  la  fonction  transformée 
y=<p  (z,u,(),  il  suffirait  d’ajouter  an  2e  membre  un  3e  ternie 

1 . r d y d<  . . , 

de  meme  forme  . -r-  : et  ainsi  de  suite, 
dt  dx 


f " 
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Donc,  la  dérivée  d’une  fonction  composée  de  différentes 
fonctions  particulières , est  la  somme  des  dérivées  relatives  à 
chacune  , considérée  séparément  et  indépendamment  Vitne  de 
l'autre , en  suivant  la  régie  du  n°  7 n . Il  est  visible  que  les  dé- 
rivations des  produits  et  des  quotieus  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  ce  théorème  (n°*  703  et  707  ). 

a -f  bx  z . 

Soit  y = on  a y — —,  en  faisant 

J (1— x)a’  «* 

z=<j  -f-  bx , u = 1 — x ; d’où  z!  — b,u  — — 1 . 


La  dérivée  de  y,  u étant  constante , est  — j on  a- 


-2  zu 


pour  la 


dérivée  relative  à u,  par  les  règles  n®*  707  et  708,  20.  La  somme 

......  , , b , az  b+bx+va 

est  la  denvee  cherchée  : donc  y = — -) — ; = — - -r — . 

u u*  (1 — a:)3 

. (1 — a:’)* — (3 — 2x)x  za  — n ,. 

y = ; - = en  faisant 

J 4 — 5x  t ’ 


z—  1 — x’,h=3x — ax” , /=4 — 5x,z’= — 2x,  u'=3 — 4-r> l— — 5; 

prenant  les  dérivées  successivement,  en  ne  considérant  qu’un« 
variable  z,u,  ou  t,  et  ajoutant,  on  a 

î ... 

._  2zz'  u (z1 — u)( ’ _ j6x3 — i5x* — 7 

* "7  7 ï ‘ \f—5xf 

Lorsque  les  valeurs  qu’on  doit  égaler  à des  variables  z,u... 
ne  sout  pas  très  compliquées,  on  préfère  opérer  sans  le  secours 
de  cette  transformation  , en  la  supposant  tacitement.  C’est  ainsi 
qu’on  tire  de  suite  de 

y = (a  — 2X  -f-  x3)3,  y'  = 3(a — ax  -4-x3)’(3xa  — 2). 

7 14.  Après  avoir  trouvé  la  dérivée^',  eu  traitant  cette  fonc-  * 
tion  de  x selon  les  règles  qui  viennent  d’être  posées , on  en 
tirera  la  dérivée  du  2'  ordr ey" : celle-ci  donnera  ds  mèmey ", 
puisj'1’,  etc- 


. 
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Par  exemple,  v^ci"'  donne  y'  = x J,  y 
y*~  _ a . lx  '*  etc. , y*>  = ± 2 . 3 . . . nx-<"+'>. 


; 2X~\ 


i i -ï  ()  II 

De  même  y=  \/x—x'  donne y~-x  , y — — - • -x 


r~=  — 3-  x 
J a 


i.3  _î  , 

tx  1 > y 


' y)  =: 


a 2 
ï.3.5...  (2/i-3) 


24  ” ’ */  _T'  2"  V/X"*-1 

Pour  = x-,  on  a y — mxm~\  y"~m(m  — 
y(")  = m(m  — i)  (m  — a). . . (m— - n -f- 1 )•*"”*. 

■ji5.  Il  est  facile  maintenant  d’appliquer  le  théorème  de 
Taylor  ( A , n°  699)  à toutes  les  fonctions  algébriques,  c.-à-d. 
d’en  obtenir  le  développement  en  série , selon  les  puissances 
croissantes  de  h , lorsqu’on  y a changé  x en  x + h. 

I.  Soit  y = x~li  nous  venons  de  trouver  y,  y" Donc 

1 h ¥_  __  h' 

X +h~~X  X*  x1  X»+1-  ♦ 

Ce  développement  est  une  progression  par  quotient  (p.  234). 
jj  y = î_  = x , donne  de  meme 


-r» a1  / a'\,  «’Æ’  . 

h*  + v =— 7- +0  + f +-  • • 

III.  Pour  y = \/x\  on  trouve^' , y...  > et  substituant  dans  iC 
la  série  de  Taylor,  on  a 

h i.h1  i.3. 5. ..(20-3)  h" 

\/(x+h)=  1/^+7^  — î4]775 2n  ^/x3rt~l  '2.3.../I' 

IV.  En  général,  y=xm  donne  le  développement  de  la  for- 
mule de  Newton,  quel  que  soit  l’exposant  m. 


(. X + h)m  — xm  + mxm~‘  h + m 


m ■ 


-f-  m. 


m — 1 m 


m — n -+■  1 , . 

xm~n  h".  . 


Digitized  by  Golgle 


EXPONENTIELLES,  LOGARITHMES.  343 

Fonctions  exponentielles  et  logarithmiques. 

716.  Pour  avoir  la  dérivée  de  y =fx=a*,  suivons  la  règle 
du  n°  700  : il  vient 

f(x  -f  h)  = az+k  = e*.  ak  = a*  -f  y'h  -f-  etc.  (n°  6g5)  j 

y 

d’où  , en  divisant  par  ax,  a4  = 1 + —h  -+-  etc. 

Le  i'r  membre  de  cette  équation  étaut  indépendant  de  x,  le  2 , 
et  en  particulier  le  coefficient  de  h,  doit  aussi  l’être:  donc, 
y doit  être  composé  en  x,  de  telle  sorte  que,  divisé  par  a®,  le 
quotient  soit  une  constante  k , fonction  inconnue  de  la  base  a , 
y'  = kux.  Ainsi , 

y = ka*;  y"  = Pax,  f — *3«*,  . . • y™  = *"«x> 

, k*xa  , Pxk  . Px* 

.et  ax  = i+kx  + — + ~ 

d’après  la  formule  de  Taylor.  La  constante  k se  déteunine 
comme  au  n°6î5  : on  pose  x=i  ; puis,  dans  a~  1 k ... 

on  fait  k = 1 , et  l’on  désigne  par  e la  base  qui  correspond , 
e = 2,71^281828. . . Enfin,  on  pose  kx  = 1 dans  la  1"  série  ; 

le  2'  membre  devient  e , et  l’on  a a*  = e,  a = ek\  d où 


selon  que  le  système  des  log.  est  quelconque , ou  a pour  base  e , 
ou  enfin  a,  Les  notations  convenues  p.  s44>  sont  ici  employées, 
la  désigne  que  la  base  des  log.  est  e,  ou  qu  il  s agit  des  log. 
népériens,  etc.  En  un  mot,  le  Calcul  différentiel  reproduit  les 
séries  démontrées  ii0625,  et  par  suite  les  conséquences  qu  on 
en  avait  Criées.  » 

7 r 7.  Soit  y = a*,  z étant  une  fonction  de  x,  zxxfx  : la 
règle  n®  7 1 1 donne.y/  = ka* . z'=  a* . z'  1 a;  z se  tire  de  z =fx. 
La  dérivée  d’une  exponentielle  est  le  produit  de  cette  même 

€ 
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quantité  par  la  dérivée  de  l'exposant,  et  par  la  constante  K , 

qui  est  le  log.  népérien  de  la  base. 

y = e“*  donne ...  y — emt  .mz. 
y = a3l+l y - — n3l+l . 31a. 

Y s—  aVC^+O y'  — i).  — — — . 

7 7 \/(2X+l) 

718.  Pour  jrx=:  Log  x,  la  règle  n°  700  conduit  à 
Y = Log  (jt  4-  h)  — Log  x+y'h  -f-  etc. 

Log(x+ù) — Log  x=Log^ — - — J = Log(t  -f-z)=y'xz  ■+-  etc. 

en  posant  h —xz.  Observe*  , comme  n°  709,  que  z est  indépen- 
dant de  x,  puisqu’en  changeant  convenablement  l’arbitraire  h, 
z peut  demeurer  constant  lorsque  x varie.  Le  a*  membre,  et 
en  particulier  le  terme  y'  xz,  doit  donc  ne  pas  contenir  x ; y 
est  composé  en  x de  manière  que  le  produitj-'x  soit  une  cons- 
tante M,  yrx-=.M.  Ainsi,  C“°  7*4). 

, M . M m %M  a.3  M 

7 = =—?>  ^=-p’ 7 = — *-*••• 


Log  (x  + h)=  Log  x + m(^-~+  3^~-  • • •)’ 

Log  (1  -f  *)  = M(x—  l zi+ ). 

Quant  à la  valeur  inconnue  de  M,  elle  dépend  delà  base  a 
du  système.  Soit  t le  log.  de  1 -f  z,  a'—  1 -f-  z = 1 -f-Ai  -f-  - A“t3 . . . ; 

d’où  z—  kt  ( 1 + \kt ).  Substituant  dans  la  série  de 

Log  (1  -f  z),  nous  avons , en  supprimant  le  facteur  commun  t, 

i=ilfl(t+iJlt..'.)-iM>i(  )’... 

Cette  relation  doit  subsister,  quel  que  soit  t,  k et  M conservant 
leurs  valeurs  constantes.  Soi  t pris  * = 0,  d’où  t— o,  puis  1 =Mk\ 

d’où  m = * ==  log  e «£ , y = ~ 

11  estaisé  de  voir  que  M est  ce  que  nous  avons  nommé  le  mo- 
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dule  (p.  a45) , facteur  constant  dans  un  système  de  log.,  qui  sert 
à traduire  ceux-ci  en  log.  népériens,  et  réciproquement.  On  re- 
trouve donc  ici  les  mêmes  séries  et  la  même  théorie  que  précé- 
demment. 

719.  Soit  7=  Log  z,  z étant  une  fonction  de  x;  on  a fn°  711), 

^ _ z_ 

^ z * kz  zla‘ 

La  dérivée  du  log.  d'une fonction  est  la  dérivée  de  celle  fonction, 
multipliée  par  le  module  et  divisée  par  cette  même  fonction. 
Le  facteur  M est  1 , quand  il  s’agit  des  log.  népériens  (*). 

, /u\  , u Y tu' — uê 

r— Il  - 1 = lu  — 1/  donne  r = = „ 

J \tj  J ut  ut 

* a 

T - t , MnY 

jr=Logz"=nLogz...  j = — — -, 

x x , M 

y—  °8  

jr  = Log(x+l/i+x*)... 

r=n  /(Ÿl±E±^\  r,= 1 

r_  yi+*+\/~x  v>== — — 1 — 

v/r+^-i/7^’  J * \/i  - T - 

720.  Les  log.  servent  souvent  à faciliter  la  recherche  des  dé- 
rivées. 

I.  Soit  y = utvz. . . on  en  tire  1^  = lu  -)-  lt  -f-  le  -J-. . . ; 


’i 

* Â 

r-  . \ 


(*)  On  aurait  pu  tirer -la  dérivée  de  celle  des  exponentielles  :jr=za‘  donne 
/ m (e*.*')a  ; d’où  ï — ~~  = Réciproquement,  de  cette  dor- 

nièra  équ.  on  paut  déduire  la  précédente,  e.-à-d.  la  dérivée  y'  de  ar. 
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t 

V 


Multipliant  par  la  proposée , 


5/+6 

. y'  u'  i 

1 y u l v 

on  a y,  ce  qui  prouve  que  la  règle  n°  ^o3  est  vraie,  quel  que 
soit  le  nombre  des  facteurs.  s 

r'  h' 

II.  j-  = z'  donne  \y  = t.  lz,  — = J-G  lz. 

JT  2 


donc 


y = *•.(?- + 


III.  D eyzzza  ,'  on  tire  \y  = b*,  la,  y'  — a . b%.  s' la  1 b, 
tu 

I V .y  ■=.  z donne  ly  = tv\z  ; donc 


Fonctions  circulaires. 


721.  Cherchons  la  dérivée  dey  = sinx,  le  rayon  étant  i ; 
on  a sin  (x±.b)  = sin  x cos  h i:  cos  x.  sin  h=y  dzy'h- {-etc. ; 

J 

d’où  3 cosx.siu  h = ar'A-f-etc.,  sin  h = — — k 4-  etc. 

Le  2e  membre  doit  ne  pas  contenir  x ; ainsi  le  coefficient  de  h 
est  une  constante  inconnue  A,  y —A  cos  x,  sin  h=Ah  -}-etc.; 

on  en  tire  S1<?  - = A -f-  etc.;  et  faisant  décroître  h,  on  voit  que 

A est  la  limite  du  rapport  du  sinus  à l’arc  h,  limite  (u®  362) 
qu’on  sait  être  = 1 ; ainsi  A — i , y'  = cos  x. 

De  même  pour  z = cos  x . 

cos  (x  ±.  h)— cos  x.cos  h rpsin  x.sin  h=zzdzz'h  -f.  etc. 

En  retranchant,  on  en  tire  2 sin  x.  sin  h= — az'A  -f-  etc.; 

z' 

puis  sin  h=  — —h  + etc.;  mais  on  a trouvé  sin  h = A+  etc.: 
r sinx 

f V 

— s , 

en  comparant,  on  a ^ = » , z = — sin  x. 

Une  fois  connues  les  dérivées  de  siu  x cl  cos  x,  il  est  aisé  de 


1 


I 


4 

1 
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passer  aux  dérivées  d’ordres  supérieurs,  et  l’on  trouve  qu  elles 
sc  reproduisent  périodiquement  dans  l’ordre 

sin  x,  cos  x,  — siux,  — cos  x. 

Le  théorème  de  Taylor  donne  par  conséquent 

/ ' h%  \ 

stn(x +A)  = sin  x{i—  - + — $-£•■)  ■ 

/,  h3  h 3 \ 


■ cos 


Faisons  ensuite  successivement  x — o et  = 00°,  nous  trou- 
vons les  mêmes  séries  que  page  249  î d’où  résultent  la  lornia- 
tion  des  tables , le  rapport  w du  diamètre  à la  circonférence  et 
les  formules  des  n°*  628  à 635. 

72a.  Pourj‘  = sinz,  on a.  y = z'  .cos  z. 

Si  y ~ cos  z>  on  a^'=  — z.  sin  z. 
sin  z 


Soitj-=tang  z- 


cos  z 


, on  a (n°7o6 )y'~ 


cos’z 


.sec  z. 


La  dérivée  de  la  tangente  tf  un  arc  est  le  carré  de  la  sécante , 
multiplié  par  la  dérivée  de  l’arc  fonction  de  x. 


.Pour y=totz,  on  a y- 


sm“  z 


Puisque  l/ï(l  + cos;c) = cos  4 x>  dérivée  de  ce  radical 
est  — { sin  a x ; c’est  en  effet  ce  que  le  calcul  donne. 

Soit  j'sscos  mz;  on  a/  = — mz'.sin  mz, 

y — sin  mz y*  — mz'  cos  mz. 

_ , . sin  (lx) 

De^zscosÇlx),  on  urey'  — 

X 4 

Pour  7-  = cos  x6,n  x , on  a ly  — sin  x.  1 cos  x;  puis 

(sin’xN, 
cos  X . I COS  X — 
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i ' , , z'tangz 

J’  = , donne  r = — =s  z'  tang  z.sec  z:  c est  la  déri- 


cos  z 
vée  de  y = sec  z 


cos  z 


Pour  j-  = Isin  z,  on  a y 


f (sin  z)'  z'  cos  z ^ 


sm  : 


, , fcos  z)' 

X ~ 1 cos  z y=z  i = — z'  tang  z, 

cos  z ° ’ 

t ./ 

J-  = 1 tan6z....y=. 


22 


cossz  tang  z sm  22 

M.  Legendre  adonné  dans  la  Conn.  des  Tems  de  1 8 1 cj  des 
séries  propres  au  calcul  des  log.  de  sin.,  cos.  et  tang. 

Soitj-=log.  sin  x;  appliquant  le  théorème  de  Taylor,  et 
désignant  par  M le  module,  on  a 


y = M cotx,  jr"  = - 


M 

sinJ  x ’ 


_ zM  cos  a: 

J — r~» 

sin’x 


log  sin  (x  -4-  A)  = log  sin  .r  -f-  Æ/A  cot  a:  — M ^ cot  T 4.  etc. 

sin  2X 

Transposant  log  sin  x,  il  vient,  la  diff.  a entre  ce  log  et  celui 
de  sin  (x  -f-  A) , 

a = Mhcotxf  i rh. — 

\ sin  az 


3sin! 


P-Y 

m*  x/ 


MA' 


4 sin' . 


(t  — |sin‘x). 


On  trouve  de  même  pour  les  diff.  a,  et  a,  entre  les  log.  des 
cos.  ou  des  tang.  de  x -4-  A et  de  x ; 


— MAtangx^  t -4-^r 


sin  ax  3cos“, 


MA* 


4cos*x 


— (i  — j cos*  x), 


i i — Aeotüx-f^jft'+^A*  cofxrV  ^<50sajf,_  sin‘  a* 

sinaxV  a 3 gjn  4 or  V,1  6 y* 


A représente  ici  la  longueur  de  l’arc  différentiel.  (^.  1. 1,  p.  3 66.) 
C’est  ainsi  que  pouravoir  log  sin  27°33',  connaissant  logarithme 
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sin  , on  fait  h = arc  de  3'  a=3  sin  i'.  Voici  le  calcul  : 

A 4 gi°85  4’  94°85  — Ier  terme  = 0.00072803 

31 1.63778  4‘86ai5  a* = — 0.00000078 

cot*....  0.28352  sin2x... — ■ -9)336  3e = o. 

i8r terme  4-862t5  2* 7.88964  — A ■=  0.0007273 

Le  3e  terme  ne  produit  rien  quand  log  sinx...  = T C64jo56 

on  ne  prend  que  7 décimales . — 

log  sin  27°  33' = t,665i329 

Cette  méthode  est  surtout  utile  lorsqu’on  veut  calculer  les  log. 
avec  une  grande  approximation. 

723.  Supposons  que  * soit  le  sinus  d’un  arc  y;  ce  qu’on 
écrit  ainsi  : 

y — arc  (sin  — x),  ou  x = sin^. 


La  variable  x qui  reçoit  l’accroissement  h,  n'est  plus  l’arc, 
mais  bien  le  sinus.  Or  l’équ.  x = sin^-  donne 

1 rr/cosj-,  = = 


Pour  j'  = arc  (sin  = z) , on  a donc^'  — 


Pour  y—  arc  (cossnz),  on  aurait  y' — 


— z' 


1/(1— Z’)' 

t 

Prenons  j-  = arc  ( tang  = z)  ; d’où  z ==  tang  j- , z = — , 

t * \ l! 

J s=  z . cos*jr  ; et  puisque  cos’  y =s  , y = . 


Ainsi , la  dérivée  d’un  arc,  exprimée  par  son  sinus , est  1 di- 
visé par  le  cosinus  ; celle  d’un  arc  exprimée  par  son  cosinus, 
est  — 1 divisé  par  le  sinus  f enfin,  celle  d’un  arc  exprimé  par 
sa  tangente , est  1 divisé  par  1 -{-le  carré  de  cette  tangente. 

Si  le  rayon,  au  lieu  d’être  1 , était  r,  on  aurait,  en  rendant 
les  formules  homogènes  ( n°  347.  20.), 


j- = arc  (sin  = z),  y ~ arc  (tang  = z) , y — tang  z, 

rz  . r'z  , r’z 

J~  ]/(!*—&)'  * ~~  rÀ  -f-  z’ ’ J ~ coi ~z’ 

* 4 


Dm 


* ;fi 


’ I 
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Dérivées  des  Équations. 


724.  En  résolvant  l’équ.  F{x  ,y)  — o sous  la  forme  y—fx, 
Userait  facile  d’en  tirer  y , y",  y".  . : mais  cette  résolution, 
qui  est  rarement  possible,  n’est  nullement  nécessaire;  car  met- 
tons, pourjr,  sa  valeur_/r  dans  la  proposée;  il  en  résultera  une 
fonction  de  x identiquement  nulle , que  nous  désignerons  par 
z = F(x,  fx ) — o ; les  dérivées  z',  z",  s".  ..  seront  nulles 
(n°  704).  Or,  pour  obtenir  z',  il  convient,  d’après  ce  qu’on  a 
vu  n°  712,  de  simplifier  l’expression  compliquée  F(x,  fx), 
en  égalant  ày  le  groupe  de  termes  fx,  et  d’appliquer  la  règle 
de  ce  n°  à l’équ.  z — F (x  ,y)  = o , qui  est  la  proposée  même . 
Donc 

, de  dz  , d;  il: 

Z àx  dy’  ^ °’  dr  d/ 

Cts  deux  termes  sont  des  fonctions  connues  de  2;  et  y , qu’on 
nomme  Différentielles  partielles.  Par  exemple,  de  l’équation 
y2  + x2  — r2=z  z —o,  on  tire 


dz  dz  , , x 

dï  = 2*’  x+yy  =o, 


De  même  — 2 rx= r‘  donne  y y'  -(-x— r=o  ,ÿ- 


xl  -f-  iax2y  — a y*  ; (o.ax2 — -p  t\axy  — o. 


■ 725.  Il  est  vrai  que  y'  est  exprimé  en  x et  y,  et  non  en  x 
seul , comme  cela  serait  arrivé  si  l’on  eût  résolu  l’équâtion 
J?{x,ÿ)r=.o.  Si  l’on  veut  déduire  y en  x seul , il  reste  à éli- 
miner y entre  l’équ.  z = o,  et  sa  dérivée  z — o. 

C’est  ainsi  que , dans  le  premier  exemple,  on  a x 2 -f- y2  — r', 

. A 

x + j-y=o;d'où  chassa  11  ty,  x“  —y  v (r'-— x , jr' = • 

Cette  élimination , qui  est  rarement  utile  , élève  y'  au  degré 
même  où  se  trouvait  y dans  la  proposée  z=o-,  car  quand  il  y a 


1 
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n valeurs  d zy—fx,  comme  le  calcul  de  la  dérivation  laisse  dans 
r les  mêmes  radicaux  que  dans  fx  (n°  710),  y'  a aussi  n va- 
leurs. Si  y n’est  qu’au  1"  degré  dans  s'  = o,  cela  vient  de  ce 
que  y s’y  trouve  aussi , et  comporte  les  mêmes  radicaux  que 
l'élimination  de  j'  doit  reproduire. 

726.  L’équ.  s'  = o renferme  x,y  et  y,  qui  sont  des  fonc- 
tions de  x.  Le  raisonnement  du  n°  724  prouve  qu’on  peut  en 
tirer  l’équ.  z"  ■=  o , en  regardant/  ety'  comme  contenant  x,  et 
appliquant  la  règle  n°  712.  La  notation  dont  on  s’est  servi  de- 

(Jv  JV 

vient  alors  plus  étendue.  Par  ex.,  » signifieront 

que  dans  la  première , la  dérivée  est  prise  d’abord  en  considé- 
rant x comme  variable,  et  qu’on  a pris  ensuite  la  dérivée  du 
résultat  relativement  à y\  dans  la  deuxième,  on  prend  les  dé- 
rivées trois  fois  successives  : deux  fois  par  rapport  à x,  et  une 
fois  pour  j'.  Du  reste,  il  suit  de  ce  qu’on  a dit  (n°  712) , que  ces 
dérivées  peuvent  être  prises  dans  tel  ordre  qu'on  veut  : dans  le 
2*  cas,  on  pourrait,  par  ex.,  les  prendre  par  rapport  à y,  puis 
deux  fois  pour  x,  ou  bien  une  fois  pour  x , une  fois  pour  y , et 
enfin  une  pour  x.  ( Voy . n°  743.) 

D’après  cela,  l’équ  z'  — ^ -f-  i . y —o  donne 

d’z  , d’z  , dz  _ d’s  , 

dF  + 2r‘  dx.djr  + àyJ  + àÿJ  ~~°- 

Cette  équ.  du  Ier  degré  en /'"donnera/"  exprimée  en  x,y  et  r’; 
on  pourra  éliminer  y à l’aide  de  l’éqji.  z'  — o ; et  si  l’on  veut 
chasser,/  par  l’équ.  z = o , alors  le  degré  dey"  s’élèvera. 

Le  dernier  ex.  n°  724  (2 ax*  — 3ay*) y -f-  /jx3  -f-  4 tixy  =0  , 
en  prenant  les  dérivées  relativement  àr,/  et  y,  comme  va- 
riables indépendantes,  donne 

(3 ax" — 3ay*)y"  -f-  1 zx*  -f-  4q/  -H 8 axy  — 6ayy'*  ~ o. 

727.  Si  la  proposée  z = o renferme  un  terme  constant,  il 
disparaît  de  la  dérivée  z'  = 0,  comme  on  l’a  vu  n°  702.  Ainsi, 
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æ*  -\-jy*  — r*  donne  x 4 jrÿ  = o,  qui  est  inde'pendant  der,  et 
exprime  une  propriété'  commune  à tous  les  cercles  dont  le  centre 
est  à l’origine.  Il  est  même  permis  de  cliasser  telle  constante 
qu’on  veut,  en  l’éliminant  à l’aide  des  équ.  z =0,  z'  =0,  sauf 
à faire  reparaître  celle  qu’on  aurait  chasse'e  à’&botà..j‘—ax-\-b 

donne jr'  = u,  qui  11e  contient  pas  b ; et  chassant  a,  on  a 

y -=y'x  4-  b , qui  est  indépendante  de  a. 

La  dérivée  du  2e  ordre  perd  une  2e  constante;  celle  du  3e 
ordre,  une  3e  constante,  etc.,  et  le  résultat  exprime  ainsi  une 
propriété  de  l’équ.  proposée,  quelles  que  soient  ces  constantes. 
jr?  = a — bx * donne  jrj/  = — bx,  yjr"+y*= — b\  et  chas- 
sant b , il  vient  cette  équ.  dégagée  de  a et  b ■\-ÿ'1)x. 

On  peut  encore  chasser  une  constaute  c,  en  résolvant  la  pro- 
posée s =0,  sous  la  forme  c=f(x,  y),  et  dififérentiant. 
Comme  les  deux  procédés  doivent  conduire  à des  résultats  équi- 
valens,  et  que  celui-ci  introduit  des  radicaux  dépeiidans  du  de- 
gré de  c,  il  est  visible  que  si  l’on  préfère  éliminer  c entre  les 
équ.  z = o,  z — o,  le  degré  de  y'  doit  s’élever.  Par  ex., 

y — ity  4-  xa  = c*,  {y~c)y+x  — o 
donnent  (x’  — 2 y)y*  — - 4 xjj'  — x*  ~ °- 

928.  On  voit  donc  que  toute  dérivée  de  l’ordre  n,  de  l’équ. 
z = F (x , y)  = o,  ue  doit  contenir^")  qu’au  1"  degré;  quand 
il  en  est  autrement,  l’équ.  ne  provient  pas  d’une  dérivation 
immédiate,  mais  de  ce  qu’on  a éliminé  quelque  constante, 
oax,  ouj',  à l’aide  de  l’équ.  proposée. 

Cha/igement  de  la  Variable  indépendante. 

729.  Toute  question  générale,  traitée  par  le  Calcul  différen- 
tiel, conduit  à une  expression  en  x,y,  y' ,y°  . . , telle  que 

40,4-,  (jr') , (y')..-]- 

Lorsqu’on  veut  l’appliquer  ensuite  à un  ex.  proposé y—Fxt 
il  faut  tirer  (y),  (y1)...,  substituer  dans  tp,  et  cette  fonction 


Dlgitized  by  Googti 


VARIABLES  INDÉPENDANTES.  553 

n’est  plus  exprimée  qu’en  x.  Les  crochets  ( ) sont  mis  pour  in- 
diquer que  T est  variable  principale  , et  reçoit  l’accroisse- 
ment h.  Mais  il  peut  arriver  qu’au  lieu  dej-  = Fx,  on  donne 
deux  équ.  qui  lientj-  et  a:  à une  3'  variable  t. 

jr=çt,  x~  fl...  (a). 

Il  faudrait  donc  éliminer  t entre  ces  deux  équ.  pour  obtenir 
y = Fx,  en  tirer  {y'),  (y"),.,,  et  substituer  dans  4-  Ce  calcul , 
ordinairement  long , ou  même  impossible  à effectuer,  n’est  pas 
nécessaire;  il  suffit  d’exprimer  la  fonction  | en  1,  à l’aide  des 
équ.  (a)  et  de  leurs  dérivées  <p' , /'...  : celles-ci  ne  sont  plus 
prises  par  rapport  à x,  mais  bien  A t,  devenue  variable  indé- 
pendante. Proposons-nous  donc  de  modifier  la  fonction  dou- 
née4,pourl’ameneràrenfermer/,p',y'..,  au  lieu  de  x,y,(y')... 
Soient  h,  kt  i les  accroissemens  que  prennent  ensemble  les  va- 
riables x,y,  t : 


y=zFx  donne  k = {/)  h + iis")  h? +.. . (t), 

jr~<pt *=y*  h — 0*)> 

x = ft hzxzx'i  -f  j x"i%  -f-.  ...  (3) . 


Ces  dérivées  se  rapportent  aux  fonctions  respectives  F,q>,  f ; 
(y')  est  la  dérivée  de  Fx  relative  à x ; y'  et  x'  sont  celles  des 
équ.  (a)  par  rapport  à t,  ou 


, ,,  4r  » 4r, 

(^>=di’  J~AÏ 


<P  h 


La  fonction  4 est  donnée  en  (y),  (y1'). . . , et  l’on  veut  la 
traduire  en  x',y\  xa,y“...,  qui  sont  des  fonctions  connues  de  /. 

Égalant  les  valeurs  de  k,  puis  mettant  pour  h la  série  (3),  en 
se  bornant  aux  deux  premières  puissances  de  A,  on  a 


OO  *'*’+  Kr')  **  + (S)  *'*!■  t • • =fi 


et  comme  2'  est  quelconque  (n°  616), 

(f)  * =y',  (J'')  x -f-  (y")  x'*.  =y\  etc. 

Donc , pour  exprimer  4 en  t seul , il  faut  y substituer  à 
T IL  23 
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x,  J,  ir),  (Y)- ■ • les  fleurs  x~flt  y 

c />=•£,  <y)=&^- 


(O). 


On  peut  tirer  (y"),  (j'")...  de  la  valeur  de  (y'),  qui  est  le  quo- 
tient des  dérivées  relatives  à f,  tirées  des  équations  (à)  ; 

(y)  = *p  = y;-  = l—  1 Car  (y')  représente  une  fonction 

de  x,  ( y ) — F'x,  qu’on  peut  à son  tour  regarder  comme  une 
fonction  de  l,  telle  que  (j-')  = p,t , puisque  x==  fl. 

Qu’on  raisonne  de  même  pour  ces  trois  dernières  équ.,  on  en 
conclura  que  (y")  doit  être  le  quotient  des  dérivées  de  ç,  tei.fl 

yr  x'yu  — - y' oc° 

relatives  à t.  Or,  celle  de ®,<  ='J—,  est  — ; donc,  en 

x x 

divisant  par  x'  dérivée  de  ft , on  retrouve  l’expression  O ci- 
dessus  de  (y*).  Pareillement,  la  dérivée  de  cette  valeur  de  (y") 
étant  divisée  par  x',  donne 

cri =Ç  - -y  (£-■$?)...  ro, 


et  ainsi  des  autres.  On  peut  donc  employer  4 de  trois  manières: 

t*  En  éliminant  t entre  lés  équ.  (a),  tirant  {y'),  (Y)  - .... 
del’équ.  résultante  j-  = Fx;  enfin,  substituant  dans  4 ; 

2°.  En  mettant  dans  4 pourfj''),  (y ”)  leurs  valeurs(D), 

(£)...,  ce  qui  exprime  4 en  x,y,y',y...,  et  par  suite  en  t,  à 
l'aide  des  équ.  (a)  et  de  leurs  dérivées; 

3°.  Enfin  , en  formant  en  fonction  de  t la  fraction  (y')=s—,  , 

puis  prenant  les  dérivées  relatives  à t,  divisant  chaque  fois  par 
x'  ou  f'i,  cl  enfin  substituant  dans  4 les  valeurs  ainsi  obtenues 
pour  OO,  O")**- 

■j3o.  Soit  r une  fonction  donnée  de  I,  r= fi  supposons  que 
les  équations  (a)  soient  x = cos  t , y—  r sin  l (*);  d’où 


(f)  Ce»  équ.  sont  celles  qui  transforment  les  coordonnées  de  rectangulaires 
en  polaires  ( n°  385  ) : lorsqu'une  formule  différentielle  4 aura  été  trouvée 
pour  le  ier  système,  le  calcul  suivant  la  réduira  à être  propre  au  a*.  C’est  ce 
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*'=  / cos  t — r sin  / y = / sin  t •+*  rcos  t. 

x"=r” cos  t — 2/  sin  t — /cos  /,_/"=/  sin  f-j-ar'  cos  < — rsin  /, 
etc • 


Substituant,  dans  4,  d’abord  les  expressions  ( D ) qni  y intro- 
duiront j-',  x',j".. . , au  lieu  de  (y),  ( y '). . . , puis  celles  que 
nous  venons  d’obtenir,  il  n’y  entrera  plus  que  tetr,  /,  r*. . ., 
qui  sont  connues  en  l,  par  l’équ.  r = ft.  Par  ex.,  si 

I 


jr(y)  + x’ 


on  a ^ 


yx  — x’j 

jÿ  + 


d’après  la  valeur  ( D ) de  (y)  : et  comme  celles  de  x'  et  y don- 
nent j''x  — x'jrx=:r*,j-y  -f-xx'  = r / ( cette  équ.  est  la  dérivée 

r 

de  x ‘ -f- y = r1) , on  trouve  enfin  4 = — • 

r 


Pareillement,  .oit  * = tL+^I5  =^±43*. 

(r  ) * y— J * 

on  a x ’*  -f-j'’’  = r*  + /*,  • x'j-'’  — j-'ar"  ==•  r1  -f-  ar'1  — rr"  ; 


donc 


(/*  + r*)' 
r1  -f-  2/“  — rr"  ’ 


4 est  donc  connu  pour  chaque  valeur  de  t , puisque  les  for- 
mules seront  exprimées  en  t seul , lorsqu’on  aura  r=z  ft. 


73i.  Quand  4 a e!té  ainsi  transformé,  test  variable  indé- 
pendante ; et  si  l’on  veut  que  x soit  remis  dans  son  état  pri- 
mitif, il  suffira  de  poser  x'  — 1 , d’où  o — x"  = xm  =. ...  ; 
car  y redevient  (jr ')  , et  par  suites”  se  change  en  (y"),  etc. 
C’est  ce  qu’on  peut  vérifier  sur  nos  exemples. 

Une  fois  que4cst  généralisé  et  convient  à la  variable  princi- 


qui  a lieu  pour  les  valeurs  suivantes  de  4 : l’une  exprime  la  tang.  de  l’angle  fi, 
que  fait  un  rayon  vecteur  arec  la  tang.  à une  courbe  quelconque,  l’autre  en  est 
le  rayon  de  courbure  (n°*  724.,  733).  Ces  expressions  sont  donc,  par  notre 
calcul , traduites  en  coordonnées  polaires. 

23.. 
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pale  t,  il  est  indifférent  que  x l’ait  été  originairement,  et  l’on 
peut  supposer  que  c’était  quelque  autre  variable  u qui  était  in- 
' dépendante.  Or,  en  faisant  x'—  i , on  exprime  que  la  variable 
principale  est  x ; donc  t'  — i établit  la  même  chose  pour  l : la 
condition  qui  exprime  quel  est  variable  principale , est  t'=i; 
d’où  o=t"  on  dit  alorsque  la  différentielle  de  t estcons- 

tante.  Lorsque  4a  été  généralisé  pour  convenir  à toute  variable 
principale , aucune  différentielle  n’y  est  constante. 


Puisque  la  série  (3)  p.  353,  dérive  de  l’éq.  x= f t,x'  désigne 
— , et  x!  = i montre  que  la  différentielle  de  x relative  à une 


3e  variable  l quelconque , est  constante.  De  même , si  l’on  pose 
i ~ \ , pour  que  t devienne  variable  principale,  il  faut  entendre 
que  la  dérivée  de  t,  relative  à une  autre  variable  u,  est  constante. 


Voici  l’usage  de  cette  proposition. 


^3a.  S’il  arrive  que  4 ne  contienne  pasx,  4*L?r»0’0tCr")— ]» 
l’équ.  x = f t n’est  plus  nécessaire , et  il  suffit  d’en  avoir  la  dé- 
rivée x'  = fl  ; car  les  relations  (£))  n’introduisent  pas  x dans  4, 
mais  seulement  x'  ,y' , . . . , et  les  calculs  précédens  sont  faciles. 
“Or,  si  cette  équ.  dérivée  donnée  contenait  t,  au  lieu  de  x,  pour 
variable  dépendante,  qu’on  ait,  par  ex.,  F(/,r',x)=o,  il  fau- 
drait d’abord  généraliser  cette  équ.,  pour  qu'aucune  différen- 
tielle n’y  soit  constante  , en  mettant  ~ pour  t'\  puis  faire  t'=  i, 
pour  rendre  t variable  principale  ; ce  qui  revient  à remplacer  de 
suite  { par  -^7. 

Supposons,  par  ex.,  que  les  équ.  (a)  soient  y=<pt,  y=t, 
la  dérivée  étant  ici  relative  à x ; pour  qu’elle  le  devienne  à I, 
on  fera 


r=- 7;  d’ou  x'  = 
x 


etc. 


Quand  4 aura  été  généralisé  par  les  relations  (D),  on  y intro- 


Digitized  by  Goc 


VABIABI/ES  INDEPENDANTES.  357 

iuira  ces  valeurs , et  4 se  trouvera  exprimé  en  t,.et  en  dérivées 
relatives  à /,  si  a:  n’y  entre  pas.  C’est  ainsi  que 

j _ [i  + oot  devient  (^i ±y± 

* ~~  ir)  *y  -y  y ’ p yj-r+jÿ 

On  voit  que  4 sera  exprimé  en  fonction  de  /,  puisque  y,  y 
ont  des  dérivées  relatives  à t,  qu’on  tire  de  y=tpi'y  4 sera  donc 
connu  pour  chaque  valeur  de  t. 

De  même,  si  les  équ.  (a)  sontj-=(pi,  t'1  = r -f-  O")*»  les 
dérivées  étant  relatives  à x,  on  change  celle-ci  en  L^—x'^f-y3-, 
posant  t!  = i , la  variable  indépendante  est  r,  et  Don  a. . . . . 
x'*  -f-y*  = i ; d’où  x' x"  y y"  = o.  Notre  valeur  de  4 géné- 

# • « oc  y“f 

ralxsée  devient  donc,  en  éliminant  x"  ou  y”,  4 = — j 

y x 

Pour  obtenir  4 eu  fonction  de  t,  il  ne  reste  plus  qu’à  tirer  de 
y = q>t,  les  dérivées  y',  y",  relativesà  t,  puisx'=  y/(i — y’'), 
et  substituer  dans  4 = x'  y".  Si  au  lieu  de  y = $t,  on  eût 
donné  x=  fl,  on  aurait  opéré  de  même  sur  la  2*  valeur  de  4 • 

(r") 

Prenons  encore  4 — - rÿ'j  > x étant  variable  principale,  et 

où  l’on  veut  que  t le  soit  à son  tour,  et  que  t'3  = 1 -f-  (y)3;  les 
formules  D,E  donnent,  après  avoir  multiplié  haut  et  bas  par  x'5, 

* j --  yx'3~~Zx'x"yn  — yx,xa'  + 3 y'x"3 
\ xx'3(x'y"  — J %")  ’ 

dex'a-f -y’3=  i,on  ùrex'x"-j-y'y"=o,x'x'v-t-x”3-}-yy'*yy3=o. 
Éliminant  de  cette  dernière  x",  puis  y'3,  à l’aide  des  deux  pré- 

tyf  ai*® 

cédentes , on  trouve  x®  s=  — - — —■  — ~-3.  Par  là  l’expression 

oc  oc 

4 devient  enfin 

4 

Y xx'y"^  xx's 

233.  Quelques  démonstrations  peuvent  être  simplifiées  par. 
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ces  principes.  Si  l’on  a l’e'qu.  y=fx  (*),  et  ses  dérivées  (.y), (jO, 
relatives  à x,  et  qu’on  veuille  trouver  les  dérivées  de  x — $y 
relatives  à jr,  sans  résoudre  la  première  équation,  on  fera 
y = i , o = y"  = y...  dans  les  équ.  (D) , c.-à-d.  qu’il  suf- 
fira déposer  (/)  = ( y" ) 

SJÇ  . x 


Par  exemple , y = ax  donne  (y')  = ha?  : on  en  tire 


— = kax=ky,  d’où  x'  = ~-,  lorsque  y est  variable  indépen- 
dante. 11  est  visible  qu’on  a ainsi  la  dérivée  der=  Log  y. 
Pour  y = sin  x,  on  a (y')  = cos  x ; donc,  on  trouve 


-,  dérivée  de  l’équation 


x'  cosxf  * cos  x l/(i  — y*)1 
x = arc  (sin  = y)  p.  34g. 

Enfin,  de y=  tang  x on  lire  la  dérive’ede  x=arc  (tang— y) 

, ,.  i i , . i 

( y ) = = -7,  X =s  cos’  X = ; — -. 

J cos’x  x'  t +J" 

^34.  Pour  généraliser  une  fonction  4 du  i*r  ordre,  on  change 

(r')  en^  ou-£--£  • — ouËZ-iZ 
(y)  en  t ou^  — d|  -d/>oudx~dx’ 


en  supprimant  le  diviseur  commun  de  dt;  mais  en  conservant 
lè  souvenir  que,  dans  le  2e  membre,  d y et  dx  désignent  des 
différentielles  prises  relativement  à t.  Donc,  quand  une  fonction 
dérivée  4 est  du  1"  ordre,  et  qu’on  l'a  exprimée  par  la  notation 


(*)  Ceci  peut  se  démontrer  directement  ; car  soient  A et  h les  accroissamen* 
que  prennent  ensemble  r et  xf 

y st  fa  donne  * at  /h  4.  1 y"h * ■+• 

x — qy  donne  h = xfk  q.  - x"A*  -f- 
* ® 

\ 

d’où  h = xVfc-f  (xy'-t-xV*).  - fc*  H 

r»>&  1 = x'y,  yy  -+■  iV>  — o,'etc.... .» 

tnlin , on  a les  valeurs  d*  y'  y" .... 
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différentielle  A,  elle  ne  devra  éprouver  aucune  altération  lors- 
qu'on voudra  changer  de  variable  indépendante  ; seulement 
les  dy,  dx...  qui  y entrent  désigneront  les  différentielles  rela- 
tives à celte  nouvelle  variable.  C’est  ce  qui  rend  la  notation 
différentielle  très  commode  dans  le  Calcul  intégral  , et  dans 
toute  opération  où  l’on  est  conduit  à changer  de  variable  prin- 
cipale, pourvu  qu’il  n’y  entre  que  des  dérivées  de  i"  ordre. 


Soitj'-rresinz; y'—  cosz.z',  revient  àd%y  = cos  z.d z;  d’où 
j d y Ajr 

<lz — . / — - ; ce  calcul  est  préférable  à celui  du 

cos  z y i — jr%  1 

n°  j33,  pour  obtenir  la  dérivée  de  l’équ.  z — arc  (sin  = y). 


Au  reste , l’avantage  dont  nous  parlons  n’a  plus  lieu  pour  le 
a*  ordre , car  la  a*  formule  (D)  devient 

d'y dx.d*y — dj^.d’x 

dx’  dx1 


Ici  les  dérivées  sont  relatives  à une  troisième  variable  t,  dont 
on  suppose  que  x et  y sont  des  fonctions  données.  Il  suit  des 
principes  d’où  nous  sommes  partis,  que  le  i*r  membre  n’est 

d y 

autre  chose  que  la  dérivée  de  qu’on  divise  ensuite  par  dx; 

et  qu’en  considérant  ces  d^et  dx  comme  des  fonctions  de  l,  on 
peut  poser  (n°  72g,  3°.) 


en  sorte  qu’il  est  bien  facile  de  retrouver  les  équ.  (Z)),  (£)..., 
et  même  de  les  conserver  dans  la  mémoire. 


Des  cas  où  la  Série  de  Taylor  est  en  défaut. 

735.  La  formule  ( A , n°  699)  peut  ne  pas  être  vraie,  quand 
on  mettra  pour  x uu  nombre  a;  car  y=sfxt  devenant  f (a-)- h) 
lorsqu’on  change  x en  a -f-  h,  il  se  pourra  que,  x étant  engStgâ 
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sous  des  radicaux  , la  valeur  a -f  k,  qu’on  inetlra  pour  x,  laisse 
h sous  quelque  radical , parce  que  les  constantes  de  la  fonction 
/'auraient  de'truit  a : ainsi  h aurait  des  puissances  fraction- 
naires. On  sent  d’ailleurs  que  f(a  -f-  h)  ne  contenant  d’autre 
variable  que  h , n’est  pas  toujours  de'veloppable  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  h.  C’est  ainsi  que  cot  h,  log  h... 
ont  des  exposans  négatifs  pour  h,  puisque  h — o les  rend  in- 
finis. . , 

Soit  jr  — [/x  -f-  \/(x  — a)*}  pour  x=a'+h  on  a 


r = l/(a + h) +ÿh*=\/a  + _jL  + h1 

2 y a 


h* 

8p/n3 


De  même  - — donne-j-+ t/(a+ h)... ouA_,-j-V/«  .. 

ûj  fl * 

Enfin,-—; -fl/a-  devient  h 4-  t/  a 4 ... 

ÿ(x—a)  v K 2 V/a 


Jusqu’ici  nos  règles  ont  été  sans  exception,  parce  que  x a 
conservé  sa  valeur  générale;  mais  quand  nous  voudrons  appli- 
quer ces  règles  à des  cas  particuliers  où  x sera  un  nombre 
donné,  il  se  pourra  qu’accidentellemcnt  on  tombe  sur  une  ex- 
ception du  théorème  de  Taylor  ; il  convient  de  trouver  des  ca- 
ractères qui  annoncent  cette  circonstance,  et  d’apprendre  ce 
qu’on  doit  faire  alors  pour  trouver  la  vraie  série  de  f[a  -f-  h). 

7 36.  Ordonnons,  suivant  A,  le  développement  de /"(a  -J-  h); 
m étant  la  moindre  puissance  fractionnaire  de  h,  comprise 
entre  les  entiers  / et  l -H  i ; on  a 

f{a  +h)z=A  + Bh  + Ch*  -f  Dh>. . . -f-  Lh1  + Mhm... 

Si  m est  négatif,  Mhm  est  le  Ier  terme  de  la  série.  A ,B ,C. . 
sont  en  général , des  constantes  finies  et  inconnues. 

Puisque  cette  équ.  a lieu  , quel  que  soit  h,  prenons  les  déri- 
vées relatives  à celte  variable  : 


/'  (a -f  h)  = B + z Ch  + 3 Dh\  . . -f-  ILh -t- mMh . 
f"  ( a~f~  A)  =2  C-f  a Lh‘~a-i-m(m — i . . . 

fm{a  -f-/i)=2.3D. . .-f  . . 

etc.  . . 


1 
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En  faisant  h = o,  on  trouve 

A=Jat  B —f'a , C = \f'a,  D = \fa... 

Les  coefficiens  A ,B. . . L sont  donc  les  valeurs  que  prend  fx 
et  ses  dérivées , lorsqu’on  y fait  x =a,  précisément  comme 
dans  la  série  de  Taylor.  Mais  à chaque  dérivation  , le  i*r  terme 
disparaît,  parce  qu’il  est  constant  ; à la  Ie  dérivation , on  ob- 
tient L;  à la  (f+ 1)',  on  a 

/O*1)  (a+h)  = m(m  — i) . . . -f. ; 

et  comme  m est  une  fraction  <7  -1-  i , ce  i*r  terme  a un  expo  - 
sant  négatif,  et  A =o  donne  a—  oo.  A.  partir  de 

toutes  les  dérivées  sont  de  même  infinies,  parce  que  cet  expo- 
sant reste  sans  cesse  négatif  (n°  708,  20.). 

Donc , i°.  si  la  valeur  x —a  ne  rend  infinie  aucune  des  fonc- 
tions y,  y,  y" le  développement  de  Taylor  n’est  pas  fau- 
tif (n°  699). 

2°.  Si  F une  des  fonctions  y,  y’,  y"...  devient  infinie  pour 
w x = a,  toutes  les  suivantes  le  sont  aussi y le  théorème  de  Taylor 
n’est  fautif  qu’à  partir  du  terme  qui  contient  la  première  dé- 
rivée infinie  ; h reçoit  en  ce  lieu  un  exposant  fractionnaire. 

3°.  Si  j- est  infini , y',  y" . . . le  sont  aussi,  et  h a des  puis- 
sances négatives. 

4°.  Pour  yx=xm,  comme  la  dérivée  de  l’ordre  n est  de  la 
forme  Axm~a , qu’aucune  valeur  de  x ne  rend  infinie,  si  ce 
n’est  x = o,  quand  m n’est  pas  entier  et  positif,  on  reconnaît 
que  la  formule  du  binôme  ( x -f-  h)m  n’est  jamais  fautive  (ce  cas 
excepté).  On  en  dira  autant  des  séries  de  n*,  Log  (i-f-x),  sin  x 
et  cos  x. 

737.  Il  reste  à trouver  le  développement  qui  doit  remplacer 
la  partie  fautive , quand  ce  cas  existe  : à cet  effet , changez  x 
en  a •+-  h dans  fx,  et  faites  le  développement  de  f{a  -f-  h)  à 
l’aide  des  séries  connues.  Par  ex., 

y—c+  (x  — h)\/(x  — a)  donne  y = . 


I 


i 


1' 

1 
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x = a rend  y'  infini  ; donc^",  y*. . . le  sont  aussi,  et  A doit 
avoir  un  exposant  entre  o et  i dans  le  développement  de 
Y = f(a  -f-  A)  : le  i*r  terme  est  y=c.  Qu’on  change  en  effet 

I I J 

xen  a-f'Adans la  proposée,  ona  F=c  4*(û— A)A»-}-  AJ. 


d’où 


Soit  encore  y = c 4-  x -f-  (.r — b)  (x — a)’; 

3 


f—  i + (x— a)»  -f- 1 (x— b)  j/(x  — a), 
3(x  — b) 


y“  — 3v/(x—  a)  4- 


4 v/(x— a)’ 


x=a  donne  y=c-\-a,  y'=i  ; les  autres  dérivées  sont  infinies, 
te  développement  de  f(a  ■+■  h)  commence  par  (c  -f-  a)  -j-  A, 
les  autres  termes  ne  procèdent  plus  selon  A*,  A3. . . En  effet,, 
mettons  a -f-7t  pour  x,  y devient 


Y = (c  + a)  -J-  h -f  (a 


— A)A“  4-  A*. 


5 38.  Lorsqu’on  a trouvé  les  divers  termes  non  fautifs  de  la 
série  Y,  pour  obtenir  les  suivans,  retranchez  de  f(a  -f-  h)  la 
partie  connue,  le  reste  étant  réduit, sera  une  fonction  S de  A, 
qu’il  s’agira  de  développer  en  une  série  qui  ne  procède  plus  se- 
lon les  puissances  entières  de  h. 


$ 


Soit  A la  valeur  de  S pour  h — o ; on  a S = A -f-  Mhmy 


m étant  la  plus  haute  puissance  de  A qui  divise  S — A , afin 

5 

que  le  quotient  M = — — - ne  soit  nul,  ni  infini,  pour  A=o. 

Cette  condition  fera  connaître  le  nombre  m , et  la  fonction  M 
de  h.  De  même  on  fera  A =o  dans  M ; et  B étant  la  valeur  que 
prend  alors  M,  on  posera  M = B 4-  A A",  et  l’on  trouvera  n 
et  AT;  et  ainsi  de  suite.  Donc , 

S=A  + Bhm  4-  CA”4’*  4-  Dhm+m^. . . 

sera  le  développement  demandé.  Si  S doit  avoir  des  puis- 
sances négatives  de  A,  on  fera  A=A'~‘,  et  l’on  développera 
selon  A';  on  changera  ensuite  les  signes  des  exposans  de  A'. 
( Voyez  les  fond.  analyl.y  n0’  1 1 et  120.  i 


i 

i 

! 
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j3g.  Examinons  ce  qui  arrive,  lorsque  x = a «.liasse  un 
terme  P de  la  fonction  fx\  P a pour  facteur  quelque  puissance 
m dex  — a (n°  5zo),  ou  P—  Q ( x — a)m. 

i°.  Sim  est  entier  et  positif,  la  dérivée  m'  contient  un  terme 
dégagé  du  facteur  x — a,  puisque  l'exposant  s’abaisse  succes- 
sivement jusqu’à ...  2,  i , o ; ainsi  le  facteur  Q,  qui  a disparu  de 
toutes  les  dérivées  .reparaît  dans  la  m'c  t les  suivantes  : le  théo- 
rème de  Taylor  n’est  pas  fautif,  et  il  ne  se  présente  ici  rien  de 
particulier.  Soit  y = (x  — a)*.(x  — A)  — axs;  ôn  a 

Y—  — a’  — 2 a'. h — bh ’ -f-  A\ 

2°.  Quandm  est  une  fraction  comprise  entre  / et  l-\-  i,  x=a 
fait  disparaître  Q de  toutes  les  dérivées  ; celle  de  l’ordre  l-\-  i 
prenant  le  facteur  (x  — l’exposant  est  négatif , la  dé- 

rivée infinie , et  la  série  de  Taylor  fautive  à partir  de  ce  terme; 
et  en  effet,  puisque  le  radical  indiqué  par  (x  — a)m  disparaît 
de  toute  la  série,  et  reste  cependant  dans  f(a  -}-  A),  les  deux 
membres  n'auraient  pas  autant  de  valeurs  l’un  que  l’autre,  si 
h ne  prenait  ce  même  radical. 

5 

Ainsi  y = x3  -f-  (x  — b)  (x  — a)’ 
donne  Y = a3  -f-  3a*A  -f-  3 aA*-j-  (a — b)  h*  -f-  h3  -f-  A’. 


Voyez  aussi  les  exemples,  n°*  ^35  et  737. 


3°,  Si  m est  négatif,  P et  toutes  ses  dérivées,  ayant  x — a 
au  dénominateur,  sont  infinis  pourx=«,  et  le  développe- 
ment de  Taylor  étant  fautif  dès  le  1“  terme,  A a des  puissances, 
négatives.  C’est  ce  qui  arrive  pour 

OC* 

y xa ; d’où  F = a’A“'-f-2a-f-A, 

x — a 


_ 1 

^ ~ l /(xa— axj* 


740.  Supposons  que  x = a fasse  disparaître  de  y un  radical 
qui  subsiste  dans  y’,  c.-à-d.  que  la  1"  puissance  de  x — a soit 
facteur  de  ce  radical  : pourx  ==  a,  y'  se  trouve  avoir  plus  de 


/ 
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valeurs  que  y,  à cause  du  radical,  qui  n’existe  que  dans  y'. 
En  élevant  l’équ.  y = fx  à la  puissance  convenable,  on  pourra 
détruire  ce  radical,  qui  n’entrera  plus  dans  l’équ.  z=F(x,y)= o. 

Prenons  la  dérivée  (n°  724)  ^ ~b  y — 0 , et  substituons 

a pour  x , et  pour  y la  valeur  unique  dont  il  s’agit  ; les  coeffi- 
ciens  deviendront  des  nombres  A et  B , savoir , A + By  = o. 
Mais  par  supposition , y'  a au  moins  deux  valeurs  correspon- 
dantes a et  /3,  savoir,  A B*  = o,  A-\-  B[ 3 = o;  donc 

B(m  — i S)  =0,  ou  B = o et  A = o,  puisque  * est  différent 
de  /3.  Donc  notre  équ.  dérivée  de  z = o est  satisfaite  d’elle- 
raême  et  indépendante  de  toute  valeur  de  y'  : 


dz 


dz 


dx  ° ’ d y ' 


, o 
•r  = -• 


Passons  à l’équ.  dérivée  du  2e  ordre  (n°  72b) , qui  a la  forme 

^.y  + My'+2ivy+L=o} 

le  i*r  terme  disparaît  ; et  comme  M,N  et  L sont  des  fonctions 
de  x et  y sans  radicaux , l’équ.  Mj/*  -j-  2 Ny'-{-  L — o fera  con- 
naître les  deux  valeurs  de  y\  attendu  que  M,  N et  L sont  des 
constantes  connues  : à moins  qu’il  ne  dût  y avoir  plus  de  deux 
valeurs  de  y',  contre  une  de  y,  pour  x = a j car  M,N  et  L de- 
vraient se  trouver  nuis  ensemble,  et  il  faudrait  recourir  à l’équ. 
du  3*  ordre.  y°  et  y”  s’en  iraient,  parce  que  leurs  coefficiens 
dz 

étant  3 {My'  + ■A')  et  — qui  sont  nuis , y entrerait  alors  au 
cube.  1 

En  général , on  doit  remonter  à une  dérivée  de  l’ordre  du  ra- 
dical que  x — a cbasse  de  y. 


Soit,  par  ex. , 


y = x + (x—  a)  | /(x—b), 

y—  1 +V  (*— *)+ 


2j/(x  — b)‘ 

x—  a donne  y = a,  et  yx=  1 zt  [/(a  — b).  Mais  la  proposée 


Digitized  by  Googl 


SÉRIE  DE  TAYLOR  FAUTIVE.  365 

revient  à 

(J  — *)*  = (•*  — <*)' . (x  — b)  ; 
d’où  2 (y  — x)  y'=  2 (y  — x)  4-  (x—a)  (3x — ib — a). 
Chaque  membre  devient  nul  quand  x—y=a.  La  dérivée  du 
2e  ordre  est 

(y  — x)  y + (y  — 0*  =3x  — za  — b, 
qui  donne  (y' — i)a  = a — b , et  la  même  valeur  de  y’  que  ci- 


dessus.  • 

De  même  y—(x — a) . (a: — b) 5 , donne  y= o,  y'—  y /(a  — b) , 
quand  x—a.  Mais  si  l’on  chasse  le  radical , et  qu’on  prenne 
les  dérivées  des  trois  premiers  ordres 

y*z=  (x~e)3(  x—b), 

3yY—  (x—ay(4x—3b—a), 
yy+W’*=  (2  x— a)(x—  a— b), 
yym  + fyÿy"  -f  3 y 3 — Sx  —6a  — zb. 

x=aety—  o satisfont  aux  trois  premières  équ.,  et  la  4e  donne 

y'—\/a — b,  comme  ci-devant. 

Si  le  radical  disparaît  de  y et  y,  mais  reste  dans  j-",  ( x—a )* 
est  facteur  de  y ety',  qui  ont  un  égal  nombre  de  valeurs , tan- 
dis quejr"en  a davantage,  pour  x=a.  Si  donc  on  fait  évanouir 
le  radical  de  la  proposée  y=fx,  et  qu’on  cherche  y"  à l’aide 
de  la  dérivée  du  2*  ordre  de  l’équ.  implicite  z = o , elle  devra 
donner  y"—  f,  comine  se  trouvant  satisfaite  d’elle-même. 
On  passera  aux  dérivées  3*,  4*  -m  qui  seules  peuvent  faire  con- 
naître y". 

On  raisonne  de  même  quand  (x — a)3  est  facteur  d’un  radi- 
cal dans  y—fx . etc. 

Par  exemple,  y = x-f-  (x — a)2  \yx,  quand  x = a,  donne 
y=-a,  y=i,  y"  = ±.z\/a  : mais  la  proposée  revient  à 

(y—x)2=  (x—  à)*x\ 

d’où  - i)  (y—x)  = (x— a)3(5x — a), 

(y—*)*+y  (y~x)  — 2(x— a)’(5x— 2a), 
3y“(y'—i)  +jr*  (y—x)  =6(x—  a)(5x~ 3a), 

3y"*  i)  +y"(y—x)  =i2(5x— 4 a). 
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•Quand  x — a,  on  trouve  y— a-,  tout  se  détruit  dans  l’équ.  da 
i'r  ordre;  celle  du  2*  donne  y'=  1 ; la  suivante  est  0=0,  et 
enfin  la  dernière  donne  y"  — dz  2 y/a. 

Limites  de  la  Série  de  Taylor. 

74 1.  Prenons  un  terme  Ah*  de  la  série /fa -f- A),  a étant 
positif;  ce  terme  et  tous  ceux  qui  suivent  ont  une  somme  de  la 
forme  h*(A-{- Bhfi)  (n°  738).  Or,  A -J-  B hé  se  réduit  à ^lors- 
que h est  nul , et  croît  par  degrés  insensibles  avec  le  facteur  h 4 
si  h est  très  petit,  A l’emporte  donc  sur  Bh@.  Ainsi,  on  peut 
prendre  h assez  petit  pour  qu’un  terme  quelconque  de  la  série 
f(a  + h)  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent. 

742.  Quand  a croit  et  devient  a-J-A,  fa  peut  être  de 
nature  à augmenter  ou  à diminuer,  A étant  positif.  Dans  la 
série f{a  + h)z=fa-\-hf  a...  comme  on  peut  prendre  A très 
petit,  le  signe  de  fa  détermine  celui  du  développement  de 

./{a  A)  — fa  ; si  fa  est  positif,  fa  est  donc  croissant  ; le 

contraire  arrive  quand  fa  a le  signe  — . C’est  ainsi  que  sin  a 
croît  jusqu’à  90° , pour  décroître  ensuite,  parce  que  la  dérivée 
cos  a est  positive  dans  le  1”  quadrans,  négative  dans  le  2®. 
Donc,  si  f'x  reste  positif  depuis  x = a jusqu’à  x=a-f-b,  sans 
devenir  infini , fx  va  croissant  dans  toute  celte  étendue. 

Que  dans  fi  {a  4-  A)  on  fasse  croître  A de  zéro  à A,  et  que 
■a  + A=p  et  a-^-hxxq  soient  les  valeurs  qui  donnent  le 
moindre  et  le  plus  grand  résultat  : 

/(a+A) — f P y fq-ffi+h) 

seront  positifs  : or  , ce  sont  les  dérivées,  relatives  à A,  de  (*) 
/(a  -f  h)  — fa  — hf  p,  fa  -f  hfq—f(a  + A), 


(*)  devient  Fs,  quand  on  pose  x-t-h  — z;  prenons  la  dérivée  re- 

lative soit  à x,  soit  à A,  commet  z'—  1,  elle  sera  également  Fs  (n°  71a).  On 
peut  donc  supposer  /^(tr+A)  provenue  indifféremment  de  la  variation  de 
x ou  de  A dans  f7*  + A;.  Ainsi , quoique  nous  considérions  ici  des  dérivées 
relatives  à h,  elles  se  trouvent  être  les  mêmes  que  si  on  les  eftt  prises  pour  x, 
et  tait  ensuite  x ~ a. 
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Ces  fonctions  doivent  donc  croître  depuis  h=o  jusqu’à  h— b ; 
et  comme  h=o  les  rend  nulles,  elles  sont  positives  dans  cette 
étendue,  ou 

f(a+h)>fa+hfp  et  <Ja  + hfq-, 

ce  serait  le  contraire  si  h était  négatif  : donc/Xa  -J-  h)  = fa  -j- 
un  nombre  compris  entre  hfp  et  hfq,  c’est-à-d.  que  si  Von  borne 
la  série  f(a  -f-li)  au  seul  premier  terme  fa , l'erreur  est  M ’ p 

e/<  ht'q. 

Admettons  maintenant  que  la  série  de  Taylor  ne  soit  pas  fau- 
tive dans  ses  trois  ie"  termes,  f {a  -j-  h) •=  fa-^-hf  a-j-  \ h’tf"a — 
Soient  p et  q les  valeurs  moindre  et  plus  grande  que  reçoit 
f*  (a-\-h),  depuis  h = o jusqu’à  h — b;  dans  cette  étendue,  les 
quantités 

/'(«+  h) -f’p,  f"q—f"(a  + h) 

sont  positives,  ainsi  que  leurs  primitives 

f(a  + h)-f'a-hf"p,  fa  + hfq-f{a  + h), 

puisque  hz=o  le»  rend  nulles.  Il  faut  en  dire  autant  des  primi- 
tives de  ces  dernières,  qui  sont 

/(«  + *) ~fa  —hfa  — \hf"p , fa+hf'a+{hf"g— f(a  + A); 
donc  f{a  + h)=fa-\-hfa-\-~liiA, 

A étant  un  nombre  compris  entre  f"p  et  f”q.  En  bornant  la 
série  de  Taylor  aux  deux  premiers  termes , l’erreur  est  donc 
comprise  entre  les  limites  ■jhaf"p  et  j h*f*q. 

En  géne'ral,  si  Ton  arrête  la  série  de  f(af-h)  au  terme 
qui  précède  h",  Terreur  sera  comprise  entre  les  produits  de 
A* 

= par et  fMq,  ou  par  des  nombres,  l’un  plus 

grand  que  la  i”,  l’autre  inférieur  à la  2e  de  ces  quantités  :pet  g 
sont  les  valeurs  de x-f-  h,  qui  rendent  j“(x-\-h)  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  daus  l’étendue  comprise  de  h = o à h quelcon- 
que. Mais  il  faut  qu’aucune  des  fonctions fx , fx, . . . fWx  ne 
devienne  infinie  depuis  x = a jusqu’à  x = a + h. 
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Et  puisque  p et  q sont  des  valeurs  intermédiaires  entre  a et 

a + hf  l’erreur  est  — ^ - , ; étant  un  nombre  convena- 
1.2. 3. ..n 

blement  choisi  et  inconnu.  On  peut  donc  poser  exactement, 
pourvu  qu’aucune  des  dérivées  ne  soit  infinie, 

, «a.  . i«_  , fc*  . h—'.f—Ox  , h'f-'Xr+j) 

J(x+h)=fx+hfx+-.f  X. . .+  l'2X..n-l+i.z.—n 

Nous  avons  ainsi  une  nouvelle  démonstration  de  la  série  de 
Taylor,  et  nous  savons  mesurer  l’erreur  qu’on  commet  en  l’ar- 
rêtant à un  terme  désigné,  ou  obtenir  une  éxpression  finie  qui 
en  soit  la  valeur. 

Par  ex.,  y=ax  àonne  yW=k*  .ax  \ fKXx  + h)=zkn.ax+h  : 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  répondent  à h=  o et  h 

knhn 

quelconque.  Les  limites  de  l’erreur  sont  les  produits  de  — - 

par  ax  et  ax*h.  Pour  a*,  ces  derniers  facteurs  sont  t et  «k. 

/ j j \ 

Pour  log  (x  h),  les  limites  sont  ± — X [ — ■ et- — 1. 

n \x°  (x-f-/»)V 

Enfin,  y — xm  donne yW  = \mPri\xn~n  (n°  475)  : l’erreur 
est  donc  entre  ces  limites  * /’ 

- XL®"-"  et  (x-f  h)m-n],  ou  [mCn]i"(xm_,l  x-i-h)m~n. 

Développement  des  fonctions  de  plusieurs  Variables. 

■j43.  Soit  z une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 
X et  y,  z—f(  x,  y)  ; proposons-nous  de  changer  iciu  + i, 
y enjy  -+-  k , et  de  développer  selon  les  puissances  de  ces  ac- 
croissemens  arbitraires  h et  k.  Opérons  comme  nous  l’avons 
fait  n°  712;  au  lieu  de  faire  à la  fois  ces  deux  changemens, 
mettons  d’abord  x-\-h  pour  x,  sans  faire  varier^;  z,  considérée 
comme  fonction  d’une  seule  variable  x , deviendra 

/(x+M=*+  % * + g • ffg  ’ etc‘ 
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' Dans  ce  résultat,  mettons  partout^+A  pour  y,  sans  changer 
x.  D’abord  le  i"  terme  z deviendra 


fr  en  , dz  L . d’z  . d3* 

f(xijr+k)  = z + ^.k  + ^.-  + ^ 3 


il 

2.3 


4-  etc. 


De  même,  représentons  par  u , la  fonction  de  x et  y désignée 

par^;  en  mettant  y + k pour  y,  u se  changera  en 

du  , d’u  k 3 

u — A'-f-  . — + etc.  Ainsi , remettant  pour  u sa  valeur 


dz  L , . j dz  L , d z L dh  Ph 

-r-  h deviendra  — h -4-  hk  4-  - — ; 

dx  dx  axay  dxay 

deviendra 

dx*  a v 


a 

d’z  h 3 d 3z  Pk 

dx3’  2 dx‘dy  2 


+ ■ 
+ ■ 


ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  diverses  parties,  on  a 

P 


!»  , i ix  dz  , d’z  P 

J{x+h,j+k)=z+1^k  + -ç;- 


+ __ 

^djr3  *2.3 


4- 


. dz  , d’z  , d3z  Ph 

dx  dxdj-’  dxd yv  2 


d’z  h * 
+ d^  2 


_ . . , dm+"z 

Le  terme  general  est  — — — . X 


d3z  h’k 


dx'dy 


+ • 


d3z  P 
dx3’  2.3 

■km.h“ 


dymdxn  (2.3...m)  (2.3...n)* 

Il  est  visible  qu’on  aurait  pu  changer  d’abord  y en  y-p  k, 
puis  dans  le  résultat  x en  x -f-  h.  Mais  par  là  on  ^aurait  obtenu 
une  série  de  forme  différente  de  la  première,  qui  aurait  dû  lui 
être  identique  : toutes  les  dérivées  relatives  à x auraient  précédé 
celles  de  y.  IJ  suffit,  pour  y parvenir,  de  changer  ci-dessus 
y en  x,  et  A en  h,  et  réciproquement.  L’identité  de  ce  nou- 
T.  II.  24 
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veau  résultat  avec  le  précédent , donne , en  comparant  terme 

à terme, 

d*z  d’z  d3z  d3z  d3z  d3z 

:dPdp 


dj-dx 

et  en  général 


dxày’  dy'dx  dxdy*’  dydx* 
dm't‘"z  d"’+"z 


2X’ 


*3  ' 


cl7'mda:“  dx"dym' 

Concluons  de  là  que  lorsqu’on  doit  prendre  les  dérivées  succes- 
sives d une  fonction  x relativement  à deux  variables’ , il  est  in- 
différent dans  quel  ordre  on  fera  cette  double  opération . 

x3  , dz  3x’  dz 

Par  ex.,  z = — - donne  -r—  = — , t— 

J"  dx  y'  ’ ày 

la  dérivée  de  la  iM,  par  rapport  à y,  ainsi  que  celle  de  la  a*, 

• • • , fox* 

relativement  à x,  sont  également -, 

P < 

Les  dérivées  du  2*  ordre  sont 

daz 6.r  d*z  6x’ 

da:*  p’  dp  y*’ 

1 

donc j-  est  à la  fois  la  dérivée  de  la  1”,  relativement  ày, 

i8x * 


et  la  dérivée  du  2e  ordre  de  -r-  relativement  à x ; . 

d Y J 4 

d*z 


est  la  dé- 

#, 

rivée  de  — - par  rapport  à a:,  et  aussi  celle  du  2*  ordre  de  — 

par  rapport  à y ; et  ainsi  des  autres. 

744.  Puisque  xety  sont  indépendans  dans  l’équ.  z—f(xy), 
on  peut  en  prendre  la  dérivée  relativement  à a:  seul,  ou  ày  ; dé- 
signons par  petq  les  fonctions  connues  de  x et y,  qu’on  trouve 

v » < * dz  dz 

pour  ces  dérivées  respectives,  ^=p,  ^ — = q.  Mais  s’il  y 

avait  une  dépendance  établie  entre  y et  x,  telle  que  y = ç>x, 
ces  différences  partielles  ne  pourraient  plus  être  prises  à part, 
puisque  la  variation  de  x entraînerait  celle  dej\  Pour  renfermer 
ces  deux  cas  en  un  seul , on  a coutume  de  supposer  que  cette 
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relation  y = <px  existe,  et  la  dérivée  se  met  sous  la  forme 
dz—pdx  + qdy  (n°  724)  ; mais  comme  on  laisse  cette  fonc- 
tion p arbitraire,  il  faudra  y avoir  égard  dans  les  usages  aux- 
quels cette  équ.  sera  réservée.  Si  la  question  exige  que  la  dé- 
pendance soit  établie,  de  yz=:<px  on  tirera  dy=  y dx,  et 
substituant  on  aura  dz  = (p-pqyr')  dx.  Si  la  dépendance 
n’existe  pas , l’équ.  différentielle  se  partagera  d’elle-même  en 
deux  autres  : car  dz  représente  la  différentielle  de  z prise  rela- 

^ cLk  41 

rivement  à x et  y ensemble,  ou  ^ dx  -f-  dy  ; et,  comme 
l’équ.  subsiste  quel  que  soit  <px,  ou  sa  dérivée^,  on  aura 


dz  dz  , . , 


dz 


dz 


1 1 « 

d0“  E=','^=* 


«r 


donne  dz 


_ — axydx-f-ax’dy 


équ.  qu’on  partage  en  deux  autres 

dz  axy  ydx  — xdy  dz  _ 


(x'+y7)' 


ax' 


dx 


{x'+y7)7 


y'+x'  ’ dy  (x *-hr3)’ 


z — arc 


(•»«=!)  d—  d«=^?. 


d'où  l’on  tire 


dz  __  y 
dx  j-’-f-x1’ 


dz  _ 

àÿ' 


y'+x‘ 


Soit  en  général  u = o , une  .équ.  entre  les  trois  variables 
x,  y et  z;  si  l’on  a en  outre  une  autre  relation  z—F{x, y), 
on  ne  doit  plus  considérer  dans  la  proposée  qu’une  seule  va- 
riable indépendante  ; ainsi  l’on  a (n°  713) 


du  , , du  , .du  , 

dx  + ^dy  + ^dz  = o... 


dx 


0), 


d'oi  (K+d’30da:+(^  + îd5)d-r=o’ 

• **  * ' a 

parce  qu  ez  — F(xy  y)  donne  àz=pdx-\~qày.  On  tirera  donc 

24. 
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aisément  la  valeur  de  , qui  est  la  dérivée  qu’on  aurait  ob- 
tenue en  éliminant  z de  l’équ.  u = o. 

Mais  s’il  n’y  a aucune  autre  relation  que  u — o , on  en  pourra 
supposer  une , pourvu  qu’elle  demeure  arbitraire  ; en  sorte  que 
notre  équ.  se  partagera  en  deux  autres,  à cause  que  y'  est 
quelconque, 


du  , du 

di+^d7  = °’ 


du  du 

d^  + ?dT-0’ 


où  p et  q sont  les  dérivées  ou  différentielles  partielles  de  z rela- 
tivesàx  et  y.  C’est,  en  effet,  ce  qu’aurait  donné  l’équ.  u = o, 
si  l’on  y eût  r egardé  tour  à tour  y et  x comme  constans,  ainsi 
qu’au  n°  724;  l’équ.  (t)  est  donc  la  dérivée  de  u = 0,  qu’il  y 
ait  ou  non  un  autre  dépendance  entre  les  variables  x,  y et  z. 

Il  est  inutile  d’insister  sur  les  dérivées  des  ordres  supérieurs, 
et  il  est  évident  qu’on  pourra  différentier  chaque  équ.  du  r" 
ordre,  soit  par  rapport  à x , soit  relativement  à y , ce  qui  en 
donnera  trois  du  2'  ordre  : et  ainsi  des  autres  ordres. 

On  pourra  aisément  trouver  le  développement  des  fonctions 
de  3,4.  • •>  variables  suivant  les  puissances  de  leurs  accroisse- 
mens,  puisqu’il  ne  s’agira  que  de  répéter  les  mêmes  opérations 
séparément  pour  chaque  variable. 


745.  Nous  avons  dit  que  la  dérivée  d’une  équ.  entre  deux 
variables  peut  servir  à l’élimination  d’une  constante.  Il  se  pré- 
sente quelque  chose  de  plus  étendu  dans  le  cas  de  trois  va- 
riables : c’est  ici  le  germe  du  calcul  aux  différences  partielles, 
devenu  si  célèbre  par  ses  applications  à la  Mécanique,  à l’As- 
tronomie , etc. 

Soit  z—ft , t désignant  ici  une  fonction  connue  de  deux  va- 
riables, / = F(x,y).  Les  dérivées  relatives  à x et  y séparément 
sont  (n°  71 1) 

dz  d/  dz  d/ 

-ou  p=ft><-}  _ou  q=ftx^: 

la  fonction/'/  est  la  même  de  part  et  d’autre,  et  les  dérivées 
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sont  supposées  connues  en  x et  y,  En  divisant,  f t dis- 
dt  dt  , . . 

parait,  et  Ion  trouve  p.  ~^~q.  -j— , relation  qui  exprime 

que  z,  est  une  fonction  de  /,  z—  f t,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
forme  de  cette  fonction  f. 

Par  exemple,  z = f(x7  +ÿ‘)  donne 


P =/'(•*’  +J')  X IX,  q—  f(x * +y2)  x aj y ; 
d’où  p y — qx  — o. 

Or,  de  quelque  manière  que  x’-pj-’  entre  dans  la  valeur  de  z, 
cette  dernière  équ.  demeurera  la  même  ; elle  s’accordera  avec 

z = log(x‘+j»),  z = V(*'+r)>  z=^|^p)  » etc-- 

D'où  il  suit  que  toute  fonction  de  xa  +ya  doit  être  un  cas  par- 
ticulier de  V équation  aux  différentielles  partielles  py — qx=o. 

De  mème_y — bz  =/(x — az) , lorsqu’on  différence  séparé- 
ment par  rapport  à z et  x,  puis  à z et  y,  donne 

— bp  = (i  — ap)Xf,  (i  — bq)  = —aqxf. 


Éliminant./”,  on  a ap  -p  bq=z  i pour  l’équ.  aux  différentielles 
partielles  de  la  proposée,  quelque  forme  qu’ait  d’ailleurs  la 
fonction  f. 


En  traitant  de  même 


y— b 
Z — c 


on  trouve 


z-c=p(x  — a)+q(y—b). 


Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de  faire  sentir  l’importance 
de  cette  théorie  ; nous  nous  bornerons  ici  à dire  que  les  trois 
équ.  du  2'  ordre  peuvent  servir  à éliminer  deux  fonctions  ar- 
bitraires /t,  spt,  qui  existeraient  dans  l’équ.  proposée,  etc. 
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II.  APPLICATIONS  DD  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


Développement  en  séries  des  fonctions  d’une  seule 
Variable.  . 

74^.  Faisons  x = o dans  la  série  de  Taylor  (page  33 1),  et 
désignons  par/",  f f“ — les  valeurs  constantes  que  prennent 
fx > fx y f x,. .. . lorsqu’on  y met  zéro  pour  x,  on  a 

fh  =/+  hf  + i h'f  + iPf, +. . . > 

Il  est  vrai  que  cette  formule  n’a  lieu  qu’autant  que  x=  o ne 
rend  infinie  aucune  des  quantités  (p.  36i).  Chan- 

geant ici  h en  x,  f- , f" . . . sont  indépendans  de  A,  il  vient 

Telle  est  la  formule,  due  à Maclaurin,  qui  sert  à développer 
toute  fonction  de  x en  série  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x,  lorsqu’elle  en  est  susceptible. 

Par  exemple,  jr  = (n-4-x)m  donne 

y = m (a  •+■  x)"-‘ , jr"=  m (m  — i ) (a  -f-  x)m~‘ .... 
d où  /=  am,  f=mam-',  /"=  m (m  — . . . > 

ce  qui  reproduit  la  série  de  Newton  (p.  1 1). 

De  jr= sin  x,  on  tire  j'=  cos  x , jr"= — sin  *,  /'=  — cos  x ; 
d où  o,  i,  o et — i pour  les  valeurs  alternatives  de  . 

jusqu’à  l’infini.  En  substituant  ci-dessus,  on  trouve  la  série  de 
sin  x (p.  249). 

On  appliquera  aisément  les  mêmes  calculs  à cos  x,  a*, 
log  (1  4-  x). , . , et,  en  général,  à toute  fonction  de  x.  Si  l’on 
prend  jr  = arc  ( tang  = x) , on  retrouvera  la  série  1 V ( d.  aST  ) 
{Voj.  n°84o.)  r ^ ‘ 

74?.  Si  l’une  des  fonctions . . est  infinie , la  formule 
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de  Maclaurin  ne  peut  plus  être  employée,  parce  que  la  fonction 
proposée  ne  procède  pas  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  la  variable.  Il  faut  alors,  ou  la  soumettre  aux  procédés 
du  n°  y38,  ou  plutôt  lui  faire  subir  une  transformation  qui  la 
rende  propre  à notre  calcul  : la  supposition  dey=x*z  remplit 
souvent  ce  but , en  déterminant  la  constante  k , de  sorte  que 
j = oiie  rende  infinie  aucune  des  fonctions  z,  . . 

Par  ex. , la  série  de  cot  x ne  peut  procéder  suivant  les  puis- 
sances positives  de  a:,  puisque  cot  0=00.  Faisons<7‘=  ^ = cot  x\ 
OC  cos  oc 

d’où  z=  — : , ou,  à cause  des  formules  G et  H,  p.  249  > 

sm  x 


fonction  dont  on  aura  aisément  les  dérivées  successives,  qui  ne 
sont  pas  infinies  lorsque  x est  nul.  On  trouve  f—  1 ,f  = o , 
o...;  d’où 

X * xi 

2 — I~3~3?75~''“’ 


et  - ou  cot  x 
x 


X 

3' 


2X5 


3\5  33 . 5 . 7 3j.5».7"‘ 

Ge  procédé  a d’ailleurs  l’inconvénient  de  ne  pas  faire  connaître 
la  loi  de  la  série,  quoiqu’elle  soit  mise  ici  en  évidence. 

Nous  enseignerons  bientôt  les  moyens  d’employer  le  Calcul 
différentiel  au  développement  de  y en  une  fraction  continue 
fonction  de  x.  ( Voy . n°  875.)  On  en  tire  même^  sous  la  forme 
de  série,  d’après  le  procédé  de  la  note  p.  180. 

748.  On  peut  appliquer  aussi  le  théorème  de  Maclaurin  aux 
équ.  à deux  variables.  Amsi,  pour  mz3 — zz=m,  on  prendra. 
z',  z"...  (n®  724)»  onferaar=o,  etl’onaura 


d’où 


3m'  •'  ' " 27m 

X X*  X* 

Z~ï^r3m  81m'  243m* 


,3*  ' 


t 
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On  peut  même  développer  suivant  les  puissances  deseen-* 
dantes  de  x.  On  mettra  t~ 1 pour  x ; et  après  avoir  obtenu  la 
série  selon  les  exposans  croissans  de  t,  on  remettra  x~*  pour 

t,  et  l’on  aura  celle  qu’on  demande.  Par  exemple,  pour 

my3 — x'y  — mxiz=o,  on  fera  x3~  l~‘  ; d’où  my3Û — y = m ; 
on  prendra  les  dérivées  y' , y" . . . , relatives  à t,  puis  on  fera 
partout  t=  o ; enfin , on  mettra  les  résultats  poui-y,  f,f". . . 
dans  la  série  de  JVIaclaurin , où  t tiendra  lieu  de  x.  Ce  calcul 
donnera , en  remettant  x~ 3 pour  1 , 

y—  — m — m'x~ 3 — 3m7x-6  — 9-j-55m'3x~'*... 

749-  0n  propose  de  développer  u=Jy  suivant  les  puissances 
de  x,  y étant  lié  à x par  l’équation 

y=t+x.çy...  (1), 


les  fonctions  fy  et <py  sont  données.  Observons  que  si,  à l’aide 
de  l’équ.  (1),  on  éliminait  j',  u ne  contiendrait  plus  que  x,  et 
la  formule  de  Maélaurin  deviendrait  applicable.  On  cherche- 
rait alors  u,  »/,  u"...;  puis  f,f,f... , en  faisant  x=o.  Or,  le 
calcul  différentiel  sert  à trouver  les  dérivées  u’,  u"...  sans  re- 
courir à l’élimination.  En  effet,  les  dérivées  (n°  7.11)  relatives 
à x et  t de  l’équ.  u = fy,  sont 


f'y 

dx~àx'J 


diz 

dt 


d’où 


du  dy  du  dy 

d<  ’ dx  dx  ' dl  ’ 


en  éliminant  fl.  Or  les  dérivées  de  l’équ.  (1)  relatives  à t et  à 
x sont  — = 1,  ^-=z<py,  et  l’équ.  précédente  devient 


du  du 

dï=d T-” 


(3) 


Nous  pouvons  tirer  de  là  toutes  les  dérivées  successives  de  u par 
rapport  à x;  car  prenons-en  les  dérivées  relativement  à x et-  à 
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t,  nous  aurons  <>• 

d*l/  d’n  du  d [y  ,• 

dxî  — dxdi  ^ 57  *.5**^’ 

d’u  d’u  . du  dr  , 

drdt  — dF  ^ 57  ' d?  î>-^’ 

,,  . '*  d’u  d’u  , du  My  djr\  , 

dou  x?=  dr^+arCdr^+s)"’ 

(jy  , f|y 

mais  — = i el  =f  <pj-;  donc  la  parenthèse  se  réduit  à 2ipj', 
et  le  produit  par  $'jr,  à ïqjr  dérivée  de  qfj  relative  à t ; 


d’u  _ d’u  , du  Afjp'jr) 
dr*  dr-  dt 


• . - (45s 


Donc,  en  multipliant  une  dérivée  ~ par  <p'y , et  prenant  de 

Ut  » 

nouveau  la  dérivée  de  ce  produit  par  rapport  à t,  on  passe  à 

la  dérivée  de  l’ordre  suivant.  Maintenant  représentons  ~ .p’j* 

d’u  de  , , , . , , , 

pare,  nous  avons  , .et  d apres  la  reyle  qu  on  vient 

de  trouver 


Kar^) 

d/’  ’ 1 

*<&■*) 


d’u  d’e 

PU1S  d^  ~~  dïdt ; 


(5);  • 


, . a.»  ■ , 

de  meme  ^ = — (6); 

et  ainsi  de  suite  ; la  loi  est  manifeste. 

faisons  maintenant  x — o dans  la  fonction  fj  qu’on  veut 
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développer,  et  dans  ses  dérivées  successives,  pour  obtenir  les 
expressions  qui  ont  été  désignées  par  JJ'  dans  la  série 

de  Maclaurin  (n°  746)  ; l’équ.  (t)  se  réduit  kjr=zt,  d’où  fjr=ft> 

JJ"  (e’qu.  2)  devient/ j'  ou/'<;  ainsi  ^=/'/.p/(équ.3);^ 


, • d(fl.tp't)  d3«  à'tf't.ft) 

devient  — — (équ.  4),  j = 


(équ.  4);  etc.,  et  on 


d<  *"»  dx* dr» 

a enfin,  les  accens  désignant  des  dérivées  prises  par  rap- 
port à t , 

fr  = fl  + ***./'«  + X-  (pt.f't)'  + ^ (♦’<•/'<)'  + etc. 

Telle  estla formule  de  Lagrange.  (Voy.  Méc.  cil..  1. 1,  p.  1 77.) 
Si  fjr  est  = y , d’où  f'jr  c=  1 = , on  a simplement 

j-  = t 4-  xtpt  + j (p**)'  + (<f>50'  + etc. 


Soit  demandée  la  valeur  développée  de  u = ym , en  suppo- 
sant jr  = * -f-  xjr*.  Comparant  à l’équation  (1),  on  a 

ft  — tm,  ft  = mtm~\  çt  — t ",  (pi /'t  = rai*+"'1  ; 
(p’t./'l  = , (ft.ft  = j 

d’où  jr"  = r 4-  mri"+'-'  4-  m. m+  ~-1  + . . . 

On  aurait  aussi  la  valeur  de  y,  dans  le  cas  où  l’équ.  (1)  se- 
rait remplacée  par  * -f-  4*  y/"1  = 0 ; il  suffirait  de  faire  ici 


^So.  En  faisant  ci-devant  x — 1,  on  trouve  le  développe- 
ment de  Jr,  lorsque  jr  = t + çjr, 

fS  =f  4.  çtft  4-  I | tft.fl)”  +. . . . 

On  tirede  là  la  puissance/!  de  la  moindre  racine^  de  l’équation 
f=t  + <PS,  en  faisant/^ = 

j*  = t*  4.  « [ipt.f-*  4-  ï (?‘M"'T+s  ((p’i.t--)"...]- 
tes  traits  indiquent  des  dérivées  relatives  à t ; on  ne  met  pour 


ii 
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i sa  valeur  numérique  , qu’après  les  calculs  ( voyeï  Résol. 
numér.,  note  XI). 

Par  ex. , l'équ.  yy* — at~o  est  rameuée  à la  forme 

JT  — t -f-  Çy  en  posant 

'= |,«  = | t\  91.  t—'  = | = £ F+3. . . ; 

prenant  les  dérivées  convenables , on  trouve  enfin 

terme  général  Q)  • X [(a*  + n — .)  C X (y^j. 

Pour  avoir  la  puissance  n de  la  plus  grande  racine^,  il  faudrait 
changer  y en  y~',  c.-à-d.  remplacer,  dans  le  résultat,  a par  y, 
y par  «,  et^y"  par.y-". 

75i.  Lorsqu’on  veut  la  i”  puissance  de  y , l’équation  étant 
jr  = / çy,  on  fait  ci-dessus  n = i , 

y=t  + <pyz=t  + <pt  + \ {ç-t)’  + g (ç3t)"  + ... 

Cette  suite  s’applique  surtout  à la  méthode  inverse  des  séries, 
qui  consiste  à tirer  la  valeur  de  y de  l’équ . . .— o, 

qu’on  réduit  à la  forme  y = t-i~çy,  en  posant 

t=~i9t  = pi  = v*+*y*e— 

P*  fi  ,V  y8*  * 

il  vient  enfin 

r—  a a’>  i.  Él  2*V  5 aty*  5<t*y3 

T 0 G 3 /S»-  /s5  **  — 


/S6 
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Sur  la  Résolution  des  Équations. 


l5i.  Démontrons  de  nouveau  plusieurs  théorèmes  sur  les 
équations. 

< I.  Soit  y une  fonction  de  x,  qui  admet  les  facteurs  (ar — à)m% 
(x — £)*... , en  sorte  qu’on  ait 

y = (x  — a)n.  ( x — A)»...  x P, 
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P ne  contenant  que  des  facteurs tlu  i*r  degré  inégaux  ; prenant 
les  log.  des  deux  membres  et  leurs  dérivées , on  trouve 

y'=(x — û)m_l(x — b)*~' ...\mP(x — nP{x — a)...  etc.] 

Ainsi,  la  fonction  de  x proposée  a (x  — a)m_l  (x  — b)a~l. .. 
pour  plus  grand  commun  diviseur,  avec  sa  dérivée,  ce  qui  re- 
produit le  théorème  des  racines  égales  (p.  61). 

II.  La  dérivée  de  1 (cos  x db.  sin  x.  y/ — 1),  est  (n°  719) 
— sin  x ± cos  x.  1/ — 1 
cos  x ± sin  x.  y — 1 
aussi  la  dérivée  de  x\/ 

1 ( cos  x : 


, qui  se  réduit  à ±:  l/—  1.  Or,  \/ — 1 est 
1 donc  ( n°  808) 
sin  x.\/  — r)  = x\/  — i . 


Comme  cette  équ.  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  x , on  11'ajoute 
pas  de  constante  arbitraire  A,  puisque  x=;o  donnerait  A~o. 
On  en  conclut  le  théorème  (I,  p.  25a),  d’où  il  sera  aisé  de 
tirer  les  formules  K , L,  M,  et  par  suite  les  facteurs  de  xndzam 
(p.  i43). 

III.  L’équ.  x'n  -f-  pxm~'  -f- ...  -f-  u o , étant  décomposée 

en  ses  facteurs  simples  ( x —a)  ( x — b (x  — c)...,  les  log.  de  ces 
deux  fonctions  de  x sont  identiques  ; d’où 

1 (xm  -f-  pxm~‘  + ...)=  I (x — fl)-f-l(x  — b)  - f-  ...  ; 

et  prenant  les  dérivées  de  part  et  d’autre , on  retrouve  l’équ, 
de  la  page  164,  et  par  suite  le  théorème  de  Newton  sur  les 
sommes  des  puissances  des  racines,  qui  forment  une  série  ré-* 
currente  dont  l’échelle  de  relation  est — p,  — q ...,  — u. 

IV.  Fx  désignant  une  fonction-rationnelle  et  entière  de  x, 
soit  b la  partie  approchée  d’une  des  racines  de  l’équ.  Fx— o, 
et  y la  correction  qu’elle  doit  subir;  d’où  x — k-f-y,  et 

F (k  + y)  = Fk  +yFk  + '-y*F"k  + .. . = o. 

Lorsqu’on  néglige  y*t  y3... , attendu  que  y est  une  petite 
quantité,  on  trouve  la  méthode  de  Ncwlon  (p.  86). 

En  ne  négligeant  aucun  terme , on  peut  tirer  la  valeur  de  y 
de  cette  équ.,  à l'aide  de  la  série  n®  75t.  O11  y fera«t=  Fk , 
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j&  — Vk... , et  posant,  pour  abréger,  z—  qui  est  la  pre- 
mière correction  en  signe  contraire,  il  vient 

*•  F"k  , x3 

jr~  * 2*F'A+2.3“’ 

La  racine  cherchée,  ou  k est  donc 

__  x»  F"k  x3  p F“k  /F"k\*  -1 

“ Z 2 * Fk  +2.3Lf'Â 

C’est  ainsi  que  de  l’équ.  x1 — 2x=5,  on  tire  k=  2,1  pour 
valeur  approchée  de  l'une  de  ses  racines  (p.  87);  or 

Fk=k 3 — 2 k — 5=o, 061,  F"k=3kt — 2=1  i,23,F"i=6Æ=i2,6; 

don  —£i—  61  F"k  _ 1260 

*T"  F'k  i i23o  ’ F‘ k ij23’ 

et  x = 2, 1 — o ,oo543i88  — o,  00001 655  = 2,09455157. 

Sur  les  Valeurs  o,  o x ce  _,  etc. 

753.  Nous  avons  dit  ( p.  43,  20.)  que  quand  x = a change  une 
fraction  proposée  enf,  x — a est  facteur  commun  des  deux 
termes,  et  qu'il  faut  la  dégager  de  ce  facteur,  qui  peut  y entrer 
à des  puissances  différentes.  Le  calcul  différentiel  donne  un 
moyen  facile  d’atteindre  ce  but,  et  d’avoir  la  valeur  de  cette 
fraction,  dans  le  cas  de  x=a,  valeur  qui  est  nulle,  ou  finie , 
ou  infinie.  Changeons  X en  x h ; la  fraction  proposée 

P 1 ■ j P + hP'.+  hh'P'  +...  , „ 

Q deviend,a  Q 4.  hQ'  + l h'Q • + ...'  ’*•  ^ : 
faisons  ensuite  i = a:Pe  t Ç)  sont  nuis  ; on  divise  ensuite  haut 
et  bas  par  h,  et  l’on  a 

P'  +ihP"  + ...  J_  P' 

<?'  +1  hQ“+  ...  - Ç'* 

quand  h = o ; les  suppositions  de  x = a et  h^=o  reviennent 

p p'  y 

à avoir  changé  x en  a.  Ainsi , lorsque  x = a , -rr  — S’il  ar- 

V Y 
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rivé  que  P ou  Q'  soit  encore  r=  o,  la  fraction  est  donc  nulle  ou 
infinie  ; et  si  P'  et  Q'  disparaissent  ensemble  des  développe- 
mens  (jf),  il  faudra  les  diviser  par  i h1  et  faire  k = o;  on  aura, 

P P * ' * 

pour  x = a,  — = — ; et  ainsi  de  suite. 

V V 

Donc,  pour  avoir  la  valeur  d’une  fraction  qui  devient  § lors- 
que x = a,  on  différenliera  le  numérateur  et  le  dénominateur 
un  même  nombre  de  fois,  jusqu'à  ce  que  l’un  ou  Vautre  rie 
devienne  plus  zéro  lorsqu’on  mettra  a pour  x.  Il  ne  faut  pas 
craindre  que  toutes  les  dérivées  P',Q',  P“,  Ç"...  soient nulles, 
car  alors,  quel  que  soit  ht  on  aurai t /(n -t-  h)-=z  o,  ce  qui  est 
impossible. 

754.  Voici  quelques  exemples  de  cette  théorie. 

I.  La  somme  des  n premiers  termes  de  la  progression 

x* — 1 


— 1 
• • * 


, est 


( n°  »44  ) > si,  x «s  1 , cette 


fraction  devient  | ; prenant  les  dérivées  des  deux  termes , qui 
sont  n: r*-1  et  1,  puis  faisant  x=t,  il  vient  n pour  la  somme 
cherchée , ce  qui  est  évident. 

ax^+ac1-— aacx 


II.  Soit 


bx' — -xbc  x-f-  bc 


, qui  devient  £ pour  x = c ‘ les  dé- 


rivées du  1"  ordre  donnent  encore  — r~  —s ; il  faut  pro- 

« bx — bc  r 

céder  à une  nouvelle  dérivation , et  l’on  a 7.  Il  a fallu  deux 
• o 

opérations  successives,  parce  que  (jr — c)1  était  facteur  commun. 

ttt  ^ . *3 — ax% — a’ar-f-a1,  „ . 

III . De  meme ; ; donne  £ pour  x z=  a ; les 

v vf  OC  a 

dérivées  des  deux  termes  sont  Zx' — 2 ax  — a1,  et  2.x;  la  i"  est 
nulle  quand  x = a ; zéro  est  donc  la  valeur  cherchée , ce  qui 
vient  de  ce  que  le  facteur  du  numérateur  est  ( x — a)‘ , et  que 
celui  du  dénominateur  est  ( x — a).  Pour  la  même  fraction  ren- 
versée, on  aurait  trouvé  l’infini,  par  une  raison  semblable.  C’est 
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c«  qui  arrive  pour  x = a dans  * 

ax  — x* 


385 


a + — aa3x  -f-  aax3  — x1’ 


IV.  x = o rend 


» x 

ax\a — bx\b 


= | ; les  dérive'es  donnent 


= la— = 


,,  „ i -*-8inx+ cosx  , , , „ 

V.  Pour  r — , dans  le  cas  ou  1 arc  x est 

stax-f- cosx— 1 

• . : , ■*  . 

le  quadrans,  on  a 

— cosx  — sinx 


COS  X ■ 


• sm  x 


1. 


VI.  Quand  * = «,  deTie„t  5 , 

a — \/{ax3) 

dérive'es  des  deux  termes  donnent 


•2XJ 


a» 


3a 


16a 


y/{ia>x-x*)  3V/(ox’)  * 4 V (à3-*)  ^ 

VII.  On  verra  de  même  que  x=  1 donne  f pour 


1 — x + lx 


— 1.  et 


xz 


1 — x+  Lr 


I — {/(2X  — x*) 

755.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  cessera  d'être 
applicable  si  le  théorème  dé  Taylor  est  fautif  dans  V ordre  des 
termes  qu’on  est  obligé  de  conserver  : ce  qu’on  reconnaîtra  ai- 
sément, puisque  l’une  des  dérivées  auxquelles  on  sera  conduit 
deviendra  infinie.  Alors  il  faudra  changer  x en  a + A dans  P 
et  Ç,  et  effectuer  les  développemens  (n°738),  en  se  bornant  au 


1 p _dhm  -f- 

1”  terme  de  chacun.  On  aura  — = 

Q Bha 


-,  niounétant 


fractionnaire  ou  négatif.  On  divisera  les  deux  termes  par  la 
puissance  la  plus  basse  de  h,  et  l'on  fera  h = o.  Si  m=n , on  * 
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la  valeur  finie  — ; la  proposéee  st  nulle  ou  infinie , suivant  qüé 

'f. 

m est  ou  ni 

1.  Soit  (J1 — a"‘)  ’ ; x = « donne  §,  et  il  est  inutile  de  rc- 
{x  —a)* 

courir  aux  dérivées  des  deux  termes,  puisqu’elles  deviennent  in* 
finies  (n°  739,  20.).  Faisant  x— a -\-h,  on  trouve  pour  A = Oj 


(•>.ah  4-  A*)1  . (2a  4-  A)3 


:(2<l)\ 


A1  * .*- 

II.  Vx~  Va  ~f~  Vix  a)  devient  2 pour  x = a ; faisons 
i/(x3 — a1) 

x — a 4-  A ; nous  avons 

(a  + i)’  — a ’ 4-  A»  A»  4-  -a_iA  4*  • • • 

; 1 — t ï y (2°)  > ’ 

(2«A4-A’)*  A*(2a4-A)’ 

en  développant  par  la  formule  du  binôme,  divisant  haut  et  bas 

par  A*,  et  faisant  ensuite  A = o. 

dans  {X~C)  1/  (* &)  + V ( * — c) 


III.  Pour  x 


on 


l/a  e — 1/  (x-f-c)-J-  |/(x — c)  ’ 
mettra  c 4- A pourx;  on  pourra  même  employer  la  formule  de 
Taylor  à la  recherche  des  termes  provenus  de  (x — c)  \/{x—b) 
et  l/{x  4-  c ) » pour  lesquels  elle  n’est  pas  fautive  ( u°  739)  ; on 
t/A4-Ai/(c— 6)4-.*; 

aura  , , , , . l ; divisant  par  t/A  et  faisant  en- 

I/A  — ^A(2c)~»4 r yt 

suite  A=  o,  on  trouve  1 pour  la  valeur  cherchée. 

(g»  — — g _ A4-(2aA)j...  h tje 

IV-  (,+x-ây-i  ~ 3A4- 3A*. . . . ’ en  chanseant * 

en  a 4-  A , et  développant  ; divisant  ensuite  haut  et  bas  par  A, 
et  faisant  A=o,  onaj  pour  valeur  de  la  proposée  quand  x=a. 

756.  Lotsque  x — a donne  à un  produit  P X Q la  forme 
oX»,  on  met  pour  Q une  valeur^  , telle  que  R soit  nul 
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p 

pour  x — a;  alors  ou  a la  fraction  ^ qui  devient  £.  Par  ex . , 

jr  — (i — x).  tang  (l^vr),  est  dans  ce  cas  quand  x=  i ; comme 

i i — x a r ■ 

tanR=  — -.on  a r— r = -,en  traitant  cette  fraction 

0 cot’  J cot  (jîtX)  *■’ 

par  les  règles  prescrites. 

Quand  ~ devient  P et  Q ont  la  forme  R devenant 
nul  pour  x ==  a ; ainsi  la  propose'e  rentre  dans  le  cas  de  |. 

Soit  par  ex. , P==  tang  g.Q , et  Q = i ,a  frac~ 

tion  ^ devient  ^ lorsque  x~a  \ mais  elle  se  change  en 

4a 


P 

Q 


afx*—  a’)  ,,  , z a* 

- , d ou — 


■T'co,(i-î) 


Enfin , si  l’on  a oo  — oo  pour  x=a,on  transformera  l’expres- 

• ii  . . O — P , 

sionen-p — — , P et  Q étant  nuis, ou  ~jjq  » *îUI  rentre  dans 

ce  qu’on  vient  de  dire.  C’est  ainsi  que  x tangx — sec  x, 
dans  le  cas  où  x=go°,  devient 

xsinx  — 
cos  x 


„ ...  x cos  x 4-  sin  x 

: 5 , d OU 


— S1U  X 


Des  Maxima  et  Minbna. 

r)Sr].  Lorsqu’en  attribuant  à x differentes  valeurs  successives 
dans  une  fonction  y — fx,  elle  croît  d’abord  pour  diminuer 
ensuite,  on  donne  le  nom  de  maximum  à l’état  de  la  fonction 
qui  se'pare  les  accroissemens  des  de'croissemcns  ; et  si  fx  di- 
minue d’abord  pour  croître  ensuite , le  minimum  est  la  valeur 
qui  sépare  ces  deux  états.  On  dit  donc  qu’une  fonction  fx  est 
rendue  un  maximum  ou  un  minimum  par  la  supposition  de  x—a, 
lorsqu’elle  cslplus  grande  dans  le  icr  cas,  et  plus  petite  dans  le 
T.  II.  a5* 


A 


5<Sô  calcul  dfffÆrestiel. 

a*,  que  les  valeurs  quelle,  aurait  en  prenant  pour  x deux  nom- 
bres, l’un  > a , l’autre  < a,  immédiatement. 

Ainsi,  pour  juger  si  fa  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
il  faut  que  f{a-\-  h)  et  fa — h)  soient  tous  deu  xf>fa,  ou  tous 
deux  <ifa,  quelque  petit  que  soit  h.  Mais 

fa±.h)  ~fa  ± If  a + ~f"a  ± etc. 

Dans  ces  développemens , on  pourra  toujours  prendre  h assez 
petit  pour  que  le  terme  hf  a l’emporte  sur  la  somme  de  ceux 
qui  le  suivent  (n°  740»  en  sorte  que  le  signe  de  hf  a sera 
celui  de  toute  la  suite  à partir  de  ce  terme.  On  aura  donc 
f{a±.h)—fa±i.h-,  fa  ne  pouvant  pas  être  compris  entre  ces 
deux  valeurs,  n’est  ni  maximum  ni  minimum  : ainsi , ilfautque 
fa  — o.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x , qui  sont  seules  capables 
de  rendre  fx  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  donc  ré- 
soudre l’ équation  y'-=  fx  •-=  o. 

Alors  nos  développemens  sont 

fadzh)  =fa  -f-  A h fa  ± J hf’a  -f- . . . 

Si  fa  est  positif,  on  voit  que  f(a  ±.h)— fa-^-ah''  ; d’où  il  suit 
qu’il  y a minimum  ; on  a un  maximum  quand  f a est  négatif. 

Mais  si  fa  = o , 

fa  ± h)  —fa  ± l hf a + ± hf'a  d= . , , 

et  l’on  retombe  sur  un  développement  semblable  à celui  du 
l"  cas,  d’où  il  résulte  qu’il  n’y  a ni  maximum,  ni  minimum,  » 
quand  fa  n’est  pas  nul  : et  si  fa  — o,  f "a  est  négatif  pour  le  ' 

Ier  de  ces  états,  et  positif  pour  le  2';  et  ainsi  de  suite! 

Apres  avoir  trouvé  les  racines  de  l’équation  fx  = o,  on 
substituera  chacune  dans  fx , f"x . . . , jusqu’à  la  première 
dérivée  qui  n’est  pas  nulle  : la  racine  a correspondra  à‘  un 
maximum  si  cette  dérivée  est  de  signe  contraire  à celui  de 
fa , et  à un  minimum  si  les  signes  sont  les  mêmes  ; mais 
il  faut  que  cette  dérivée  soit  d’ordre  pair,  car  sans  cela  la 
racine  a ne  répondrait  ni  à un  maximum,  ni  à én  minimum . 
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758.  Présentons  quelques  exemples. 
X.  Pour  y—  l/  (ipx),  on«/  = — 


; cette  quantité  ne 


i.  Eour  y—  y (ipx),  on  a y — ^ ^ *"■ 

pouvant  être  rendue  nulle , la  fonction  \/  (2/>a :)  n est  suscep- 
tible, ni  de  maximum , ni  de  minimum. 

ll.j—ù—  (. x—aY  donney =— 2 (x  — a)=o, d’où x=a, 
y" — — 2;  ainsi  x — a donne  le  maximum y~b^  puisque  y 
est  négatif;  c’est  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 
y —b- J-  (x — a)’  a au  contraire  un  minimum. 


En  général  y'—X  (r—a)n. — o donne  x — a, 

yH=[Xix  — a)~f»X]  (x  — ■<*)*-•,?*== etc. 

Il  sera  facile  de  voir  que  x=a  donne  un  maximum  ou  un 
minimum,  suivant  que  X devient  par  là  négatif  ou  positif, 
pourvu  que  n soit  impair. 


III.  Soit  y = -4~~,  i on  en  tire  < n°'  ’°6  et  ’o5)  ’ 

I *y*  «I" 


,—X1  „ I-f- 2/  (!+*’) 

s=ï i+^=-2* 

— o donne  xxsdti;  mais  alors  y=±  \ et  y “-t-âî 
donc  x—i  répond  au  maximum  et  x= — i au  mini- 
mum  L‘f  ouplutôtaumaximum  négatif,  puisquenous  sommes 

convenus  de  regarder  les  quantités  comme  plus  petites  quand 
elles  sont  plus  avancées  vers  l’infini  négatif.  - 

IV.  Pom-y— -imxy  + x'—a\  on  trouve  (n°*  724  et  7o5) 


, my—x  ™S~ÛÏZ- 

ï—ync  y — mx 


y'— o donne  my—x-,  éliminant  x et  y à l’aide  de  la  proposée, 
on  trouve 


'"tH 

; 3 

1 


I=  y r~  V (. -m-)'  * 

on  a donc  un  maximum  et  un  minimum. 


■ ' » 

1: 


— ± • 

■Ik 


li 
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V.  Pareillement  x3  — 3axy-J-^3  = o donne  t 

aj—x‘  ijaj'  — x-jy') 

jr’  — ax,J  y‘~ax  » 

■ , . 3 i 

- on  voit  que  x — o répond  au  minimum  jrsszo-, et  x—  a \/t.  au 

maximum  j=zaÿ^.  (Foj.  p.  461  et  Cg.  47.)  j 

VI.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties,  de  sorte  que  le 
produit  de  la  puissance  m de  l’une,  par  la  puissance  n de 
l’autre, soit  le  plus  grand  possible.  En  prenant  x pour  l’une  des 
parties,  il  faudra  vendre  un  maximum  la  quantité 

j=zxm  (a  — x)"; 

d’oùy=x"-'  (a  — x)—*  [ma—x(m  +.«)], 

jr"=xm-‘  (a—x)"-’  [(m  + n — ,)  (m  + n)x*~- etc.]. 

f — o donne  x = o,  x = a et  x=  ; cette  dernière 

m -+-  n 

racine  convient  au  maximum  qui  est  m^n"  ( — a V *.  lcs 

V»  -f.  n)  ’ 

deux  autres  répoiulent  à des  minima  quand  m et  n sont  pairs. 

Pour  partager  un  nombre  a en  deux  parties  dont  le  pro- 
duit soit  le  plus  grand  possible,  il  faut  en  prendre  la  moitié 
( n°  97 > 3°-)’  C’est  ce  qu’on  voit  quand  m = n=  1. 

^11*  Quel  est  le  nombre  x dont  la  racine  ,ze  est  un  maximum? 

O11  a (n°  720) 

y—  vx>y  -y-  — — — = 0 et  ix=i; 

le  nombre  cherché  est  donc  la  base  des  logarithmes  népériens, 
ou  x=.e—  2,71828... 

VIII.  De  toutes  les  fractions  quelle  est  celle  qui  surpasse  sa 
puissance  m‘  du  plus  grand  nombre  possible?  Soit  x celte  frac- 
tion;  on  a j=x  — xm, 

'•  l , V «1  * 

m— j 

, y = d’où  x=  */— . } 

V m 


1 • 
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IX.  De  toutes  les  cordes  supplémentaires  d’une  ellipse, 
quelles  sont  celles  qui  forment  le  plus  grand  angle?  En  dési- 
gnant par  a et  ô les  demi-axes,  « la  tangente  de  l’angle  que  l'une 
de  ces  cordes  fait  avec  les  a:,  l’angle  des  cordes  (n°  4°9)  a pour 
flV  -f-  b'- 

tangente  ; c’est  cette  quantité'  qu’il  s’agit  de  rendre 

un  maximum  par  une  valeur  convenable  de  a,  ou  plutôt  (en 
nc'gligeant  le  diviseur  constant  d1  — b‘) 

r = a\*4-  — -,  d'où  y — d — — ==o.  a~±z  - ; 

J ^ J d 1 a ' 


donc  les  cordes  dont  il  s’agit  sont  dirigées  à l’une  des  extrémités 
du  petit  axe  : leurs  parallèles , menées  par  le  centre,  sont  les 
diamètres  conjugués  qui  forment  le  plus  grand  angle  possible  : 
ces  diamètres  sont  égaux.  ( Voy.  p.  45a  du  i*r  vol.) 

X.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base  a,  et 
Jsopèrim'eires,  c.-à-d.  de  même  contour  2 p,  quel  est  celui  dont 
l’aire  est  la  plus  grande?  On  a (n°3i£5,  III) 

y=p(p  — a)  (p  — x)  ( a + x—p ), 


en  désignant  l’aire  par  y,  et  l’un  des  côtés  inconnus  par  x ; car 
le  3“  côté  est  op — a — x.  Pour  rendre  y’1  un  maximum,  pre- 
nons les  log.  et  la  dérivée , nous  aurons 


p — x 


— p 


o , d’où  a xzxsp  — a -, 


ainsi  le  triangle  cherché  est  isoscèle. 


En  généra!,  de  tous  les  polygones  isopérimètres,  celui  dont 
l’aire  est  la  plus  grande  est  équilatéral  ; car  soit  ADCDE  (fig.  4 1) 
le  polynôme  maximum,  si  AB  n’est  pas=  BC,  faisons  le  trian- 
gle isoscèle  A1C,  tel  q ue  l-j-  JC— A B -\-BC\  nous  aurons  le 
triangle  AIC^  ABC , d’où  A IC  DE  AB  CDE , ce  qui  est 

contraire  à l'hypothèse. 

XI.  Sur  une  base  donnée  AC  = a (fig.  42),  quel  est  le  plus 
petit  des  triangles  circonscrits  au  cercle  OF1  Soit  le  rayon 
OF=r,  AF=AD~x,  le  périmètre  2 p,  CF  scra=CE—a — x ; 


# ' 
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BE  — BD  sera  =zp-—a.  Les  trois  côtés  étant  a,  p — x et 
p — a -f  x , on  a pour  l'aire  p du  triangle  (n°  3i8,  III  ) 

y*  —px (p—  a)  (a  — x), 
d'où  y>*=  x(y — ar)  ( a — x)  ; 

à cause  de  y=pr  ( n°  3 1 8,  IV)  : prenant  la  dérivée,  et  faisant 
y'— o,  on  trouvera  (y—ar)  (a — 2x)  = o;  d’où  x — {a-, 
F est  le  milieu  de  AC;  les  deux  autres  côtés  sont  égaux,  et  le 
triangle  est  isoscèle. 

XII.  Sur  les  côtés  d’un  carré  ABCD  (fig.  35), prenons  les 
parties  égalesjquelconques  Aa,Bb,Cc,Dd ; la  figure  abcd  sera 
un  carré;  car,  i°.  aB=bC. . le  triangle  âAa—aBb— . . . , 
d’où  ab=zbc-cd  = ad-,  2°.  «est  le  sommet  de  deux  angles 
complémens,et  de  l’angle  dab  ; donc  celui-ci  est  droit  ; de  même 
pour  l'angle  abc , etc .... 

Cela  posé,  de  tous  les  carrés  inscrits  dans  uu  carré  donné, 
on  demande  quel  est  le  plus  petit?  Soit  AB  — a,  Aa~xy 
d’où  aB=a — x\  puis  le  triangle  Aad  donne 

ad1  = 2x“ — aax-f-a’,  \x  — 2a=o; 
donc  x — \ a ; ainsi  le  point  a est  au  milieu  de  AB. 


XIII.  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  égaux  à uu  cube 

donné  a’,  et  dont  la  ligne  b est  une  arête,  quel  est  celui  dont  la 

surface  est  la  plus  petite  ? Soient  xetz  Içs  autres  arêtes , bxz  sera 

le  volume=a3  : donc,  les  dimensions  du  parallélépipède  sont 

CiP  . 

b ,x  et  . — ; bx  et  — sont  donc  les  aires  des  faces  ; le  dou- 

bx  b1  x 

ble  de  leur  somme  est  l’aire  totale, 

J'=-1T-}-zbx+  --,y~2b-  —=o,x=  \/T=z; 
donc  les  deux  autres  dimensions  x et  z doivent  être  égales. 

Si  le  côté  b n’est  pas  donné,  a:  étant  toujours  l’un  d’eux,  les 

autres  doivent  être  1/  ; -g-  -|-  4 \/a3x  est  donc  l’aire  totale, 


I 


*1 
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a3  / a , 

4-=V/ï'  et  b==a 


3g  i 


le  cube  proposé  est  donc  le  parallélépipède  rectangle  de  moindre 
surface. 


769.  Lorsqu’on  veut  appliquer  cette  théorie  aux  courbes,  on 
forme  (11®  734)  dérivée  de  leur  équ.  : les  racines  réelles  de  x 
et  y,  qui  satisfont  à la  proposée  et  à sa  dérivée,  s’obtiennent 
par  l’élimination  ; elles  peuvent  seules  répondre  à des  maxima 
ou  minima  d’ordonnées.  On  prendra  la  dérivée  du  2e  ordre, 
et  faisant  y =;  o,puis  mettant  pourx  et  y l’une  des  couples  de 
racines  obtenues, si  x =Jp  et  y=pO  (fig.  1)  rendent  y"  né- 
gatif, le  point  O sera  un  maximum  : si  les  coordonnées  Ap"y 
p"o"  rendent  y"  positif,  o"  sera  au  contraire  un  minimum. 

Quand  les  développemens  de  f{a  rh  A)  sont  fautifs  dans  les 
termes  auxquels  ou  est  forcé  de  recourir  pour  reconnaître  les 
maxima  ou  minima , il  faut  chercher  ces  développemens  tels 

qu’ils  doivent  être  (n°7'38),et  voir  s’ils  sont  en  effet  l’un  et 

5 

l’autre  > ou  <^fa.  Ainsi  y—b-\-(x — a) s donne 

y — I (*~  » y=-r  (*— < «H  > 

y — o donne  x=a,qui  rend  y"  — 00;  ainsi  la  formule  de 
Taylor  est  fautive.  Mais/^ari:  h)  = b dfc  h*,  donc  il  n’y  a ni 

. . • 4 

maximum  ni  minimum.  Au  contraire  de  y=zb-\-(x — a)3,  on 
tire 

f{a  + h)  = b + Ù —f(a  - h)i 

donc  x ~a  et  y = b répondent  à un  minimum.  On  aurait  un 

4. 

maximum  pour  y~b — ( x — a)3. 

760.  Quant  aux  fonctions  de  deux  variables,  z=f(x,y), 
imitons  les  raisonnemens  du  n"  767.  Changeons  x en  x -f  h,  et 
/en y-j- k et  développons  comme  n°  743;  en  faisant  kx=ahI 
nous  aurons 


« 
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Or,  pour  qu’on  ait  toujours  Z<z*ou  z,  quelque  petits 
que  soient  h et  k,  il  faut  que  le  second  terme  soit  nul  indé- 
pendamment de  0,  d’où  ' . . 


dz 

4r 


= o, 


dz 

et  t—  = o . 
or 


0): 


mais  en  outre , le  terme  suivant  doit  être  positif  dans  le  cas  du 
minimum,  et  négatif  pour  le  maximum.  On  éliminera  donex  et 
jr  entre  les  équ.  (i),  et  leurs  racines  pourront  seules  convenir  au 
but  proposé  : il  faudra  substituer  ces  racines  dans  le  terme  sui- 
vant ~ • *)>  qu‘  devra  être  perpétuellement  de  même 

signe, quelque  valeur  qu’on  attribue  à *,et  quel  qu’en  soit  le 
signe.  Or,  une  quantité  A -{-  i*B  -f-  CA  ne  peut  conserver  son 
signe  quel  que  soit  «,à  moins  que  ses  facteurs  ne  soient  ima- 
ginaires (u°  i3g,  g0.),  ce  qui  exige  que  AC — B 4 soit]>o.  Il 
faut  donc  qu’on  ait 


d’z  dJz 
dx3"  </ya 


g--,  et  devront  donc  être  de  même  signe  : s’il  est  négatif, 

pour  k-=zo,  ou  ct  = o, notre  trinôme  devenant  c.-à-d. 

négatif, le  trinôme  conserve  toujours  ce  signe  ; il  y a donc  maxi- 

daz  d3z 

mum j il  y a minimum  quand  et  ^ — - sont  positifs.  Et  si 

la  condition  (a)  n’est  pas  remplie,  il  n'y  a ni  maximum,  ni 
minimum.  . 

Quand  les  racines  des  équ.  (i)  rendent  nuis  les  termes  de 
notre  trinôme,  il  faut  recourir  au  4*  terme  du  développement 
qui  doit  aussi  être  nul, puis  au  5*,  et  ainsi  de  suite. 

761.  Quelle  est,  par  ex. , la  plus  courte  distance  entre  deux 
droites  données?  Nous  prendrons  l’une  de  ces  lignes  pour  axe 
des  x ,et  l’autre  aura  pour  équation 

x = ox-f-«,  yz=bx-\-[ 3. 
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Prenons  sur  laire  un  point,  dontx'  soit  l’abscisse  : sa  distance 
à un  point  quelconque  de  la  seconde  sera  R , savoir  (n°  654  ) 

7îa  = (x  — x')a4-  j-'+z',  ^ 

ou  R*=fx  — + 

# . t 

Désignons  ce  ac  membre  par  (,nous  aurons 

^=a  (x — x')-f-2(ix-f-j3)6-f  2(«x  + «)  a = o, 

dt  , . , a»  + b& 

2(x-.x)r=o;  douï=î=-flT-^. 

Puisque  x=x  , la  ligne  cherchée  est  perpend.  à l’axe  des  x, 
et  par  conséquent  elle  l’est  aussi  à la  a®  droite  qu’on  aurait  pu 
prendre  pour  cet  axe  : c’est  ce  qu’on  sait  déjà  (n°  274)-  Du 
reste  *.  • _ 


dat  da/ 

1 =2(1+  a'  + b'),  5p;— 2, 


A‘t 


dx 


dxdx 


■2; 


la  condition  (2)  est  satisfaite,  puisque  4 (<*s  -h b’)  > 0 ; il  y a 

minimum.  La  longueur  de  la  ligne  cherchée  est  R = 

L’équ.  de  sa  projection  sur  le  plan  jz  étant  jr  = Az,  comme 
elle  passe  par  un  point  {x,jr,z)  de  la  2'  droite, 

^ Y bx-\-& a 

s ar+«  b ’ 

donc  ces  lignes  satisfont  à la  condition  (n°  673, 6®.),  et  sont  per- 
pend. entre  elles  ; ce  qu’011  avait  déjà  prouvé. 


Méthode  des  Tangentes. 

762.  Soit  proposé  de  mener  une  tangente  TM  (fig.  4°)  au 
point  M (x,j-)  de  la  courbe  B MM’ , dont  l’équation  est  donnée 
y=.fx  : celle  de  la  droite  TMH  est  I 

Y—y= tang«  (X— x), 


( 
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X et  Y e'tant  les  coordonnées  variables  de  la  droite,  x et  y 
celles  du  point  de  contact  M,«  l’angle  T.  Il  a été  prouvé, 
n°  6g5,  que  la  dérivée  y'  —fx  est  la  tangente  de  l’angle  7’, 
la  limite  du  rapport  des  accroissemens  MQ  et  M'Q  des  coor- 
données xety.  C’est  même  sur  ceprincipe  que  nous  avons  établi 
l’existence  des  dérivées  pour  toute  fonction  de  x,  et  par  suite 
le  Calcul  différentiel  entier.  Donc  (n°  346) 

* * • y 


tang  *—y,  cos  a.: 


sm  a: 


i /{i+y^ 


v^+yy 

Y— y — y (X—x). 

iu.  La  normale  MN  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  ( n°  370) 
dont  la  tangente  est  — -—■}  son  équation  est  donc 
y ( Y—  y)  + X—  x — o. 

*°.  En  faisant  F=o,on  a les  abscisses  AT,  AN,  des  pieds 
de  la  tangente  et  de  la  normale  ; d’où  l’on  tire  x — X,oa 

sous-tangente  TP—^y,  sous  -normale  PIS  x=yy. 


Lorsque  ces  valeurs  ont  un  signe  négatif,  cela  indique  que  ces 
lignes  tombent  en  sens  opposé  à celui  de  notre  figure  ; il  suffit 
alors  d’examiner  si  c’est  y ouj-'  qui  est  négatif,  pour  reconnaître 
la  situation  de  ces  lignes.  ( Voy . n°  339.) 

3°.  Les  hypoténuses  TM  et  MN  donnent  les  longueurs 

tangente  TM  — ^ l/(i+<r'a), 

normale  MN=y  t/(i  +y"‘). 

4°.  En  appliquant  le  raisonnement  ci-dessus  ( voyez  n°  420) 
au  cas  où  l’angle  des  coordonnées  est  quelconque, on  trouvera 
que  l’équation  de  la  tangente  et  la  valeur  de  la  sous-tangente 
restent  les  mêmes.  > . 

763.  Voici  quelques  exemples  de  ces  formules: 

y' 

I.  Dans  la  parabole  d’où  yy*  =2#;  la 

normale  MN—  \/  {zpx  -J- p*)  (n°  4<>4  )* 


1 

1 


i 

•j 

1 


i 


I 

l 


'/ 
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II.  Pour  l’ellipse  et  l'hyperbole  a'  y*  ■±.b,x'—±a'lb'  ; d’où 

b?x  ■ 

y'  = zp  -y-  ; on  tire  de  là  les  sous-tangentes,  etc.  (Voy.  n0’ 4»8 

^ «T  . „ 

et  4*4-)  ï*ar  ex*>  on  trouve  pour  la  longueur  de  la  normale, 
en  faisant  c*  = a’ 

v &y/rb(a»— c»x’) 

’aa 

y 771 X 

III.  Pour  l’équ.  ym=xnam~n,  on  trouve  — , = . La  pa- 

y a 

rabole  en  est  un  cas  particulier  : c’est  ce  qui  a fait  donner  aux 
courbes  renfermées  dans  cette  équ.  le  nom  de  paraboles,  m 
et  n étant  positifs.  y3=a*x  s’appelle  la  première  parabole  cu- 
bique; y '=ax'  est  la  seconde.  ■ . . 

De  même,  on  donne  le  nom  il  hyperboles  aux  courbes  dont 

jr  mx 

l’éqt».  est  xnym=am+tt  ; leur  sous-tangente  est  —,  = — * 

elle  est  la  même, prise  en  signe  contraire, que  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

IV.  Pour  la  courbe  dont  l’équ.  est  xz  — 3 axy  + y*—  o, 
on  a 

ar  — xr  y — axy 

y — — , sous-tangente  = , etc. 

y1  — ax  ° ay — x’ 

V.  Dans  la  logarithmique  (n°  469) , y = a * donne. ....... 

y | J 

^7=j—  ; la  sous- tangente  est  égale  au  module  (n“  62 5). 

VI.  Soieot^P  = x,  PM=y,  MQ  = z—ÿ{  iry  — y*  ) 
(fig.  43),  l’équ.  de  la  cycloïde  AMF  est  x=arc  (sin  = z) — s, 
(n°  472)  ; l’arc  est  ici  pris  dans  le  cercle  générateur  MGD , dont 
le  rayon  =r.  La  dérivée  est  donc  (n°  y 23) 

rz' 


V{r* 


■ — ~ — z , équ.  où  z'  = —■ — 

■z)  v'&rr—y) 


Donc, chassant  z et  z',  la  cycloïde  a pour  équation  dérivée 

y/  — \/  {ly  —y) , ou  y=yj\ (y~~)  » 

l’origine  étant  au  point  de  rebroussemeut  A. 
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Pour  mener  uue  tangente  TM,  on  remarquera  que 


sous-nonnale=j^'=  \Z(iry — y‘‘)~  z =MQ. 

Ainsi  ,1a  ligne  MD  menée  au  point  de  contact  D du.cercle  gé- 
nérateur avec  l’axe  AE,  est  la  normale.  La  corde  MD  en  est  la 
longueur;  on  obtient,  en  effet,  y\/(i  -f-y'1)  — \/(2ry).  La 
corde  supple'mentaire  MG  est  la  tangente.  On  voit  donc  que 
pour  mener  une  tang.  en  M , on  de'crira  MN  parallèle  à l’axe 
AE , puis  la  corde  KF, et  enfin  MG  parallèle  à KF. 

Si  l’origine  est  située  au  point  le  plus  élevé  F,  en  sorte  qu’on 

prenne  FS=x,  SM—  y,  l’équation  de  la  cycloïde  est 

x — arc  (sin  = z)  -f-  z (n°  472)  ; la  dérivée  est 


On  aurait  aussi  trouvé  cette  équ.  en  transportant  l’origine  en  F 
(changeant  x en  vrr — x , et  y en  2 r — y).  , 

764.  On  peut  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  rela- 
tifsaux  tangentes, tels  que  de  les  tracer  par  un  point  extérieur» 
ou  parallèlement  à uue  droite  donnée,  ou  etc.  ( V . n0’  407  et  4*3.) 
Cherchons, par  ex. , l’angle  /3  formé  par  la  tang.  TM  (fig.  44)» 
et  Je  rayon  vecteur  AM  mené  de  l’origine  au  point  de  contact 
M[x,y).  L’angle  0 que  ce  rayon  vecteur  fait  avec  les  x est  donné 


par  tang  0 ; d’ailleurs  tang  et  —y'\  donc 

tang  (*  0 ) ou  tang  g 

Dans  les  applications,  il  faut  avoir  attention  au  signé  que  prend 
cette  fraction. 

Pour  l’équ.  y'  + x'  = r*,  qui  appartient  au  cercle , on  trouve 
tang  0 = 00,  ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 

765.  Lorsqu’une  courbe  BM  (fig.  44)  est  rapportée  à des 
coordonnées  polaires  AM  = r,  MAP  = 0,  les  fonnules  pré- 
cédentes ne  peuvent  servir  qu’autant  qu’on  traduit  préalable- 
ment l’équ.  r—fù  de  la  courbe, eu  x et  y, à l’aide  des  relations 
(n*  385) 

x — r cos  0 , yz=  r sin  0 , x'  -j -y’’  — /•’. 


! 
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Transformons,  au  contraire,  en  r et  6 les  formules  de  tang.  ,etc. 
Prenons  donc  0 pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x ; et  ce 
calcul,  qu’on  a déjà  fait  page  355,  donne 


tang  fi  = 


766.  On  pourrait  de  même  traduire  en  r,  / et  ô les  valeurs 

j-jr',  yr , etc.  ; mais,  à cause  de  leur  complication , on  préfère 

le  procédé  suivant.  On  nomme  sous-tangente  la  longueur  de  la 
partie  AT,  prise  sur  la  perpend.  à AM ; le  point  7’étant  ainsi  f 
déterminé,  la  tangente  TM  s’ensuit.  Or,  le  triangle  T AM  , 
donne  AT=.  AM  tang.  fi,  ou 

' 4-  * 

. sous-taug  = ^7’=  -p-. 

Pour  la  spirale  d’Archimède  ( n°  4^3 , fig.  45 } , on  a 


r 


aO 

2r’ 


Ainsi  la  sous- tangente  AT  est  égale  eu  longueur  à l’arc  de  cercle 
décrit  du  rayon  AM — r,  et  qui  mesure  l’angle  MAx=9.  Quant 
à l’angle  il  croît  sans  cesse  avec  l’arc  S ; et  comme  ce  n’est 
qu’après  une  infinité  de  révolutions  du  rayon  vecteur  que 
6 devient  infini, l’angle  droit  est  la  limite  de  fi. 

Dans  la  spirale  hyperbolique  (n°  474) 

r—  sous-tang  = — a,  tang  (2  = — 6; 

la  sous-tangente  est  constante  ; l’asymptote  est  la  limite  de 
toutes  les  tangentes;  enfin,  l’angle  du  rayon  vecteur  avec  la 
tangente  est  obtus  et  décroît  à mesure  que  9 augmente.  {Voyez 
dans  le  ier  volume, la  figure  287.)  i 

Pour  la  spirale  logarithmique  (u°  4 74) 

♦ , 1 r 

r=«®,  tang  (2=:  —,  sous-tang  = ^. 


\ 
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La  courbe  coupe  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  le  même  angle, 
qui  est  de  45*,  quand  a est  la  base  des  log.  népériens  : la  sous- 
tang.  croît  proportionnellement  au  rayon  vecteur. 

• Des  Rectifications  et  Quadratures. 

769.  Lorsque  l’équ.  jr=z fx  d’une  courbe  BMM'  (Cg.  4<*)  est 
donnée,  la  longueur  BM  — s d’un  arc  développé  est  déter- 
minée quand  ses  extrémités  B et  RÇ  sont  connues  : cherchons 
cette  longueur.  Pour  cela , remarquons  que  B restant  fixe , s 
varie  avec  le  point  M ; ainsi  s est  une  fonction  de  x—AP, 
qu’il  s’agit  de  trouver,  s-=Fx.  Si  x croît  de  h~PP',  ^croîtra 
de  M'Q  — h,  et  s de  MM'  — l;  donc 

y —fx  donne  f(x  -j-h)  —y  +yr h + J y"  h‘  + . . . ; - 

s — Fx,  F(x  -f-  h)=xs  -f-  s' h -J— 5 s* h* 

d’où  k =y'h+±y'‘hl+. I = s’h  +|s'A*  + ... 

corde  MM'  = 4*)= l/(  1 -f  fi  y"  h -f- . . . ) . 

D’un  autre  côté, la  tangente  MH  donne  (n°  76a) 

QH=y'h,  MH=hÿ(i+y*),  M'H  = — '-y"h'...\ 

j corde  MM' v/(!  -by'2-¥y  yPk  + . . .) 

°nC  MH  + M'H  v/(i  yÿ*)-\y‘‘h..r- 

Plus  h décroît, plus  ce  rapport  approche  de  l’unité  ; 1 est  donc 
aussi  la  limite  du  i'r  membre;  et  puisque  l’arc  MM'  est  compris 
entre  sa  corde  et  la  ligne  brisée  MH-\-  M'H , 1 est  aussi  la  li- 
mite du  rapport  de  la  corde  à l’arc, ou  de 

corde  -y'2-\-y'y'h. . d>où  j _ V ( 1 +y'‘) 


arc 


s'+\s"h... 

/ — V/(,4‘J‘a)  ou  d^=y'(dxî  -fày*). 

Cette  formule  sert  à rectifier  tous  les  arcs  de  courbe.  On  y 
met  pour  y'  sa  valeur  fx,  tirée  de  l’équ.  donnée  y—fx  de 
la  couvbe,et  l’on  obtient  la  dérivée  s de  l’équ.  s = Fx  ; il  faut 
ensuite  intégrer  F’x , c.-à-d.  remonter  de  cette  dérivée  à sa 
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fonction  primitive  Fx.  Wons  donnerons  bientôt  (n°  849)  les 
moyens  défaire  ce  calcul. 

*\ 

J.’équ.  du  cercle, dont  le  centre  est  à l’origine,  est 

i ' % 

j-a-f  x’ssr',  d’où  yy'+xx=  0; 
s'  = ./( . + — ^—±1  - = ^S. — - 

V\  J-V  y l/(r’— a :-)» 

c’est  la  dérivée  de  l’arc  de  cercle  s,  exprimée  en  fonction  de 
tson  sinus  ou  cosinus  (qui  est  x,  voyez n°  723).  Pour  rectifier 
l’arc  de  cercle,  il  faudrait  donc  intégrer  cette  fonction  ( n° 

849,  ni). 

D’après  notre  valeur  de  /,  on  peut  simplifier  les  formules  de 
Ja  page  394;  qui  deviennent 


ày 


tane *=y  = s»  co»-«?=a7*  Sïn*=T=Ts 


dx 


. y — c1j' 


tangente  : 


jrs_ 

* 

. J 


r'dr 

: dÿ  ’ 


normale  = rs'  = 


dx 


768.  Pour  obtenir  l’aire  DCPM  — t (fig.  4®),  imitons  les 
raisonnernens  précédeus;  nous  verrons  que  / est  fonction  de  x , 
ou  i = <px;  que  les  accroissemcns  k et  i de  l’ordonnée  et  de 
l’aire  pour  l’abscisse  .r+A,sont 

k=M'Q—y'h  + ...,  i- MPP'M'  =Üi+... 

On  a rectangle  MPP'Q=yh,  LP  P'  M'~{y-]~k)h-,  l’uni  técstla 
limite  de  leur  rapport  — 1 est  donc  aussi  la  limite  du 

rr  y+k 

rapport  entre  le  rectangle  MPP'Q—yh  et  l’accroissement. . « 
MPP’M'  — i de  l’aire  /.  Ce  rapport  est 

• T=7TW+~-’  imc7='’  on  i=r' 

Il  faudra  mettre  ici  fx  pour  y,  et  intégrer  l’équation  /==/,r. 
Si  les  coordonnées  faisaient  l’angle  <*,  on  trouverait 


/ =y  sm  et. 
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76g.  Cberclions  l’aire  AKM~<r  (fig.  44  )«  comprise  entre 
deux  rayons- vecteurs  AM , AK,  dont  le  dernier  demeure  fixe , 
l’autre  variant  avec  M.  On  a l’aire  AKM  ou 

r as  A B MK  — ABM  -, 

mais 

ABM^z  ABCD+  DCMP  — AMP  = ABCD  + t — \xj  ; 

donc  r = ABMK—ABCD  — t + 

Or,  la  variation  du  point  Mne  change  pas  les  points  B,  C et 
K:  prenant  la  dérivée,  en  regardant  ABMK  et  ABCD  comme 
constans , 

/ = — t'  + i (xf  +jr)  = \ (xf  —j). 


Traduisons  les  valeurs  de  s',  ÿ et  r en  coordonne'es  polaires»  r 
s'  / 1 r 

et  ô ; en  mettant  —r,  —,  , — , , pour  s',  ÿ et  r (n°  729), 


s'*=:x'2+y%  r ==  i(xj~'  — yx')  : 

la  variable  principale  est  devenue  quelconque  ; pour  qu’elle 
soit  fl,  il  suffit  de  mettre  ici,  pour  x,  jr,  x'  et  y.  les  valeurs 
du  n°  730 , et  il  viendra 


s = s/{r'  + r''),  r=y, 

qui  sont  les  formules  des  rectifications  et  des  quadratures  de 
courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires,  l’équ.  étant 
r~fa  : on  aurait  d’ailleurs  pu  les  obtenir  directement  par  la 
méthode  des  limites. 


Des  Osculations. 

770.  Si  l’on  prend  un  point  M ( fig.  46)  sur  une  courbe  BMZ, 
et  qu’on  mène  une  tangente  TM  et  une  normale  MN;  puis, 
des  différens centres  a,  b...  pris  sur  la  normale,  si  l’on  décrit 
des  cercles  qui  passent  en  M,  TM  sera  leur  tangente  commune. 
Or,  il  est  clair  que,  par  la  disposition  de  ces  cercles,  les  uns 
sont  en  dedans,  les  autres  en  dehors  de  la  courbe;  en  sorte 
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qu’il  en  est  un  qui  approche  plus  que  tout  autre  de  la  courbe 
BMZ , de  pari  et  d’autre  du  point  M.  C’est  ce  qu’on  nomme 
le  Cercle  oscillateur  j son  centre  D et  son  rayon  DM  sont 
appelés  Centre  et  Rayon  de  courbure  ; et  comme  en  changeant 
le  point  M y le  cercle  change  aussi  de  centre  et  de  raj>pn,  on 
nomme  Développée  la  courbe  IOD , qui  passe  par  tous  les 
centres  de  courbure  : la  ligne  donnée  BMZ  est  la  Dévelop- 
pante de  1 OD. 

Pour  trouver  le  cercle  osculateur  d’une  courbe , en  un  point 
donne  M,  il  faudra  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  le 
déterminent  : généralisons  ces  considérations.  Concevons  deux 
courbes  qui  se  coupent;  leurs  équ.  y—fx , Y=FX  donnent 
y=Y  pour  la  même  abscisse  x — X,  qui  est  celle  du  point 
commun  : jusqu’ici  il  n’y  a qu’une  simple  intersection.  Com- 
parons le  cours  des  deux  lignes  de  part  et  d’autre  de  ce  point, 
et  pour  celaj  mettons .x-f-k  pour  x et  X , dans  y et  Y;  les 
ordonnées  correspondantes  sont 

y +y  h + ir"*4  • • • , Y + y' h -K  r**+ • • • j 

d’où  ^hiy—Y')  + ifcv-r  ) +. . . , 

pour  la  distance  entre  les  deux  points  de  nos  courbes  dont 
l’abscisse  est  x -f- h:  il  faut  dans  Y',  Y" , remplacer  X par 
x.  Plus  sera  petit  pour  une  valeur  donnée  de  h,  plus  les 
points  correspondans  seront  voisins  , de  sorte  que' le  degré  de 
rapprochement  de  nos  courbes  dépend  de  la  petitesse  de  é,  dans 
une  étendue  déterminée  h. 

Or , s’il  arrive  que  la  valeur  de  x,  pour  laquelle  y— Y,  rend 
aussi  y'  = Y',  on  a 

<*=  i h • (/'—  r > + 1 v cr'-r  ) + 

et  nos  deux  courbes  approchent  plus  l’une  de  l’autre  que  ne  le 
ferait  une  troisième  qui,  passant  par  le  même  point  (x,j-),  ne 
remplirait  pas  cette  même  condition.  Car,  soit  y—ipi  l’équ.  de 
celle-ci,  la  distance  A,  entre  les  points  de  cette  courbe  et  de 
la  première , qui  ont  pour  abscisse  x -j- h,  est 

a = h w—y  ) + i 7*4  (/  -y) + . . . , 

T.  II.  • *6 
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en  supposant  <px=fx,  pour  qu’elles  aient  le  point  commun 
(x , y) . Or,  les  Valeurs  de  <f  et  a ont  la  forme 

A = ^A-f  BK  + CV.. 

d’où  A — f—  Ah  + {B  —b)h'  + (C—  c)  A3 4- ... . 

Si  donc  on  prend  h assez  petit  (n°  7^1)  pour  que  le  terme  Ah 
donne  son  signe  à cette  se'rie,  A — i ayant  le  signe  de  A , on 
aura  a J' pour  cette  valeur  de  h , et  pour  toutes  celles  qui 
sont  moindres,  quelque  soitle  signe  de  A.  Ainsi  la  eourbej'=F.r 
approche  de  Celle  y=zfx,  dans  toute  cette  étendue  A , et  de 
part  et  d’autre  du  point  commun  , plus  que  ne  le  fait  la  3e 
courbe  yzzzfâ,  quelle  qu’en  soit  la  nature. 

Si , outre  y1— Y',  on  a aussi  j"  — Y",  on  verra  de  même  que 
nos  deux  courbes  approchent  l’une  de  l’autre , dans  les  points 
voisins  de  celui  qui  est  commun  , plus  qu’une  troisième  qui  11e 
remplirait  pas  ces  deux  conditions  , et  ainsi  de  suite.  Nous  di- 
rons de  deux  lignes  qu’elles  ont  un  Contact  ou  une  Osculation 
du  C'  ordre,  lorsqu’elles  satisfont  aux  conditions  y~Y ,y'  —Y'  -, 
pour  la  même  abscisse  x De  inêine.y=  Y,  jr ’=  Y',  Y“ se- 

rout  les  conditions  du  contact  du  2e  ordre,  etc  ; et  il  est  dé- 
montré que  ces  doux  courbes  sont  plus  proches  l’une  de  l’autre 
vers  le  point  commun  , qu’une  3e  courbe,  à moins  que  celle-ci 
.ne  forme  une  semblable  osculation. 

77t.  Ces  principes  posés  , si  quelques-unes  des  constantes 
a,  b , c . . . . que  renferment  les  équ.  y — fx,  Y — FX  des 
deux  courbes,  sont  arbitraires,  la  nature  de  ces  lignes  est  fixée, 
mais  leur  position  et  certaines  dimensions  ne  le  sont  pas.  On 
peut  donc  déterminer  n -f- 1 de  ces  constantes  par  un  nombre  égal 
de  conditions  Y, y — Y’ , y"  ~Y" . . . . , et  les  courbes  au- 

ront ainsi  un  contact  du  n‘  ordre  : elles  approcheront  plus  près 
l’une  de  l’autre  que  toute  autre  courbe  qui  ne  formerait  pas  une 
osculation  du  même  ordre. 

772.  Appliquons  ceci  à la  ligne  droite  î so\t  y=fx  t'équ.  don- 

■ ‘ 1 

. 
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née  d’une  courbe.  Prenons  une  droite  dont  la  situation  soit  in- 
déterminée-,  nos  équ.  sont 

y—fx,  Y = aX  + b , 


a et  b étant  quelconques.  Si  l’on  pose  y=Y et  y'=Y',  ou 


y — ax  + b,  y —a, 

il  y aura  osculation  du  icr  ordre  ; la  droite  sera  tangente  s en 
effet,  pour  qu’une  autre  droite  approchât  plus  qu’elle  de  la 
courbe,  de  part  et  d’autre  du  point  commun , il  faudrait  que 
celle-ci  remplit  les  mêmes  conditions  , c.-à-d.  qu’elle  eût  les 
mêmes  valeurs  pour  ses  constantes.  Ainsi,  y est  la  tangente 
de  l’angle  que  fait  notre  droite  avec  les  axes  ; éliminant  a et  b, 
l’équ.  de  la  tangente  est 

y-y=y  (x  -*), 


comme  n®  762.  On  tire  aisément  de  là  l’équ.  de  la  normale,  la 
valeur  de  la  sous-tangente,  etc. 

773.  Raisonnons  de  même  pour  le  cercle  : les  équ.  de  la 
courbe  donnée,  et  d'un  cercle  considéré  dans  une  situation 
quelconque,  sont 

y=fx,  {Y-br  + {X-ar=xR*-,  . 

a et  b sont  les  coordonnées  du  centre,  R est  le  rayon.  Mous 
établirons  un  contact  du  2e  ordre  pour  déterminer  ces  trois 
constantes.  Les  dérivées  de  cette  dernière  équ.  sont 

(Y—b)Y'  + X—a  = o,  (Y  — b)  Y"  + Y**-+-  1=0; 
donc  (y — by  -f-  (x — a)2  = R* . . . . . (i). 


(y—b)y'  + x — a~o. (2), 

(y  — l>)y"  +y*+i=o. (3). 

Tirant  y — b et  x — a des  deux  dernières,  • 


o+y*) 


_y(i  + r'J) 

~ y ’ 
?.6 . 


1 
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fl  J-r'1)’ 

la  !"  donne  R=±\  TJ  > (*). 

y . *■ 

On  a donc  ainsi  le  rayon  et  le  centre  de  courbure.  Tout  autre 
cercle  approchera  moins  de  notre  courbe  que  celui-ci , parce 
qu’il  devrait  remplir  les  mêmes  conditions,  c.-à-d.  coïncider 
avec  lui. 

, 774*  On  voit  que,  i°:  la  tangente  à la  courbe  l’est  aussi  au 
cercle  osculateur,  puisque  y'  a la  même  valeur  pour  l’une  et 
l’autre. 

a0.  L’e'qu.  de  la  normale  est  y'  (Y-y)-^-X — x = o;  si  l’on 
y met  a et  b pour  X et  Y,  elle  est  satisfaite,  puisqu’on  retrouve 
la  relation  (2),  qui  ne  suppose  qu’un  contact  du  i"  ordre  entre 
la  courbe  et  le  cercle  : donc  le  centre  de  courbure  est  sur  la 
normale , ainsi  que  le  centre  dé  tout  cercle  qui  a la  même  tan- 
gente TM  (fig.  46). 

3°.  Si  Ton  élimine  xety  entre  l’e'qu.  y —fx  de  la  courbe,  et 
celles  2 et  3 qui  déterminent  a et  b,  on  aura  une  relation  entre  . 
les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  quel  que  soit  le  point  M ; 
ce  sera  donc  Yéqu.  de  la  développée . , l 

4°.  Puisque  R,  a et  b sont  des  fonctions  de  x,  que  le  calcul 
détermine  aisément , si  on  les  substituait  dans  les  équ.  1 et  2, 
elles  seraient  identiques  : on  peut  donc  les  différentier  en  regar- 
dant jR,  a et  b comme  variables.  Opérons  d’abord  sur  l’équ.  (2); 
il  vient 

. {y—b)yn  + y’'-b'y'  — e'+i=o; 

d'où  b'y'+a'=  o, 


(*)  La  valeur  de  B doit  comporter  le  signe  tfc;  mais  comme  cette  expression 
n’a  de  sens  que  lorsqu’elle  est  positive  (n°  336),  on  devra  préférer  celui  de 
ces  deux  signes  qui  donnera  à la  valeur  de  il  le  signe  +.  Si  y"  est  positif,  ce 
qui  arrive  lorsque  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  l’axe  des*,  on  prendra 
le  signe  -f-j  il  faudra  préférer  le  signe  — dans  le  cas  contraire,  (l'or.  n°  783.) 
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en  retranchant  de  (3)  : c’est,  comme  on  devait  s’y  attendre,  la 
dérivée  de  l’équ.  (a)  par  rapport  à a et  & seuls.  On  a donc 
i V 

y— -7  pour  la  tangente  de  l’angle  que  fait  la  normale  avec 

j ^ 

l’axe  des  x.  Soit  b=ça  l’équ.  de  la  développée  ; sa  tangente  au 
point  (a,  b)  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  dont  latang.  trigo- 
db  b'  i „ . 

nometnque  est  — ==  — = — Jÿ(n  729)>  puisque,  dans  notre 

calcul,  nous  avons  regardé  b et  a comme  des  fonctions  où  x est 
variable  principale.  Donc  la  normale  à la  développante  est  tan- 
gente à la  développée. 

5°.  Faisons  la  même  chose  pourl’équ.  (i) , c’est-à-dire  pre- 

nons-en  la  dérivée  en  faisant  tout  varier,  et  ôtons  le  résultat  de 

* 

l’équ.  (2);  ou  plutôt  prenons  la  dérivée  de  (1)  relativement  à 
a,  b et  R seuls.  Il  vient 

— (y — b)  b'  — (x  — a)  a'=RR'. 

Pour  en  tirer  une  relation  qui  appartienne  à tous  les  points  de 

la  développée , il  faut  éliminer  x et  y.  Mettons  donc  pour 

x — a et  y — b leurs  valeurs  tirées  de  (1)  et  (a)  ; après  y avoir 

, , . a'  « * , 

substitue — y pour  y , on  trouve 


x — a.z 


SR 


a' R 


■ b — 


1/(1  + S')~  VV*  + b' S 

R b'R 

i/(*  -f  y*) 


donc 


a'*R  + b'‘R 


• RR',  ou  R'=  yV’-f  b'%). 


!/(«'“•+-  *") 

Si  l’on  prend  a pour  variable  principale,  R'  = {/{i  -f-  b'1) 
est  la  dérivée  du  rayon  de  courbure  relativement  à a.  Mais  celle 
de  l’arc  s de  la  développée  est  aussi  / = -j-  b'1)  (n°  767)  ; 

donc  R'  = s' , équ.  qui  est  la  dérivée  de  R —s  -}-  A,  A étant 
une  constante  arbitraire  (n°  808). 

Pour  un  autre  arc  S de  développée,  le  rayon  de  courbure  est 
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.9  -+•  A , l’origine  fixe  de  cet  arc  étant  la  même  ; ainsi  s — S est 
la  différence  des  deux  rayons.  Il  suit  de  là  que  si  O et  Z?(fig.  46) 
sont  les  centres  de  courbure  des  points  B et  M,  l’arc  OD  de  la 
développée  est  la  différence  des  rayons  de  courbure  BO,  MD. 
Donc,  si  l'on  courbe  un  fil  sur  la  développée  OD,  et  si  on  le 
tend  suivant  BO,  en  le  déroulant  de  dessus  OD,  l’extrémité  B 
décrira  la  développante  BM  : c’est  sur  cette  propriété  qu’est 
fondée  la  dénomination  de  ces  courbes. 

6°.  Les  expressions  du  rayon  de  courbure  et  des  coordonnées 
du  centre  se  présentent  sous  diverses  formes,  suivant  qu’on  y 
prend  telle  ou  telle  variable  pour  indépendante.  C’est  ainsi  qu’on 
a vu  (n*  732)  que 

* R (*'* +W7  R__ 

x'f'—fx"  ’ f x“’ 


suivant  que  la  variable  principale  est  arbitraire,  ou  bien  est 
l’arc  r : si  cette  variable  est  l’abscisse  x,  on  peut  écrire  ainsi  les 
valeurs  de  R , a et  b , 


a~x- 


fs '• 

' y 1 


b=r+yn 

• 9 y 


7°.  Si  les  coordonnées  sont  polaires,  on  exprimera  x et  y 
en  fonction  de  ces  nouvelles  coordonnées  AM  = r,  MAP=ù 
(fig.  44);  Pu*s  on  substituera  pour  x,  x' . . . . leurs  valeurs 
dans  celle  de  R où  aucune  variable  n’est  principale.  [Voy.  les 
formules,  n°  730.)  Ou  a,  toutes  réductions  faites, 

R_  (f'  + Q*  = *'3 

2r’’  — rr"  -f-  r*  ir % — rr'-f-  r ** 


775.  Appliquons  cette  théorie  à quelques  exemples. 

1 . Pour  la  parabole  jr*  = 2 px , y =a£ , y"  — — en  subs- 
tituant dans  nos  formules,  on  trouve 

. _ /(ïx  +p\  r __  {v,x  -rp'‘ï‘  — n: 

V \ 2*  /’  ' J) 1 p’  ’ 
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N étant  la  longueur  de  la  normale  (n°  763,  l).  Donc  le  rayon 
de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la  normale , di- 
visé par  le  carré  du  demi-paramètre.  Au  sommet  A ( fig.  46), 
oùt  = o,  on  a R~p;  ainsi,  la  distance  AI  du  sommet  à 
son  centre  de  courbure  est  le  double  de  celle  du  foyer.  Plus 
x croît,  plus  la  courbure  diminue  , et  cela  indéfiniment.  Les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 


a = 3i  -f-  p,  b — — 

P 


Éliminant  x etj-  d ey'~ipx,  on  a,  pour  équ.  delà  développée, 
8 8a3 

b'  = (a  — »)3,  d’où  b1  = , en  transportant  l’origine 

27 P 27 P 

en  / : c’est  la  seconde  parabole  cubique.  Nous  apprendrons 
bientôt  à la  discuter  (p.  4*8). 

II.  Pour  l’ellipse  on  a m'y'  n'x1  = m'n 


m'y  y 4 n'x  — o , m'y  y"  -f  m'y  '+n'  = o, 
n'x  ni  n'  m4 — c'x’ 


r 


ni  , n ' mi- 

Xÿ’  =m>— 


m'y’  " nt'y°  ~ m > y' 

c étant  la  distance  du  foyer  au  centre,  c'  = m ' — n \ 


(m4 — c\r*)T  c'x3, 

r\— , a ~ 


m4n 


mi 


b = -C-ïl 

ni 


Telles  sont  les  valeurs  du  rayon  et  des  coordonnées  du  centre 
de  courbure  pour  l’ellipse.  En  comparant  les  valeurs  de  R,  de 
la  normale  (p.  3g5)  et  du  paramètre  p,  on  reconnaît  que 
m'N'  ■ N3 

R=  = : c’est  le  même  théorème  que  pour  la  para- 

(ÎP)* 

bole.  Puisqu’un  arc  de  la  développée  est  la  différence  entre  les 
rayons  de  courbure  qui  partent  de  ses  extrémités  ( p.  4®6),  et 
que  ces  rayons  sont  des  quantités  finies,  cet  arc  est  rectifiable. 
La  meme  chose  arrive  pour  toutes  les  courbes  algébriques;  on 
peut  trouver  une  droite  de  même  longueur  qu’un  arc  donné 
de  la  développée. 

Comme  R décroît  quand  x augmente  , c’est  aux  quatre  ex - 
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trémités  des  axes  que  R est  maximum  ou  minimum  : aux  soni-  ' 

mets  O,  O'  de  l’ellipse  (fig.  7 3)  la  courbure  est  la  plus  grande, 

71*  C* 

R — —,a  = dz  — , b~  o : en  D et  D',  elle  y est  la  moins 
m m -jj 


grande , R = 


les  points  h,  h',  i,  i', 


ainsi  de'termine's , sont  les  centres  de  courbure  des  extrémités 
des  axes.  Pour  avoir  l’équ.  de  la  développée,  tirons  les  valeurs 
de  a;  et  j-  de  celles  de  a et  b,  et  substituons  dans  l’équ.  de 
l’ellipse  ; nous  avons 

33  33 


vf^W(^)='’V©V©-=" 


en  faisant  Ch—  q , Ci=p.  D’après  ce  qui  sera  dit  ( p.  4<9)> 
on  trouve  que  la  courbe  a des  rebroussemens  aux  quatre  points 
h.  h','i,  i' , et  qu’elle  est  formée  de  quatre  arcs  convexes  vers  les 
deux  axes,  à l’égard  desquelselleestsymétrique  : ladéveloppée 
est  dessinée  au  ponctué  dans  la  Figure  73. 

Pour  l’hyperbole  (n°  397),  changez  n en  n^/ — 1,. 


III.  La  cycloide  (fig.  43)  donne  (p.  3g5) 


d’où 


2 r 


/’=  — , ci  R — 2 v&rr)  — 
y 


Le  rayon  de  courbure  étant  double  de  la  normale,  prolon- 
geons MD,  et  prenons  MDxxMD,  M'  sera  le  centre  de  cour- 
bure ; il  serait  aisé  d’en  déduire  la  figure  delà  développée,  mais, 
nous  préférerons  suivre  la  méthode  générale  , qui  donne 

a — x + 2 V^ry  — y'),  * ~ — y, 

pour  éliminer  x ety.  Comme  l’équ.  de  la  cydoïde  est  une  dé- 

2/*— y 

rivée , nous  prendrons  celle  de  a et  b,  d = — , b'  — — y'. 


I 


1 

1 
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Divisant  ces  valeurs , on  a 


4°9 


b'  _—JÏ _ j J __  / ~b 

a 2 r~-y  y 2 r — y \f  2 r-\-b' 


en  mettant  — b pour  y.  Or,  si  l’on  prend  les  ordonnées  posi- 
. ...  V ! b 

tives  o en  sens  contraire,  il  vient —=w  — — qui  est  préci- 
sément l’e'qu.  de  la  même  cycloïde,  lorsque  l’origine  est  en  F. 
Donc  la  développée  LA  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  égale  ; 
l’arc  AL  est  identique  avec  FA' , le  sommet  F est  porté  en  A. 


IV.  Dans  la  spirale  logarithmique  (fig.  45),  r=  a^} 

d’où  R — rl/(i  -f- 1 aa)  — r séc  1 — — - — , 

cos  a 

la  tangente  de  l'angle  AMN  — 1 du  rayon  vecteur  avec  la  nor- 
male étant  = 1 a (n°  766).  La  projection  du  rayon  de  courbure 
MN  sur  le  rayon  vecteur  est  s r;  ainsi,  laperpend.  AN,  élevée 
sur  ce  rayon  au  pôle,  rencontre  la  normale  au  centre  Arde  cour- 
bure. AMe  st  donc  la  sous-tangente  de  la  développée,  et  AN  son 
rayon  vecteur;  AM  formeavecla  courbe  MI,  en  chaque  point, 
le  même  angle  fi  que  AN  fait  avec  la  développée.  Donc , la  dé- 
veloppée est  cette  même  courbe  placée  en  sens  différent. 

On  appliquerait  de  même  la  théorie  des  osculations  à des  cour- 
bes d’un  ordre  plus  élevé  (voy.  Fond,  anal.,  n°  117);  et  il  est 
visible  que  deux  courbes  qui  ont  un  contact  du  2',  3e,  4e* • • • 
ordre , ont  même  tangente  et  même  cercle  osculateur  à ce 
point.  . . 

776.  La  différence  entre  les  ordonnéesdes  deux  courbes  étant 
ïz=  Mhm-{-  Nhm—‘-{-. suivant  que  Mhm  est  positif  ou  né- 
gatif, comme  le  signe  de  & est  celui  de  ce  terme  quand  h est 
très  petit,  l’ordonnée  delà  courbe  est  plus  grande  ou  moindre 
que  celle  de  son  osculatrice  : ce  qui  fait  juger  si  la  i"  est  en-dessus 
ou  en-dessous  de  l’autre.  Mettant — h pour  h,  le  signe  de  Mhm 
changera  lorsque  m sera  impair,  et  la  courbe  sera  coupée  par  sou 
osculatrice  au  point  commun.  On  voit  donc  qu'une  courbe  est 
toujours  coupée  par  son  cercle  osculateur. 
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4-10 

Des  Asymptotes. 

777.  Si  le  développement  de/(a:4-/i)  est  fautif, alors  on  ne 
peut  établir  une  osculation  qu’autant  que  la  série  de  F(x  + h) 
procède  suivant  la  même  loi,  du  moins  dans  l’ordre  des  premiers 
termes  qu’on  doit  comparer  : cette  condition  dépend  de  la 
nature  des  fonctions  fx  et  F: r,  et  ne  peut  avoir  lieu  qu’acci- 
dentellement,c.-à-d.  pour  de  certaines  valeurs  de  x;  le  même 
raisonnement  exige  alors  qu’on  égale  les  premiers  eoefficiens 
pour  qu’il  y ait  osculation.  (Voy.  Fonci.  analyt , n°  120.) 

Soient  y=  fx,  y~  Fx  les  équ.  de  deux  courbes  : supposons 
qu’on  ait  développé  fx  et  Fx  en  séries,  suivant  les  puissances 
descendantes  de  x [voy.  p.  3^6),  en  sorte  que  chacune  de  ces 
fonctions  soit  mise  sous  la  forme 

Axa  -I-  Bx«~b  4- ...  4.  Mx~m  4-  Nx~m~n  4- 

Si  les  exposans  de  ces  deux  développemens  sont  les  mêmes  jus- 
qu’à un  certain  terme  Mx~m,  et  qu’on  puisse  disposer  de  quel- 
ques constantes  pour  rendre  aussi  les  i'n  eoefficiens  égaux  sans 
introduire  d’imaginaires,  la  différence  entre  deux  ordonnées 
quelconques  sera  M'x~m  4-  - • • Il  suit  de  là  que  l’une  de  nos 
courbes  ira  en  s’approchant  continuellement  de  l’autre  #à  me- 
sure que  x croîtra,  mais  sans  jamais  l’atteindre  : et  il  y aura 
un  terme,  passé  lequel  aucune  autre  courbe, qui  ne  remplirait 
pas  ces  conditions,  ne  pourra  en  approcher  davantage.  Nos 
courbes  seront  donc  des  Asymptotes  l’une  de  l’autre. 

Ainsi,  quand  une  courbe  s’étend  indéfniment,  elle  a une  in- 
finité d asymptotes,  qu’011  trouve  en  développant  y =fx  en 
série  descendante, et  prenant  pour  ordonnée  de  la  ligne  cher- 
chée la  somme  des  premiers  te  rares,  jusqu’à  un  rang  quelconque 
dont  l’exposant  soit  négatif;  ou  bien  en  composant  une  fonc- 
tion Fx,  dont  le  développement  commence  par  ces  mêmes 
premiers  termes. 

I.  Par  exemple, pour  l’hyperbole  (n°  4*6) 
b boc 

7~  — ~ l/(*2—  «‘)  = ±--  + ; bax~'+.  .. 


1 

| 


1 

f 

I 
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* bdc 

Donc  les  droites  qui  ont  pour  équ.  ± _ _ sont  les  asymp- 
totes rectilignes,  et  jouissent  seules  de  cette  propriété. 

Il  en  est  de  même  de  x = o et  y = o,  pour  xy  — m. 

II.  La  courbe  dont  l’équ.  est  r=  -f — est  formée 

n l/(x’  — a’) 

de  quatre  branches  symétriques  par  rapport  aux  axes, et  dont 
nous  pourrons  bientôt  trouver  la  figure.  Ou  a (n°  i35) 

k* 

y = kx~' -fetc.,  •r=<i  + ;.-ir'r’+... 

selon  qu’on  forme  le  développement  suivant  les  puissances  de' 
x ou  de  y.  Les  droites  qui  ont  pour  équ.  /=oeti’  = a, 
sont  donc  des  asymptotes.  L’hyperbole  quia  pour  asymptotes 
les  axes  des  x et  des  j-jet  k pour  puissance,  l’est  aussi  ; mais  le 
rapprochement  est  ici  beaucoup  plus  grand. 

III.  Soit  y3 — 3axy+  xs=  o , fig.  47  (n°  748)  ; on  a 

y = — x — a-j-ÿd3x~ “ — ja4x— 

La  droite  y—  — x — a est  donc  une  asymptote  ; elle  se  cons- 
truit en  prenant  AB=AC—a , et  tirant  BC. 

IV.  Soit  enfin  y 4 — 7.x1  y'  — x4  4-  iaxy'  — 5 ax3  ~ o ; 

y = ±px  ± --3  ' + Ax~'  +. 

p désignant  \/(t±;  V/ 2).  Donc,  en  construisant  les  droites 
GF,  GH  (fig.  48),  qui  ont  pour  ordonnées  cee  deux  premiers 
termes  , on  aura  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe  pro- 
posée. 

Des  Points  multiples  et  conjugués. 


-f-  Ax~'  -f-  • 


778.  Lorsque  les  branches  d’une  courbe  passent  par  un  même 
point,  soit  en  se  coupant,  soit  en  se  touchant,  ce  point  est  ap- 
pelé double , triple. . . . , multiple,  suivant  qu’il  est  commun  à 
deux,  trois , ou  plusieurs  branches.  Etant  donnée  l’équ. 
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d’une  courbe, proposons-nous  de  déterminer  ces  points,  si  elle 

en  a , et  leur  nature. 

Soient  V—o,  My'+N—o 

l’équ.  en  x et  y de  la  courbe,  et  sa  dérivée  : on  suppose  V 
délivré  de  radicaux. 

i"  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  coupent  au  poiut 
cherché,  il  y a plusieurs  tangentes  en  ce  point  : ainsi,  pour  une 
valeur  de  x et  celle  de  y qui  y répond,  y doit  avoir  autant  de 
valeurs  qu’il  y a de  branches.  Or,  on  a vu  (n°  740)  <lue  cette 
condition  rend  M et  N nuis. 

2'  cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  touchent,  il  n’y  a 
qu’une  valeur  dey-,  et  même  quand  le  contact  est  du  (n — i)' 
ordre, il  n’y  a (n°  771)  qu’une  valeur  de  y',  y" . . .y(n~0  ; mais 
on  doit  en  trouver  plusieurs  pour  y(-n'>.  Or,  l’équation  dérivée 
de  l’ordre  n a la  forme  MyW-\-, , . = 0 ,M  étant  ici  le  même 
coefficient  (n®  726)  que  pour  y,  y". . .,  dans  les  dérivées  suc- 
cessives; et  comme  cette  équation  est  du  1”  degré, et  exempte 
de  radicaux  ; elle  11e  peut  donner  plusieurs  valeurs  dej^*)  pour 
une  seule  de  x et  dey  : on  a donc  encore  M—  o,et  par  consé- 
quent 2V=  o, par  la  même  raison  qu’au  n°  740. 

Concluons  de  là  que,  pour  trouver  les  points  multiples  d’une 
courbe,  on  égalera  à zéro  les  dérivées  Met  N de  son  équ.  Y—  o , 
prises  tour  à tour  par  rapport  à y et  à x.  Puis,  éliminant  x et  y 
entre  deux  de  ces  équ. 

M=  o,  N=o,  ^=o...(i): 

les  valeurs  réelles  qui  satisferont  à la  3',  pourront  seules  ap~ 

■ parlenir  aux  points  multiples. 

Je  dis  pourront  appartenir,  parce  que  ces  points  peuvent  aussi 
ne  pas  exister  avec  ces  équ. , ainsi  qu’on  va  le  voir.  O11  passera 
à la  dérivée  du  2e  ordre  (n°726),  My"  -}-  Py*  -f- etc.  = o ; et 
prenant  l’une  des  couples  de  valeurs  de  x et  y qu’on  vient  de 
trouver,  on  les  substituera  ici  : y"  disparaîtra,  et  y’  sera  donné 
par  une  équ.  du  2'  degré.  Si  les  racines  sont  réelles,  il  y aura  un 
point  double / les  deux  tangentes  à ces  branches  seront  détermi- 
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nées  par  ces  valeurs  de  y,  et  donneront  la  direction  des  courbes 
en  ce  Heu. 

77 g.  Mais  si  les  racines  sont  imaginaires,  il  y aura  un  point 
sans  tangente, et  par  conséquent  tout-à-fait  isolé  des  brandies 
de  la  courbe;  c’est  ce  qu’on  nomme  un  Point  conjugué.  En  effet, 
s’il  y a un  tel  point  pour  l’abscisse  a , les  ordonnées  voisines 
doivent  être  imaginaires;  en  supposant  l’équ.  F—o, mise  sous 
la  forme  y = fx,  si  l’on  y met  a±:  h pour  x,  la  valeur  corres- 
pondante de  y,  ou  f(azizh),  sera  imaginaire  pour  h très 
petit.  Soit  le  1"  coefficient  qui  sera  imaginaire  dans  cette 
série;  comme  l’équ.  MjW-t-e  tc.=o  ne  peut  présenter  j-(B)  sous 
cette  forme, attendu  qu’elle  ne  contient  pas  de  radicaux , même 
après  en  avoir,  éliminé  y',  y" . . ,y^a~‘> , il  faut  donc  que  l’on 
ait  M~  o ,et  par  suite  2V  = o. 

Ainsi,  les  points  conjugués  sont  compris  parmi  ceux  que 
donnent  les  équ.  (i);  mais  on  les  distingue  en  ce  que  la  courbe 
n’y  peut  avoir  de  tangente  : y doit  être  imaginaire  , x et  y 
étant  réels. 

S» 

780.  Il  pourrait  arriver  que  tous  les  termes  de  la  dérivée  du 
2e  ordre  disparussent  : alors  il  faudrait  recourir  à celle  du  3e, 
d’o  \xym  et  y"  s’en  iraient,  et  qui  contiendrait  y au  3'  degré.  Il 
y aurait  un  point  triple,  si  les  trois  racines  étaient  réelles , et 
il  n’y  aurait  pas  de  point  multiple  dans  le  cas  contraire. 

Quand  on  est  forcé  de  recourir  à l’équ.  du  4'  ordre,  où  y'  est 
au  4e  degré , la  courbe  a un  point  quadruple,  double  ou  con- 
jugué, suivant  que  les  quatre  racines  sont  réelles, ou  que  deux  ’ 
sont  imaginaires , ou  qu’enfin  aucune  n’est  réelle  ; et  ainsi  de 
suite. 

781.  Voici  quelques  exemples. 

I.  Soit  ay  — x5y  — bx3  = o ; d’où 

i°...  ( 3ay*  — ■x3)y'  — 3x*(y.-f-b)ss=o, 
a0...  6ayy'ü — 6x'y'  — 6x  (y b)  — a , 

, 3°...  6 ay'3  — i8.rj-' — 6 y — 6ù  = o. 
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Nous  avons  omis  les  termes  en  y",  y'“. . . . , qui  disparaîtraient 
par  la  suite  du  calcul.  De 

3aya  — x3  = o,  x(y-\ -b)  = o, 

3 

on  tire  jy  = — b,  x=\/($abl) , qui  ne  satisfont  pas  à la 
proposée  ; et  x — o , y — o : l’origine  peut  donc  être  un  point 
multiple.  Mais  tous  les  termes  de  la  dérivée  du  2'  ordre  dispa- 
raissent; celle  du  3'  devient  ayri  — b,  qui  ne  donne  pour^-' 
qu’une  seule  racine  réelle  ; donc  notre  courbe  n’a  pas  de  point 
multiple. 

II.  Prenons  yi  — x5  x*  -f-  Sxy1  = o , 

d’où  iyÿ  {py‘  -f-  3xs)  -f-  ^x3 — 5xi  + ëy^x  = o 

En  posant  y (zy*-\-3x‘)  = 0,  x(4xJ — Sx1  6y*)  = ot 

on  trouve  que  x=o  et_y=o  peuvent  seules  remplir  ces 
conditions  et  satisfaire  à la  proposée.  Les  dérivées  des  2'  et  3' 
ordres  sont  par  là  nulles  d’elles-mêmes  ; celle  du  4'  devient 
y'*  + 3y'a  + 1 = o » dont  les  racines  sont  imaginaires;  ainsi, 
l’origine  est  un  point  conjugué. 

III.  Pour  x4 — 2ay3  — 3ay*  — » 2<r“xa  -f-  a4  = o (fig.  49  )> 

on  a — 6a  (y-h^)yy'- |~4x(x3  — a‘)  = o 

— 6a  (zy-ha)  y'^-j-  12X’  — 4 aa=o. 

Voici  comment  on  trouvera  la  figure  de  la  courbe,  qui  d’ailleurs 
est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  y,  puisque  x n’entre 
dans  la  proposée  qu’avec  des  puissances  paires.  On  fera 

(.J+a)y=.o,  *(x5—  aa)  = o; 

et  combinant  ces  équ.  avec  la  proposée,  on  trouvera  qu’il  ne 
peut  y avoir  que  trois  points  multiples,  savoir, 

en  D et  û',  oùj'=o  et  x=;db  a, 
et  en  E , oùx=o  et  y — — a 

Ces  points  sont  doubles;  les  tangentes  Ec,  Ef,  Da,  Db 

font,  avec  Ax , des  angles  qui  ont  pour  tangentes  y'  =±V^  l 
pour  le  point  E , et_y' = ±:  [/  4 pour  D et  D' . 
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Pour  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  x , on  fera  y' 
nul,  ouo  = x(x’ — a1).  i°.  x = o répond  à j"  = — a,  ce  qui  re- 
donne lepoint  E , pour  lequel  y est  5, et  non  pas=  o-,  on  trouve 
aussi  le  maximum  en  F,yz=.\a.  20.  x = ±:  a donne,  outre  les 
points  D et  D',  les  minima  O et  H pour  lesquels y = — 

Enfin,  = 00 , ou  y(y  -f-a)=o  fait  connaître  les  points 
/ et  G,  où  la  courbe  a sa  tangente  parallèle  aux  y : on  trouve 
AB=zAC- DE. 

IY.  Soit  encore  x4  2 ax'y  — ay 3 = 0 ( fig.  5o  ) ; 

d’où  a1/  (2X1 — 37*) + 4-r(x‘  + ax)=o. 

Après  avoir  trouvé  que  l’origine  peut  seule  être  un  point  mul- 
tiple, on  est  conduit  à la  dérivée  du  3*  ordre,  qui  donne 
y'  -==.  o et  y =±:  l/a.  Ainsi , en  A il  y a un  point  triple  \ la 
courbe  a pour  tangentes,  l’axe  des  x,  et  les  lignes  A B , Ac  à 45°. 

On  aies  minima  H et  O en  faisantjy'=o  ; ou  x(x'-$-ay)—o , 
d’où  J — — a et  x—±  a. 

EnfinlcslimitesGetFsetrouventenposantj-'=oo,ou  2XS=3/5; 
d’où  x=± fol/6,  et^  = — \a. 

V.  L’équ. yi — axy*-y  x^=o  (fig.  5i)  donne 

i°...  zyÿ  (yy*— ax)  + kx'~  ^ = 0, 

20 . • , 2(67-’ — ax)y  a — 4«r/+,2X,  = o, 

3° . . . a4 yÿ 3 — ôay'3  -f-  24^=  o. 

On  trouve  que  l’origine  est  un  point  triple  ; et  comme  l’on  a 
^•'  = 0 et  y'  =3  00 , les  axes  sont  taugens  à la  courbe. 

VI.  O11  pourra  s’exercer  (fig.  52)  sur  l’équation 

y t-f-x1 — ZajA  -J-  zbx'y  ~ o ; la  ecurbea  aussi  un  point  triple 
à l’origine.  ( Voy . encore  l’ex.  IV,  p.  41 1 > fig-  4®-) 

782.  Lorsque  l’éq.  est  explicite,  la  recherche  des  points 
multiples  est  bien  plus  aisée.  On  a vu  (p.  363)  que  l’abscisse 
correspondante  doit  chasser  un  radical  de  la  valeur  de  y,  en 
rendant  nul  son  coefficient.  Le  degré  de  ce  radical  dépend  du 
nombre  des  branches,  et  l’exposant  du  coefficient  détermine 
s’il  y a simple  intersection  ou  osculation. 
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3a:  — 5 

I/équ.  j=(\—x)  V/(a  — .t)  donne  f=^~ 

y perd  un  radical  pourx=i,  qui  ne  disparaît  pas  de.y'.  Ainsi  y 
l’origine  étant  en  / (fig.  53)  , JC=zi  donne  un  point  double 
en  <?,pour  lequel  les  branches  se  coupent  sous  un  angle  droit, 
puisque  j-'=±:t.  D’ailleurs,  x=|  donue  les  maxima  vers  D 
et  D' ; IA=zi  fixe  la  limite  A de  la  courbe. 

Pour  l’équ.  y— (y — x)  [/(i  — x),  la  courbe  a un  point 
conjugué  dont  l'abscisse  est  x = z , parce  que  .y  est  imaginaire 
dans  les  points  voisins.  L’origine  est  de  même  un  point  conju- 
gué pour  la  courbe  dont  l’équ.  estjr=a:|/(x  — b). 

Enfin, yz=(x — a)*\/(x — b)-\-c , où  est  l’e'qu.  de  la 

courbe  EDF  G (fig.  54)  formée  de  deux  branches  qui  ont  en  D 
la  même  tangente  ED.  Si  x — a eût  été  au  cube,  les  deux 
branches  auraient  eu  même  cercle  osculateur,  etc. . . 

Du  reste,  un  point  triple,  quadruple. . . est  annoncé  par  un 
radical  du  3e,  4'  degré. . . . 

On  a décrit  un  cercle  du  diamètre  Alxxzr  (fig.  53);  une 
droite  AF  tourne  en  A , tandis  que  P/V,  per  pend,  à AI , glisse 
parallèlement.  On  demande  quelle  est  la  courbe  AMC  des  points 
M de  section  de  ces  deux  droites  mobiles,  le  point  N étant  sans 
cesse  au  milieu  de  l’arc  AN  F sous-entendu  par  AF.  L’origine 
étanten  C,leséqu.  des  droites  mobiles  PN,AF sont  x — u, 
j-  = j2(x— r);  les  coordonnées  du  point  M sont  CP  — », 
PM  — \ 3(«  — r)  s comme  PN  est  une  ordonnée  au  cercle, 
PA7î  = r" — Or,  N étant  le  milieu  de  l’arc  ANF,  le  rayon 

CN  est  perpend.  sur  AF,  et  les  triangles  APM , CPN  sont 
semblables  : d’où 


AP  PN  r — « _\/(ra — «*)__ — i 

PW  PC’  (3(«— r)  a 

telle  est  l’équ.  de  condition  entve  les  constantes  a et  (S  (n°  462)  ; 
en  les  éliminant,  à l’aide  de  x =*,  y=@  (x — r),  il  vient, 
pour  l’équ.  de  la  courbe  proposée , 


IC'  — x\  v . , r* — x’ — rx 


I 
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Il  est  aise  de  reconnaître  la  fig.  53.  L’origine  C a un  point 
double, pour  lequel y'  = rt  i : les  tangentes  y sont  inclinées  à 
45  degrés  sur  Al.  La  feuille  AC  a.  un  maximum  vers  D , et 
ne  s’étend  pas  au-delà  du  sommet  A , qui  est  une  limite.  De 
même  que  le  point  M est  donné  par  le  milieu  A7  de  l’arc  AK  F, 
le  milieu  K1  de  l’arc  AN' F donne  M'  : on  a ainsi  deux  branches 
infinies  CO,  CO'  ; les  points  O et  O'  de  section  avec  le  cercle 
ont  pour  abscisse  — -jr.  Ces  branches  ont  pour  asymptotes,  la 
tangente  du  cercle  au  point  /. 

Ij 

i 

Concavité , convexité  et  points  singuliers  des 
Courbes. 

JT 

* 

783.  On  peut  employer  les  situations  diverses  de  la  tangente' 
à la  recherche  de  la  figure  des  courbes  (n°‘  406, 4>  1).  Étant  don- 
née l’équ.  y=fx,  et  sa  tang.  au  point  {x,  y),  comparons 
les  ordonnées  pour  la  même  abscisse  x-f-h  (n°  722) , fig.  22. 

yP'Hx=y+y’h , f(x  -f  h)=P'M'=j  +.y'h  + ifk'  4-. . . . 

Comme  on  peut  prendre  h assez  petit  pour  que  le  signe  de 
\y’h*  soit  celui  du  reste  de  la  série , l’ordonnée  de  la  courbe  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  la  tangente, suivant  que 
y*  est  positif  ou  négatif;  eu  sorte  que  la  courbe  tourne  vers 
l’axe  des  x sa  convexité  dans  le  ier  cas,  et  sa  concavité  dans 
le  2e.  Si  les  ordonnées  étaient  négatives,  ce  serait  visiblement 
le  contraire  : donc  une  courbe  tourne  vers  l’axe  des  x sa  con- 
vexité ou  sa  concavité,  suivant  que  y et  y"  sont  de  mêmes  signes 
ou  désignés  contraires.  (V.  p.  76.) 

Il  est  aisé  de  voir  qu’au  point  A' inflexion  M (fig.  5g  et  60), 
où  la  courbe  change  sa  concavité  en  convexité, y"  doit  aussi 
changer  de  signe , ce  qui  exige  qu’eh  ce  points"  soit  nul  ou 
inGni  : à moins  cependant  que^  ne  change  de  signe  en  même 
temps  que  y",  le  point  qu’on  considère  se  trouvant  dans  ce  cas 
sur  l’axe  des  x.  C’est  au  reste  ce  qui  va  être  développé. 

784.  Après  avoir  pris  un  point  («,/3)  sur  notre  courbe,  pour 

T.  II.  27 
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juger  s’il  présente  quelque  particularité,  c’est-à-dire  s’il  est 
Singulier,  il  faut  comparer  les  parties  de  la  courbe  de  part  et 
d’autre  de  ce  point,  pour  les  ordonnées  f{*±h).  Distinguons 
fieux  cas. 

t er  cas.  Le  développement  de  f ( * -f-  h ) ne  contenant  pour  h 
aucun  exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  soit  pair, 

on  a f{a  -f-  h)  = (l  Aha  -f-  Bhb  -J-  . . . 

Les  coefficiens  sont  réels,  puisque,  s’ils  étaient  imaginaires,  le 
point  (s,  0)  serait  conjugué  (n°  779).  De  plus  (quel  que  soit 
le  signe  de  h)  ha,  h*. . . sont  réels,  en  sorte  que  la  courbe  s’é- 
tend de  part  et  d’autre  du  point  («,  /?)• 

i°.  Si  le  développement  de  f (*-f-A)  est  fautif  dès  le  deuxième 
terme  Aha  , ou  si  a est  une  fraction  o et  <C  *>  J"’  est  infitfi 
"(  n°  736),  et  au  point  («,  0)  la  tang.  est  perpend.  aux  x.  En 
prenant  les  dérivées  relatives  à h,  on  a 

/'(*  + h)  = aAh“-‘  + f {*  + h)=  a{a  — 1 )Ah*~\ . . 
La  valeur  d ef  ( ) est  destinée  à donner  la  direction  de  la 
tang.  au  point  de  la  courbe  dont  l’abscisse  est  a.  + h , puisqu’il 
est  indifférent  que  x ou  A ait  varié  dans  f{x  -+-  h).  {Voyez 
la  note,  p.  366.) 

Cela  posé,  le  signe  de  Ah " et  de  ses  dérivées  décide  de  celui 
des  séries  entières,  lorsque  h est  très  petit.  Que  a soit  une  frac- 
tion^, où  n est  impair  : si  m l’est  aussi,  l’ordonnée  f{<z  -J-  h) 

croît  d’un  côté  et  décroît  de  l’antre  côté  de  l’ordonnée  tangente, 
n * . ■ » . . 

parce  que  Ayhm  cbange  de  signe  avec  h.  Il  y a donc  une  in- 
flexion, disposée  comme  le  montrent  les  fig.  55  et  56,  suivant 
que  A est  positif  ou  négatif. 

En  effet,/’*  (<*  + h)  cbange  aussi  de  signe  avec  h,  parce  que 
a — 2 donne  à h , dans  le  i*r  ternie,  un  exposant  impair  m — an  : 
ainsi,  la  courbe  présente  d’un  côté  sa  concavité,  et  de  l’autre  sa 

convexité  à l’axe  desx  (n°  783).  Nous  avons  construit  les  équ. 

3 

1 y — £ + (x—*)K..  (fig.  55),- 
y — l 2 — (x  — «)5...  (fig.  56). 


* 


* 
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ün  en  dira  autant  pourjy3  = rt'.r,  et(jr — i)3  — i — x. 

n 

Mais  si  m est  pair,  A[/hm  a toujours  le  même  signe  que  A , 
quel  que  soit  celui  de  h,  en  sorte  que  les  orcjonnées,  voisines  de 
notre  tangente  de  part  et  d’autre,  croissent  lorsque  A est  posi- 
tif, et  décroissent  dans  le  cas  contraire,  à peu  près  comme  pour 
les  maxima.  La  courbe  prend  la  forme  indiquée  fig.  5^  et  58, 
que  nous  appellerons  Cèratoïde  (*).  Le  signe  de/"  (*  -j-  h)  est 
visiblement  négatif  pour  l’un  et  positif  pour  l’autre,  en  sorte 
que  la  courbe  doit  présenter  à l'axe  des  x , des  deux  côtés  de 
l’ordonnée  tangente,  sa  concavité  ou  sa  convexité,  suivant  que 
A a le.  signe  -+•  ou  le  signe  — . 

1 7 

Les  équ.  y = fi- f-  (ar — a)  3 et  y — fi  — (x  — a) 1 donnent  les 
fig.  5^  et  58.  On  en  trouve  un  autre  exemple  dans  la  Cycloïde. 

a0  Mais  si  le  développement  n’est  pas  fautif  dans  les  deux 
premiers  termes,  a—  i,  b > i,  y n’est  plus  infini,  e.t  l'on  a 
A pour  la  tang.  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  x la  droite  qui 
touche  la  courbe  au  point  (a,  fi)  : elle  est  parallèle  aux  x,  si 
A — o ; inclinée  à zjS®,  si  A = i , etc. 

/ (et  — j—  h)  fi  — Ah  -f-  Bhb  -f-  . . ■ • • 

f {*-\-h)  = A + bBh*-'  -f- 

/>-M)  = ô(ô-.)  BV-+  .... 

D’après  cela,  si  l’exposant  b est  un  nombre  pair,  ou  une 
fraction  dont  le  numérateur  soit  pair,  la  courbe  ne  présente  au 
point  («,  /3)  rien  de  particulier,  puisqu’elle  s’étend,  de  part  et 
d’autre,  au-dessus  de  la  tangente  si  B est  positif,  et  au-des- 
-sous  si  B est  négatif  ; la  différence  entre  les  ordonnées  de  ces 
deux  lignes  étant  Bhb  -J-  etc.  On  voit  d’ailleurs  qu’alors  le  signe 
de /"  («  -f-  h)  est  le  même  que  celui  de  B. 

4 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  l’équ.  y — ü -1-  ce’  -f- [x  — «)a. 


(*)  Nous  avons  préféré  les  dénominations  de  Cèratoïde  et  Ramphoïde  à 
celles  de  rebroussement  de  la  ire  et  de  la  2e  espèce  sous  lesquelles  ces  points 
sont  connus.  Ces  mots  sont  dérivés  de  corne  , P'ctjU^oç , bec  d'oiseau , 

' £.ÏSaç,  forme.  % 
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Cependant,  si  A- ~o,  il  y a maximun  ou  minimum.  ( Voy . 
p.  3gi .)  Cela  arrive  pour  y = (l-\-k(x  — *)*. 

Quand  b est  un  nombre  impair,  ou  une  fraction  dont  le  nu- 

nt  n * 

mérateur  m est  impair,  b — — ; Bhl,  ou  B \/hm , change  de 

signe  avec  b, , les  ordonnées  croissent  d’un  côté  et  décroissent 
de  l’autre  : de  plus,/'  («t  -f-  h)  est  dans  le  même  cas,  puisque 
l’exposant  de  son  i"  terme  est  aussi  un  nombre  impair  b — x, 
ou  une  fraction  dont  le  numérateur  m — an  est  impair  : donc 
il  y a une  inflexion  au  point  («,  (3),  dont  la  disposition  dépend 
de  la  direction  de  la  tangente,  et  du  signe  de  B. 

A t t 

Voici  plusieurs  exemples. 

i°-  y—  * + (*  — «)3;  20.  y=\x+(x— 5g); 

3°.  y—  x~(x  — *Y\  4°.  jr  = — (x  — «)^(fig.  60); 

5°.  y =±  — x -f-  (x  — «t)â  : (fig.  63) 
la  tangente  est  inclinée  à 45°  dans  les  exemples  i°,  et  3®  ; à 1 35“ 
dans  le  5e  ; elle  est  parallèle  aux  x dans  le  4'- 

Si  b est  entier  (c.-à-d.,  3,  5,  y.*.),  y"  est  nul  ; on  pourra  rap- 
procher notre  théorème  de  celui  des  maxima  (n<,']5y).  Chacune 
des  racines  de  y"  =0  ne  peut  répondre  à une  inflexion,  qu’au- 
tant  que  la  ir*  des  dérivées  yJ’,y"' . . . , qu’elle  ne  rend  pas 
nulle,  est  d’ordre  impair.  Si  b n’est  pas  entier,  comme  il  est 
> 1 , y”  est  nul  ou  infini , suivant  que  b est  > ou  < a. 

785.  2'  cas.  Le  développement  de  f ( « — f—  li  ) contenant  un 
radical  pair,  l’une  des  ordonnées  /(*+  h)  ou  f(*  — h)  est 
imaginaire  ; l’autre  est  double,  à cause  du  radical  pair  qui  y in- 
troduit le  signe  Ainsi,  la  courbe  ne  s’étend  que  d’un  côté 
de  l’ordonnée  /S , et  elle  a deux  branches. 

i°.  Si  le  développement  est  fautif  dès  le  2e  terme,  a est 
' entre  o et  1 ; l’ordonnée  £ est  tangente.  Supposons  que 

772  n * 

a = — , n étant  pair,  le  terme  ± A\/lim  montre  que-  le 
point  («,  fi)  est  une  Limite  de  la  courbe  dans  le  .sens  des  x ; elle 


* 
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la  forme  NMQ  ou  N'MQ'  (fig.  61),  suivant  que  h doit 
être  pris  en  ou  eu  — - ; l’une  des  ordonnées  est  > fi,  l’autre 
est  < /3  ou  PM  : d’ailleurs,  pour  les  points  voisins  de  M,  l’une 
des  valeurs  de  f"  (*  + ^ ) est  positive,  l’autre  est  négative  ; ce 
qui  prouve  que  l’une  des  branches  NM  est  convexe,  et  que 
l’autre  QM  est  concave  vers  l’axe  des  x. 

3 1 

Les  équ.jr  = Æ -f-  x dt  (x  — et  y = k -1-  x ± (*  — x)* 
donnent,  l’une  QMN,  l’autre  (Y MN'.  Nous  en  avons  trouvé 
plusieurs  exemples  (n°  781). 

Mais  si  le  radical  pair  affecte  un  des  termes  qui  suivent  Ah”-, 
pour  les  ordonnées  voisines  de  celle  qui  est  tangente , fi  est 
</(.  -f*  A)  quand  A est  positif;  le  contraire  a lieu  lorsque  A 
est  négatif  ; en  sorte  que  les  branches  de  courbe  ont  ( fig.  62  ) 
la  forme  QMN  dans  un  cas,  Q?MN'  dans  l’autre.  On  voit  d'ail- 
leurs qu’alors  f“  («  -}- h)  étant  de  signe  contraire  à A,  la  courbe 
doit  affecter  cette  figure,  que  nous  nommerons  une  Râmphoïde. 

I 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  j-  = (3  -f ■ k (x — «)*-{■  l (x — «)*. 

Quand  h doit  être  négatif,  pour  que  soit  réel , la 

courbe  est  à gauche  de  l’ordonnée  tangente  PM. 

20.  Lorsque  le  développement  n’e&t  fautif  qu’au-delâ  du  2" 
terme,  a=i,  et  la  tangente  à la  courbe  au  point  (*,  fi)  sera  fa- 
cile à construire.  Si  le  terme  Bhh  porte  le  radical  pair,  il  a la 

n 

forme  ± B Qhm\  l’une  des  branches  est  au-dessus  de  lalang.? 
l’autres’abaisse  au-dessous, puisquecette  droite  a pour  ordonnée 
JT  = $ -f-  Ah  : il  y a donc  une  Céraloide.  On  zy*  nul  ou  infini, 

suivant  que  b est  >ou<2.  Pour  l’équ.  y — t S — j—  ar  -f- (x — *)“ , 
(fig.  65)  la  tangente  est  inclinée  à ^5° , quand  x — a. 

Pour  xy  = — 1 — x-f-  2 ( 1 — x)=  , on  a la  fig.  64.' 

Mais  si  l’exposant,  dont  le  dénominateur  est  pair,  est  au-delà 
de  Bhl , le  signe  de  B suffit  pour  décider  quelle  est  la  plus 
grande , de  l’ordonnée  de  la  courbe , ou  de  celle  $ -f-  Ah  de  la 
tangente.  On  voit  donc  qu’il  y a une  Ramphoïdç.  On  a (fig.  66) 


4- 
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pour  l'équation  • >.*.  • *'  » • ■ ' 

y = (3  -f-  x -4-  ox‘  b\/xh. . . la  courbe  QMN, 
y = (3  x — ax%  + b\/xr‘. . . la  courbe  Q'MN' . 

786.  Concluons  de  là  que,  t°  aux  limites,  dans  le  sens  des  x 
ou  dans  le  sens  des  /,  y est  nul  où  infini. 

2°.  Aux  inflexions  et  aux  cérato'ides,  y " est  nul  ou  infini. 

3°.  Pour  trouver  les  points  singuliers,  il  faut  prendre  la  dé- 
rivée My  AT=o  de  l’équ,  ç (.r,  y)  — o de  la  courbe  ; faire 
M — o ou  2V = o : en  tirer,  à l’aide  de  ip  (x,  y)  = o,  les  racines 
qui  peuvent  seules  appartenir  aux  limites. 

4°.  On  prendra  de  même  la  dérivée  du  2e  ordre,  ou  celle 

de  y — — qui  donne/"  = ~ (on  suivra  la  i”  règle  dû 

n°  <jo5),  puison  posera  Q — o,  ou  N—  o t ces  équ.  feront  con- 
naître l’x  et  Yy  des  points  qui  sont  des  inflexions  ou  des  céra- 
toïdes. 

5°.  11  faudra  ensuite  chercher  le  développement  de  f(x  h). 
pour  chacune  des  valeurs  de  x ainsi  obtenues,  ou  plutôt  recon- 
naître le  cours  de  la  courbe  de  part  et  d’autre  du  point  qu’elles 
déterminent. 

6°.  Les  ramphoides  et  les  cératoïdes  peuvent  être  considérées 
comme  des  points  multiples  et  soumis  à la  même  analyse  : elles 
ont  une  tangente  commune  à leurs  deux  branches  au  point  de 
rebroussement. 

7°.  On  peut  encore,  dans  la  discussion  des  équations,  s’aider 
du  développement  de  y en  série  ascendante  ou  descendante 
(n°  747)  suivant  les  puissances  de  x ; on  aura  aisément  les  limites 
de  la  courbe,  si  elle  en  comporte  ; et  pour  les  branches  infinies, 
on  obtiendra  leurs  asymptotes  courbes  ou  droites,  etc. 

Voici  encore  quelques  exemples  : on  en  trouvera  beaucoup 
d'autres  dans  le  Traité  de  Cramer. 


y — x->r  v/(.r—  t), 
J — x x-  i/(x—  i)3, 

y = x-~ j-  y(x  - o5, 


y = x2  + v(x  — 2)  (fig.  61), 
y — x'  -f  \Zx?  (fig.  65), 
y = ax'  4-  (/x5  (fig.  66), 


* 


A 


* 
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y = \/x*  + ax,  y = y/(x— «)'0-fx  (fis-  44), 

y=\/{x — i)a  (fig.  57),  y~& — Vx' ' (fig-  58), 

y—x*  -f-  \/{x  — i)5  (fig.  5g),  y = *z  4"  (fi8  6o)' 

. • 1 

Des  Surfaces  et  des  Courbes  dans  l espace. 

787.  Soient  * = /(*,  y),  Z=  F (X,  Y)  les  équations  de 
deux  surfaces  courbes  ; pour  qu’elles  aient  un  point  commun 
(x,y,  z),  il  faut  que  pour  les  mêmes  ordonnées  Z = z,  on  ait 
x — x , y = Y.  Prenons  sur  chacune  un  autre  point  répon- 
dant au’x  abscisses  x + h ely  + k ; nous  représenterons,  pour 
abréger,  lesz  correspondans  (n°  74-3)  Par 

z q_  ph  rh*  -f  . . . Z -f-  Ph  -+•  -j-  Rh*  ■+"•*• 

qk  -f-  sMr  -f-  . . . “1“  ~h  ’ • • 

+ 'ri‘+...  -f-  ^ TkiJr  • • • 

La  distance  entre  les  deux  points  dont  il  s’agit  est 

(p__p)  &+((>-?)  *-f  4 (B  — r)  **+... 

Si  P =/,  et  Ç =?,  c.-à-d.  si  les  différentielles  partielles  du 
i«  ordre  de  nos  fonctions/et  F sont  respectivement  égales,  les 
raisonnemeos  du  11“  77o  feront  voir  qu’une  3' surface  ne  pourra 
approcher  des  premières  autant  qu’elles  approchent  l une  de 
l’autre,  à moins  que  celle-là  ne  remplisse  les  mêmes  conditions 
à leur  égard  : il  v a alors  contact  du  r"  ordre  Pour  le  contact 
du  a'  ordre,  il  faudrait  en  outre  que  les  différences  partielles 
du  2'  ordre  fussent  aussi  égales  entre  elles,  ou 
R = r,  S = s,  T — t. 

Par  ex . , tout  plan  a pour  équ.  (n°  65g)  Z — AX  + BY  + C-, 
sa  position  dépend  des  constantes  A , P,  C,  qu’on  peut  déter- 
miner en  établissant  une  osculation  du  1"  ordre,  x,  y et  z 
•étant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  il  vient 

z — Ax+  By+F,  p=-4,  <7=^, 
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d z dz 


p et  q désignant  toujours  les  fonctions  — , tirées del’équ 

z=f(x,y)  de  la  surface  courbe  ; cette  équ.  ayant  par  conséquent 
pour  dérivée  dz  = pix  -j-  qdy. 

Si  l’on  élimine  A,  B , C , on  trouve,  pour  le  plan  tangent, 


Z-z=p{X-x)  + q{Y-y)...  {A). 

Une  fois  l’équ.  du  plan  tangent  obtenue,  il  sera  facile  de 
trouver  tout  ce  qui  se  rapporte  à sa  position.  Par  ex.,  le  cos.  de 

l’angle  ç qu’ilfait  avec  le  plan  xy,esl  cosp=z-~-  1 , 

V ( * + P Tf) 

La  normale  qui  passe  par  le  point  (x,jr,  z)  est  de  plus  per- 
pendiculaire au  plan  tangent;  ces  conditions,  exprimées  en 
analyse  (n°  668),  donnent,  pour  les  équ.  de  la  normale, 

X — x +p  {Z  — z)  — o,t  Y — y + q (Z  — z)  = o..  .'(fi). 

788.  Voici  plusieurs  exemples  de  l’usage  qu’on  peut  faire  des 
équations  A et  fi. 

I.  Tous  les  cylindres  ont  cette  propriété  distinctive,  que  le 

an  qui  les  touche  en  un  point,  touche  selon  une  génératrice  ; 

cette  droite  est  parallèle  à une  antre  (n°  680)  dont  on  donne  les 
éq.  x=az,j—bz.  Énonçons  ce  fait  en  analyse,  et  nous  aurons 
exprimé  que  la  surface  touchée  est  un  cylindre,  sans  avoir  par- 
ticularisé la  courbe  directrice;  nous  aurons  donc  l’équation  de 
toute  espèce  de  cylindre.  On  a donné  (n°  667)  la  condition  du 
parallélisme  d’un  plan  avec  une  droite  : elle  devient  ici  (où 
X—j),B  = q),  ap-\-bq=i,  équ.  cherchée.  {Voy.  p.  873.) 

II.  Le  plan  tangent  au  cône  passe  par  le  sommet.  Mettons 
pour  X,  Y et  Z , dans  l’équ.  ( A ),  les  coordonnées  n,  ô,  c de 
ce  point,  et  l’équ.  z — c—p{x — a)-\-q(y  — b),  exprimant 
la  propriété  qui  caractérise  toute  surface  conique,  quelle  qu’en 
soit  la  base,  sera  l’équ.  de  cette  surface  (n°  745). 

III . Imaginons  qu’une  droite  coupe  sans  cesse  l’axe  des  zet 
demeure  horizontale,  tandis  qu’elle  glisse  le  long  d’une  courbe: 
elle  engendre  une  surface  nommée  Conoïdc , à cause  de  sa  res- 
semblance avec  un  cône  dont  le  sommet  aurait  une  arête.  Ce 


J 

\ 


■ 
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qui  caractérise  ces  surfaces,  c’est  qu’un  plan  les  touche  selon 
une  génératrice  horizontale  : exprimons  analytiquement  cette 
propriété.  En  faisant  Z=z,  dans  l’équation  (si),  nous  avons 
(X — x)  p + ( Y — y)  q—  o j ce  sont  les  équ.  d’une  horizon- 
tale tracée  dans  le  plan  langent.  Pour  que  cette  droite  coupe 
l’axe  des  z,  il  faut  que  sa  projection  sur  le  plan  xy  passe  par 
l’origine,  ou  bien  que px  -f-qy  = o : telle  est  l’équ.  de  tous  les 
conoïdes. 

IV.  Toute  normale  d’une  surface  quelconque  de  révolution 
va  couper  l’axe  ; donc , si  l’on  élimine  X,  Y,  Z,  entre  les  équa- 
tions (B)  de  la  normale  et  celles  de  l’axe  de  révolution,  l’équ. 
résultante  en  x,  y,  z,  exprimant  la  propriété  énoncée,  sera  celle 
de  la  surface  de  révolution,  quel  qu’en  soit  le  méridien.  Par  ex., 
si  l’axe  est  celui  des  z,  dont  les  équations  sont  X = o,  Y = o, 
l’élimination  donne py=qx,équ.  de  toutesurface  de  révolution 
autour  de  l’axe  des  z (n"  745). 

Lorsqu’on  veut  particulariser  une  espèce  de  surface  cylin- 
drique, conique. . . , il  faut  introduire,  pour  p et  q,  des  fonc- 
tions de  a:  et  j-,  qui  sont  déterminées  par  la  nature  de  la  courbe 
directrice  donnée.  C’est  ce  qui  sera  examiné  par  la  suite  (u°90 1) . 

789.  Nous  avons  traité  (n°  760)  des  maxitna  des  fonctions 
de  deux  variables.  Il  en  résulte  que  si  l’on  veut  trouver  les  z 
maxima  ou  minima  d’une  surface  courbe,  dont  on  a l’équation 
z=f(x,y ),  il  faudra,  poser  p = o,  <y=o(leplan  tangentpa- 
rallèle  aux  xy) , et  éliminer  x,  y et  z entre  ces  trois  équ.;  mais 
les  coordonnées  ainsi  obtenues  n’appartiendront  à des  points 
doués  de  la  propriété  dont  il  s’agit,  qu’autant  qu’elles  satisfe-r 
ront  à la  condition  (2)  (p.  392),  qui  apprendra  à distinguer  le 

maximum  du  minimum.  • ' 

* 

790.  Pour  que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  planez,  il 
faut  que  son  équ.  soit  réduite  à la  forme  Z — 2 = j(  F — y) 
(n°  655)  ; ainsi  p~  o.  Plus  généralement,  soit 

P&x  -f-  Çdj-  fldz  = o , 

la. différentielle  de  l’équ.  d’une  surface  ( n°  744  ) ; P = o est  la 
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condition  qui  exprime  que  le  plan  tangent  est  perpend.  au  plan 
yz.  11  faut  donc  que  les  coordonnées  x, y,  z du  pointde  contact 
satisfassent  à l’équ.  P=o,  età  celle  p (x,  y.  z)  = o de  la  sur- 
face. Telles  sont  donc  les  e'qu.  de  la  courbe  .qui  jouit  de  la  pro- 
priété que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  plan  yz\  cette  courbe 
est  la  limite  de  la  surface  dans  le  sens  des yz.  Ainsi,  en  élimi- 
nant x,  on  a la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  des  j'z.  De 
même,  celle  sur  le  plan  xyse  trouveen  éliminant  z entre  <p =o, 
et  R=  o.  Les  deux  équ.  P=o,  Ç)  = o se  rapportent  au  maxi- 
mum de  z,  etc. 

Pour  la  sphère,  par  exemple  (ri°654),  (.  < 

* 7 

(x  -«)*-+-( y — b Y + (z  —cy=r\ 

la  dérivée  relative  à z seul  est  z — c=o;  éliminant  z,  on  ar 
(x — «)2-{-(jF  — by  — r*t  pour  l’équ.  du  cercle  de  projection 
sur  le  plan  xy,  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

79 1 . Projetons  sur  le  plan  xy  l’arc  s de  courbe  dans  l’espade , 
puis  développons  (n°  287,  4°-)  Ie  Cylindre  formé  par  le  système 
des  perpend.  àccplan  : la  base  eslunarcx,  projection  de  Parc  s. 
Or,  on  peut  concevoir  cet  arc  s rapporté  aux  coordonnées  rec- 
tangles x et  z , puisque  A est  étendu  en  ligne  droite  ; l’aire  t du 
cylindre  et  la  longueur  de  l’arc  s seront  données  (n0*  767  et  768) 
par  les  relations  i = z,  /*=  i -f -z'%  dans  lesquelles  les  déri- 
vées se  rapportent  à x.  Si  l’on  veut  qu’elles  soient  relatives  ;i  x , 
on  aura  (u°  734} 

dl  — zdx , ds’=  dx“  -f-  dz\ 

Mais  l'arc  x est  rapporté  aux  variables  du  plan  xy , en  sorte  que 
dx’  = dx1  -f-  d y‘  ; dônc 

» de— zp/(dx1-+-d7a), 

ds’=dx’ -f- dy’-f-dz’. 

Une  courbe  dans  l’espace  est  donnée  par  les  équ.  de  deux  sur- 
faces dont  elle  est  l’intersection,  telles  que  M = o,  Ar=o.- 
qu’on  en  tire  les  différentielles  dy  et  dz  en  fonction  de  x , et 
qu’on  substitue,  l’intégration  de  ces  formules  donnera  , d’une 
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part, l’aire  t du  cylindre  droit, qui  a pour  base  la  projection  de 
l'arc , et  qui  est  terminée  par  cet  arc  ; et  de  l’autre  la  longueur 
dé  l’arc  rectifié. 

■ • * * * ê 

792.  Supposons  que  lé  trapèze  curviligne  CB  MP  (fig.  4°) 
tourne  autour  de  l’axe  Ax  ; cherchons  le  volume  v et  l’aire  « 
du  corps  de  révolution  qu’il  engendre, l’équ.  de  l’arc  BM étant 
donnée,  y=fx.  Soient  v=.Fx  ,u—q>x  ; il  s’agit  de  déterminer 
les  fonctions  F et  p.  Attribuons  à x l’accroissement  PP!.—  h ; 
y,  v et  u deviendront  y-j-.A,  v + «,  u + l;  d’où 


/c=y  h i—  v'h  -f- . . . , /—  u'/t-f-... 

11  s’agit  maintenant,  pour  appliquer  la  méthode  des  limites, 
de  trouver  des  grandeurs  qui  comprennent  entre  elles  les 
accroisseinens  i et  /,  quelque  petit  que  soit  h. 

1°.  Les  rectangles  MPP'Q,  LPP’M',  engendrent,  dans  leur 
révolution  autour  de  Ax , des  cylindres  dont  les  volumes  sont. 
*yh  et  ir(y-\-k)ah  (n°  3o8)  : leur  rapport  ayant  l’unité  pour 
limite,  et  le  volume  i,  engendré  par  l’aire  MM'P'P,  étant 
'toujours  intermédiaire  entre  ceux-ci , l’unité  doit  être  aussi  la 

v -I-  etc* 


limite  du  rapport  - — ou  ■ 


■ ; donc. 


sry’/i  irf1 

2°.  La  corde  MM'  et  la  tangente  MH  décrivent  des  troncs 
de  cône,  dont  les  aires  (n°  2go,3°.)  sont  w(  2^-4- A).  MM',  et 
w ( iy  HM  : le  rapport  de  MM'  à MH  tend  sans  cesse 

vers  l’unité  (n°  767  ) ; la  limite  du  rapport  de  nos  deux  aires  est 
donc  1,  qui  est  par  conséquent  celle  du  rapport 


s*- ( îy+k)  mm’  _ yyti — ) 

l — «'+!»'*+... 

■ t , •> 

attendu  que  l’aire  l décrite  par  l’arc  MM'  est  intermédiaire 
entre  les  premières , quelque  petit  que  soit  h.  Donc 

u'  = my  \/  ( 1 + jr'a  ) = %*js' . 

On  mettra  fx  pour  y dans  ces  valeurs  de  v et  u , et  l’on  in- 
tégrera; c.-à-d.  qu’on  remontera  aux  fonctions  v et  u dont  elles 
sont  les  dérivées  ( n°  85 1).  > 
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793.  Traçons  sur  un  plan  AP  B (fig.  67)  un  trapèze  CDEF. 
Soient  cdef  sa  projection  sur  un  autre  plan  AQB , et  et  l’angle 
de  ces  deux  plans  ; supposons  que  les  côtés  CD,  EF  soient  per- 
pend.  à l’intersection  AB,  on  a (n°  354)  «£=  CD  X cos  «, 
cfz=EFx  cos  » ; donc  l’aire  du  trapèze 

cdef=  ~ G//X  ( CD  EF)  cos<*=  CDEF  X cos  et. 

Cette  relation  entre  notre  trapèze  et  sa  projection  a également 
lieu  pour  un  triangle  quelconque  DIF  ( fig.  68),  puisqu’en  me- 
nant les  perpend.  CD , LF  sur  AB,  et  CE  parallèle  à DF,  on 
forme  le  parallélogramme  CD  LF,  dont  l'aire  est  double  de  celle 
du  triangle  DIF.  Or,  d’une  part , toute  figure  rectiligne  est 
décomposable  en  triangles  ; de  l’autre,  on  peut,  parla  méthode 
des  limites,  étendre  aussi  la  proposition  à toute  aire  plane 
curviligne.  Donc  la  projection  P sur  un  plan  d’une  aire  plane 
quelconque  A,  est  le  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de 
l’angle  des  deux  plans,  P = A cos  ». 

Soient  donc  »,»',  »",  les  angles  que  fait  une  aire  plane  A avec 
les  plans  coordonnés  ; P,  P',  P&,  ses  trois  projections  ; on  a 

P = A coset,  P1  = A cos  »,  P"t=zA  cos»'m, 
faisant  la  somme  des  carrés,  il  vient 

A‘  = P‘-{-  P^  + P"’, 

à cause  de  cos’a-f  cosîa'-|-cosV'=i  (n°  674,  i0.).  Donc,/e 
carré  d’une  aire  plane  quelconque  est  la  somme  des  carrés  de 
ses  trois  projections  sur  les  plans  rectangulaires  coordonnés. 

Ces  théorèmes  servent  à trouver  l’étendue  des  surfaces  planes 
situées  dans  l’espace, en  les  ramenant  à être  exprimées  à l’aide 
de  deux  variables. 

794.  Soit  z=f(x,y)  l’équ . d’une  surface  courbe  ; menons 
quatre  plans  parallèles  deux  à deux  , à ceux  des-rz  et  d esjz  ; 
cherchons  le  volume  V et  l’aire  U du  corps  MNEF  ( fig.  69) 
renfermé  entre  ces  limites.  Attribuons  à x et  jr  les  accroisse- 
ruens  h et  k - le  point  M z)  sera  comparé  au  point  C:  le 
corps  aura  pris  l’accroissement  renfermé  entre  les  plans  ME, 
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SD, FM, SB  -,  V et  V sont  donc  des  fonctions  de  x etj-  qu’il 
s’agit  de  déterminer,  x étant  augmenté  de  h,  et  y de  k , V sera 
accru  (n°  743)  de 

AV,  . d V , . d 'V  /t‘  , A'V  „ , A'V  **  , 
dx  ' dy  ' dx‘  2 ' dxdjr  dy*  2 ‘ 

Or,  si  l’on  n’eût  fait  croître  que  x de  h,  ou  bien  que  y de  k,  le 
corps  aurai)  reçu  l’augmentation 

*™w~sF*+É?T+--/'‘  V 

PEDMQ^t+^f  £+..., 

A'F 

donc, en  retranchant,  on  a volume  MCRQ  = — — hk  -J-. . 

» J- 

On  verrait  de  même  que  l'aire  MC  — - — — hk  + . .. 

dxdy 

Pour  appliquer  ici  la  méthode  des  limites,  cherchons  des 
grandeurs  entre  lesquelles  ce  volume  et  cette  aire  soient  tou- 
jours renfermés,  quelque  petit  que  soit  h ; représentons  le  corps 
MCRSQP  à part  (fig.  70). 

i°.  Le  parallélépipède  rectangle  MPSs  a pour  volume  hkz  ; 
celui  du  parallélépipède  construit  sur  la  même  base,  et  dont 
SC=z-{-l  est  la  hauteur,  est  = hk  (z-j-l). 

■■■y"  z -5  'J?-  . 

Le  rapport , de  ces  volumes  ayant  l’unité  pour  limite, 

z-j-l 

1 est  aussi  la  limite  de 


Uz'.y-r-kh- f. 

d xdy 


v , à*F 

d ou  -r— T 
d xdy 


On  mettra  donc  pour  z sa  valeur /(x,  y) , puis  on  intégrera 
deux  fois , d’abord  relativement  à x , en  regardant  y comme 
constant;  enfin,  on  intégrera  de  nouveau  le  résultat  par  rapport 
h y seul.  (Voy.  n°  852.)  . f 

20.  Menons  un  plan  tangent.#?/  au  point.;!/  (x, y,  z)  ; l’aire 
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Mrs'q',  qui  est  renfermée  entre  les  plans  AIR,  Æ/Q,  0/  ,//?, 
est  (n°  793)  le  quotient  de  sa  base  P QHS  divisée  par  le  cosinus 
de  l’angle  qu’elle  fait  avec  le  plau  xy , savoir  (n°  6<j4 » I"-) ! 

hk  : V (Î +ÿ  +7) = W 1/  (1  +P* + q%)-  . ! 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  l’unité  est  la  limite  du  rapport  3e 

u , ’ y 

— — hk  + . . . à cette  quantité.  Donc 
d‘U 

11  faudra  donc  différentier  l’éq.  z^f(x,y)  de  la  surface; 
puis  de  Az=pAx~\-  q<\y,  tirer  les  valeurs  de p et  q en  fonction 
de  x et  j1,  et  les  substituer  ici  ; enfin  , intégrer  comme  on  l’a 
dit  ci-dessus.  Nous  donnerons  des  applications  de  ces  diverses 
formules  (n°  855). 

. 795.  Imitons  en  trois  dimensions  ce  qui  a été  dit  des  oscula- 
tions des  courbes  planes.  z—f{x,y),  Z=zF(X,  Y)  sont  les 
équ.  de  deux  surfaces  courbes  ; si  elles  ont  un  point  commun 
(x,y,  z),  pour  en  comparer  l’écartement  dans  les  parties  voi- 
sines de  ce  point,  on  changera  X et  x en-r  + Zi,  Y et  y en 
j -J-i,  et  l’on  prendra  la  différence  £ des  z.  Continuons  de 
supposer 

ds  ■ dz d'z d’z  _ d’z 

• Ax  ^ ' Ay  ^ ’ d.tr’  r’  dardj  T f ’ d ly1  1 ’ 

s 

que  de  même  P , Q. , . aient  de  semblables  significations  pont 
la  2'  surface.  On  démontrera  précisément,  comme  n°  970,  que 
si  l’on  a P=pt  Q = q,  la  différence  £ étant  du  2e  ordre  en  h 
et  k,  aucune  autre  surface,  qui  ne  remplirait  pas  les  mêmes 
conditions,  ne  pourrait  approcher  de  la  ire  surface  autant  que 
le  fait  la  2'  ; et  si , en  outre , on  a R = r,  S — s , T—t , l’os- 
culation sera  du  2e  ordre  , et  les  deux  surfaces  auront  uu  plus 
grand  degré  de  rapprochement  dans  la  région  voisine  du  point 
commun,  et  ainsi  de  suite. 
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■ Soit,  par  e*. , un  plan  Z = AX  -+-  BY  -f-  C ; il  aura  un 
contact  du  i'r  ordre  avec  la  surface z~f(x  ,ÿ),  si  l’on  déter- 
mine les  Constantes  A,  B , C par  ces  conditions,  que  le  plan 
passe  par  le  point  donné  (x,y,z) , et  qu’on  ait  A=p,  B —q. 
De  là  résulte  l’équ.  ( A ) du  plan  tangent  (n°  797). 

Pour  la  sphère,  on  a l’équation 

(A'  — ay  -|-  ( Y — by  -\-{Z — c)‘‘  = n\ 

t 

On  établit  ainsi  un  simple  contact  au  point x,  J,  2(n°  744i 
(x—  ay  + (jr  — *)’  + (*  -cy=zn\ 
(x—a)+p(z  — c')  = o,  y — b + q(z  — c)=z  o; 

ces  trois  équations  déterminent  les  coordonnées  du  centre,  et  par 
conséquent  lasphère,  dans  le  casd’un  simple  contact,  lorsque  le 

- • *î  » ‘ I 

rayon»  est  connu.  En  posant,  pour  abréger,  (i  =ç, 

l’élimination  donne 

a — x-\-npç>,  bz=y-\-nq$,  c=z — »<p....(  1); 

cette  sphère  a même  plan  tangent  que  l^t  surface  -,  son  centre  est 
sur  la  normale  , équ.  (B)  p.  4s4-  Pour  que  l’osculation  fût  du 
2'  ordre,  il  faudrait  déterminer  l’arbitraire  n de  manière  à 
rendre  R=r,S=s , T=  t : puisqu’on  n’a  qu’une  constante  à 
déterminer,  on  ne  peut  remplir  ces  trois  conditions  ; en  géné- 
ral toute  surface  p’a  donc  pas  une  sphère  osculatrice  comme 
une  courbe  a un  cercle  osculaleur. 

796.  Mais  rendons  la  somme  des  termes  du  2'  ordre  de  la 
série  (n°  787)  les  mêmes  pour  la  sphère  etnotre  surface  , ou 

r -f-  2 sa  -j-  tu‘  ~R-{-  2.Ç*  -j-  7V, 

a étaut  le  rapport  k : h ; on  trouve  pour  les  dérivées  du  2'  ordre 
de  l’équ.  de  la  sphère  relatives  à x et  à y, 

(z — c)  71+ 1 -\-p*—o , (z — c)  S-\-pq— o,  (z — c)  T’-f-i  -f-7’=o  : 

(z — c)  (r+2«s-f-t*’)+i-}-/V+2/>7=(~l-(i-f-7a)«'=:o. . . (2). 

1 

p , 7,  r,  s, /sont  des  fonctions  de  x ety,  qu’on  tire  de  l’équation 
z —f(x ) de  la  surface  proposée;  * est  la  tangente  de  l’angle 
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que  fait,  avec  l’axe  des  x,  une  droite  qui  touche  au  point 
commun , et  est  mene'e  dans  une  direction  arbitraire.  Cette 
e'qu.  fait  connaître  z — c en  fonction  de  x,y  et  et  ; les  équ.  (i) 
donnent  ensuite  a,  b , et  le  rayon  n de  courbure  de  la  section 
faite  par  un  plan  passant  par  la  normale  et  la  tangente  dont  il 
s’agit.  On  peut  donc  trouver  les  courbures  de  la  surface  dans 
toutes  les  directions  imaginables. 

Ayons  surtout  e'gard  aux  sections  dont  la  courbure  est  la 
plus  grande  ; faisons  varier  n par  rapport  à et  seul , ët  posons 
n'=o  (n°  757).  Mais, d’après l’équ.  (i),on  a alors c'=o,en pre- 
nant z,p,  <7,  cons  ta  11s  ; donc  la  dérivée  de  l’ëqu.  (2)  relative  à 
o et  et,  en  faisant  c'  nul , donne  : 

(z  — c)  (s  + U)+pq  + (i  + q'‘)*=o  1 
d’ou  (z  — c)  s»-f-pqu-}-(z — c)r-f-l 0 J *"  ’ 

en  multipliant  par  et  et  retranchant  de  (2).  Il  est  aisé  d’éliminer 
a entre  ces  deux  équ. , et  d’arriver  à cette  relation  destinée  à 
donner  z — c, 


A{z—c)*+B(z-—c)  + <p~:‘  = ù...*  (4); 
ou  A — tr — .s%  B=r(\-\-q')  -f-  — ipqs. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  z — c,  et  par  suite  (i)  donne  les 
rayons  n de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  courbure  de  la  sur- 
face au  point  donné  (ar,  y,  z)  : enfin , l’une  des  équ.  (3)  fait  con- 
naître a , ou  les  directions  de  ces  deux  courbures. 

Concevons  nos  deux  lignes  de  courbure  tracées  à la  surface 
proposée  ; elles  sont  indépendantes  du  système  d’axes  auquel 
celle-ci  est  rapportée,  et  restent  constantes  lorsqu’on  change 
de  plans  coordonnés.  Prenons  le  plan  tangent  pour  celui  des 
xy  ; il  est  visible  que  x, y,  z,p  et  q sont  nuis,  et  les  équ.  (3) 
deviennent 

c(s +/«)=«,  c(!«  + r)=i; 

d’où  + — 0 — j=o. 


Le  produit  des  deux  racines  de  a.  étant  — j,  on  en  conclut  que 
les  deux  courbes  se  coupent  à angle  droit.  Donc,  à l’exception 
des  cas  très  particuliers  où  l’équ.  (4)  serait  satisfaite  d’elle- 
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même  , sur  toute  surface,  si  Von  prend  un  point  quelconque,  il 
y a toujours  deux  plans,  passant  par  la  normale  en  ce  point, 
qui  sont  perpend.  l’un  à Vautre,  et  donnent  la  plus  grande  et 
la  moindre  courbure  de  la  surface.  Les  équ.  précédentes  font 
connaître  ces  deux  directions,  et  par  suite  les  rayons  de  ces 
deux  courbures. 

797.  Étant  donnée  une  courbe  dans  l’espace , parles  équ.  de 
deux  surfaces  dont  elle  est  l’intersection , en  éliminant  successi- 
vement x ety  entre  ces  équ. , on  aura  remplacé  ces  surfaces  par 
deux  cylindres  perpend.  aux  plans  coordonnés  des  xz  et  des  yzt 
et  les  équ.  résultantes  f=jx,zxzFy,  seront  celles  des  projec- 
tions de  la  courbe  sur  ces  plans.  Une  tang.  à la  courbe  l'est  aux 
cylindres , et  par  conséquent  ses  projections  sont  tang.  à celles 
de  la  courbe;  ainsi  les  équ.  de  la  tang.  sont 

Z— z==p(X— x),  Z — zszq{Y — y). 

Qu’on  mette  fx  et  F1  x pour/»  et  q ,et  ces  équ.  seront  détermi- 
nées. En  éliminant  x , y,  z , entre  nos  quatre  équ. , on  a une 
relation  entre  X,  Y,  Z, qui  est  l’équation  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe, c.-à-d.  celle  de  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  mobile  sans  cesse  tangente.  Si  cette  surface 
est  un  plan , la  courbe  est  plane  , autrement  elle  a une  double 
courbure  : on  distinguera  donc  aisément  ces  deux  cas  l’un  de 
l’autre. 

Au  point  de  contact,  il  y a une  infinité  de  perpend.  à la  tan- 
gente; cette  multitude  de  normales  déterminent  le  plan  nor- 
mal, dont  il  est  facile  de  trouver  l’équ.  (n°  668), 

, X— x ^ 

Z — — z -f-  -f* 


^=0. 


p <? 

798.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  contacts  des  surfaces 
aux  courbes  à double  courbure , mais  nous  n’entrerons  pas  ici 
dans  ces  détails.  [Voyez  Fonct.  analyt.  (n°  >40*  et  Y Anal, 
appl.  de  Monge.]  Bornons-nous  à la  recherche  du  plan  oscu- 
lateur.  Soient  z= fx,y~^x  les  équ.  de  la  courbe;  celle  du 
plan  qui  passe  par  le  point  ( x,y , z) , est 

Z — A(X — x)-\-B(Y — y). 

T.  II.  5.8 
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Déterminons  A et  B en  établissant  un  contact  du  2'  ordre.  Si 
l’on  change  x en  x -{-h,  y et  z recevront,  pour  la  courbe,  les 
accroisseniens 

i=kf+ih'f...  'k=hV+'-h'4.\...  ',".7  • , 

Mettons  donc  x -Y-h,  y k , z + l pour  X,  Y,  Z,  dans  l’équ. 
du  plan  : il  vient  l=.Ah  +£k,ou. 

W+i  hfi°+  . . • = {A  + £i’)h  + * Bh’V+. . . 

Les  arbitraires  A et  B seront  déterminées  par  ces  deux  condi- 
tions A B ]!■=./’,  B = f"  ; donc  Yéquation  du  plan  oscil- 
lateur est  ■*  y-,  , : 

4"(Z -f)  _■  (/4"  -/T)  {X  - x)  +r.(V-  4)-  î' 

, b 

* ' « ■ ; *”  * ■ 

De  la  méthode  infinitésimale. 

• - ■ ’ ... 

799  Nous  avons  déjà  remarqué  (tome  I,  note,  page  297), 
en  appliquant  la  méthode  des  limites  ( n°  1 1 3)  à une  équ.  entre  ( 

des  constantes  et  des  variables  qui  peuvent  être  rendues  aussi 
petites  qu’on  veut,  que  lorsqu’on  n’a  besoin  que  de  la  relation 
qui  lie  les  termes  constans  , ce  n’est  pas  commettre  une  erreur 
que  de  négliger  dans  le  calcul  quelques-uns  des  termes  qu’on 
sait  devoir  disparaitre  par  la  nature  même  du  procédé.  Il  en  a 
été  de  même  (n°  422)  pour  la  méthode  des  tangentes.  La  certi- 
tude mathématique  ne  sera  donc  pas  altérée  par  ces  omissions 
volontaires,  pourvu  qu’on  se  soit  assuré  qu’en  effet  elles  n’affec- 
tent que  les  quantités  qui , par  la  nature  même  de  l’opération , 
doivent  disparaître  du  résultat. 

On  pourra  donc , dans  toute  question  semblable , omettre  les  _ 
termes  indéfiniment  petit s,  que  les  géomètres  ont  appelés,  avec 
Leibnitz,des  infiniment  petits.  En  se  dispensant  d’y  avoir  égard, 
on  abrégera  beaucoup  les  calculs , puisqu’il  est  souvent  difficile 
d’évaluer  ces  termes  ; et  les  résultats  seront  exacts.  On  pourra 
même  présenter  la  théorie  avec  la  rigueur  géométrique,  en 
prouvant  que  les  quantités  omises  sont  au  rang  de  celles  qui 


1 

1 
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doivent  en  être  supprimées.  Celte  méthode  est  précieuse,  non- 
seulement  pour  graver  les  résultats  dans  la  mémoire,  mais  en- 
core pour  les  spéculations  analytiques  compliquées;  et  il  im- 
porte de  ne  pas  se  priver  d’un  secours  aussi  puissant,  surtout 
en  considérant  qu’on  peut  toujours  rendre  au  procédé  la  ri- 
gueur qui  lui  manque  en  apparence. 

800.  Les  applications  de  ces  notions  au*  éléuteus  de  Géo- 
métrie sont  si  faciles,  que  nous  nous  dispenserons  de  les  faire  ; 
chacun  pourra  aisément  y suppléer.  Mais  venous-en  à celles  du 
Calcul  différentiel. 

Soient  y,  z,  t...  des  fonctions  données  quelconques  de  x ; si 
x prend  l’accroissement  dx,  ceux  que  prendront^,  z...  résul- 
teront des  relations  données  qui  lient  ces  variables  à x,  et  l’on 
aura 

dy  =z  A.dx Bàx1 . . . , dz  = A'dx  B'dx'-j-  . . . 

Or,  quel  que  soit  le  butde  notre  opération , dy  doit  être  com- 
biné avec  dz,  d/. . . , de  manière  à former  une  équ.  M = o. 
Lorsqu’on  aura  substitue  à dy,  d s...  leurs  valeurs , dx  sera  fac- 
teur commun,  et  pourra  être  omis  dans  l’équ.  M=o,  en  sorte 
que  les  premiers  coefficiens  ^ , A',...  en  soient  seuls  exempts. 
Mais  x,  j-,  z.  . . étant  maintenant  regardés  comme  des  termes 
fixes,  leurs  accroissemensdx,  dy...  pourront  être  rendus  aussi 
petits  qu’ou  voudra,  de  sorte  qu’en  faisantdx=o,  l’équ.  M—o 
devra  perdre  tous  les  termes  B,  B'...  On  pourra  donc  d’avance 
dégager  le  calcul  de  ces  termes,  et  dire  que  dy  = Adx, 
dz  = ^'dx...  ; les  autres  termes  sont  négligés  comme  des  infi- 
niment petits  du  2e  ordre,  expression  qui  sert  à éviter  une  cir- 
conlocution. , , 

t 

On  conçoit  les  grandeurs  comme  formées  de  parties  quel- 
conques élémentaires,  qu’on  nomme  Différentielles , et  qu’on 
désigne  par  la  lettre  d,  comme  nous  l’avons  indiqué  n°  698.  Ces 
différentielles,  comparées  aux  éle'mens  véritables  , n’en  dirtè- 
rent'que  de  quantités  négligeables , c.-à-d.  de  valeurs  que  le 
calcul  ferait  disparaître  si  l’on  yavait  égard.  Le  résultat  n’etant 
pas  atteint  de  cette  sorte  d’erreur,  en  prenant  ainsi  des  quan- 

28. 
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iités  défectueuses  au  lieu  des  véritables*  on  se  trouve  conduit  à' 
des  calculs  et  à des  considérations  simples  qui  abrègent  singu- 
lièrement les  opérations. 

dx , dy,  différentielles  de  x et  y,  ne  sont  pas  précisément 
les  accroissemens  de  ces  variables,  quoiqu’on  les  traite  comme 
tels,  puisqu’au  lieu  de  prendre  dy  — Adx  4-  2?dx’....,  on 
prend  seulement  dy-=Aàx\  ce  sont  des  quantités  qui  ne 
diffèrent  de  ces  accroissemens  que  départies  qui  s’entre-détrui- 
sent par  le  calcul , et  qu’il  est  inutile  de  considérer. 

A est  la  dérivée  que  nous  avons  désignée  par  y',  et  que  nous 
savons  trouver  pour  toute  fonction.  Il  est,  au  reste,  bien  aisé 
de  l’obtenir  de  nouveau , en  partant  des  principes  mêmes  que 
nous  venons  d’exposer.  En  voici  quelques  exemples  : 

Soit^  = zt,  z et  t étant  des  fonctions  de  x,  on  a 

df=(z4-dz)  (t-{-di)  — zt  = tdz+"dt, 
en  négligeant  dz.dt,  qui  ne  contient  que  dx’,  dx3. . . 

Pour  ^=zm,  on  a dy=i(z-{-dz)m — zm  = mzm~,dz)  en  né- 
gligeant les  dz%  dz3. . . {Voy.  n°  708.) 

Soit  y — az\  d’où  d y = at+at — aI  = at(orfl  — 1);  mais' 
(p.  243)  on  a ah=  1 +kh+  . . . j donc  dy=:Æa*dz,  eu  sup- 
primant les  dx%  dx5. . . 

y — Log  z donne  z—a?,  et  * 

Ay=z  tog  (z  + dz)— -Logz  = £og^i  4- y); 

donc  a*y  = t -)-  — ; or,  a1>=i+  kày,  ainsi  dy= 

801.  La  méthode  infinitésimale  consiste,  comme  on  voit,  à 
substituer  dans  le  calcul , aux  véritables  accroissemens  qui  en 
font  l’objet , d’autres  quantités  dont  l’erreur  soit  de  nature  à' 
ne  pas  altérer  le  résultat.  Au  lieu  des  variations  véritables,  qui 
seraient  difficiles  à traiter  et  compliqueraient  les  opérations,  on 
prend  à leur  place  d’autres  quantités  plus  simples,  et  qui  se  prê- 
tent mieux  aux  recherches  qu’on  en  a vue,  aux  calculs  qu’on 
doit  exécuter.  Mais  pour  être  en  droit  de  prendre  des  valeur» 
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défectueuses,  il  faut,  avant  tout,  s’être  assure' qu'il  n’en  résul- 
tera aucune  erreur,  et  que  si  l’on  ajoutait  à celles-ci  ce  qui  leur 
manque,  ces  parties  ajoutées  s’entre-détruiraient. 

Ainsi , pour  que  la  méthode  puisse  être  employée  en  toute 
sûreté  , il  faut  remplir  une  condition  indispensable  , celle  de 
V égalité  des  limites,  ou  dernières  raisons,  qui  consiste  à compa- 
rer les  grandeurs  véritables  à celles  qu’on  leur  substitue  , à les 
faire  varier  ensemble , et  à yoir  si  „ dans  leur  diminution  pro- 
gressive, leur  rapport  tend  sans  cesse  vers  l’unité,  car  l’unité 
en  doit  être  la  limite.  Si  un  arc  de  courbe  BM  ( fig.  4°)  a pour 
accroissement  l’arc  MM,  on  pourra  prendre  en  sa  place  la  corde 
MM';  cette  corde  sera  la  différentielle  de  l’arc , attendu  qu’en 
rapprochant  les  points  M et  M',  l’arc  et  lu  corde  diminuent , 
et  leur  rapport  tend  vers  l’unité  qui  en  est  la  limite.  Mais  on 
ne  doit  pas  prendre  MQ  pour  différentielle  de  MM' , sous  pré- 
texte que  MM'  et  MQ  tendent  à l’égalité,  et  deviennent  nuis 
ensemble,  car  le  rapport  MM  : MQ  n’a  pas  i pour  limite.  C’est 
ainsi  que  axx  et  bx,  qui  deviennent  nuis  ensemble,  ont  pour 

rapport  ^ , dont  la  limite  est  zéro,  et  lion  pas  i. 

En  comparant  un  arc  de  cercle  à son  sinus,  on  peut  prendre 
l’accroissement  de  l’un  pour  celui  de  l’autre  : jr  r=  sin  z donne 
dy  = sin  (z-f-dz) — sinz,  ou  sinz  cos  dz  + sin  dz.cosz  — sin  z. 
En  remplaçant  sin  dz  par  dz  et  cos  dz  par  1 , parce  que  les  rap- 
ports de  ces  grandeurs  tendent  vers  l’unité  , on  trouve 

d7-=dz.cos  z.  On  trouverait  de  même  la  différentielle  décos  x, 
de  arc  (tang  = x) . . . . 

En  principe  qu’on  ne  doit  jamais  perdre  de  vue,  dans  ce 
genre  de  considéra  lions,  est  celui  de  l’homogénéité,  qui  consiste 
en  ce  que  les  différentielles  doivent  être  de  même  nature  que  la 
grandeur  qu’on  considère , et  de  même  ordre  entre  elles.  On  ne 
peut  donc  prendre  pour  différentielle  d’un  solide  qu’un  autre 
solide  ; pour  celle  d’une  surface  qu’une  aire,  etc.  ; on  ne  doit  pas 
regarder  une  ligne  comme  la  somme  d’une  infinité  de  points  , 
une  aire  comme  a réunion  d’une  série  de  lignes,  etc.;  et  en. 
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outre,  toute  formule  ne  devra  jamais  renfermer  que  des  terme 9 

ou  les  différentielles  seront  de  même  ordre. 

Cet  artifice,  qui  traite  les  diffe'rentielles.comme  si  elles  étaient 
exactes,  donne  lieu,  il  est  vrai,  à des  e'qu.  défectueuses  ; mais 
on  ne  doit  pas  s’en  inquiéter,  parce  qu’on  est  convaincu  quelle 
résultat  définitif  n’en  sera  pas  atteint,  toutes  les  fois  qu’on  n’aura 
en  vue  que  les  limites,  lesquelles  sont  les  mêmes  pour  les  diffé- 
rentielles et  pour  les  élémens  véritables.  Ce  calcul  se  présente 
d’abord  comme  un  moyen  d’approximation , puisqu’on  rem- 
place ceux-ci  par  des  quan  titésqui  en  sont  voisines;  mais  comme 
on  ne  destine  ce  calcul  qu’à  la  détermination  des  dernières  rai- 
sons, qui  sont  les  mêmes  pour  les  uns  et  les  autres,  le  calcul  ac- 
quiert la  rigueur  même  de  l’Algèbre  ; et  le  langage  , aussi  bien 
que  la  notation,  en  ont  toute  l’exactitude,  puisque  dès  qu’on 
prononce  les  mots  à' infiniment  petit , de  différentielle , on  en- 
tend ne  faire  usage  du  calcul  que  dans  les  problèmes  qui  dépen- 
dent, non  plus  des  grandeurs  qu’on  a envisagées,  mais  des  rap- 
ports de  leurs  dernières  raisons.  Une  différentielle  est  donc  unie 
partie  de  la  différence  » partie  dont  le  rapport  avec  cette  diffé- 
rence a l'unité  pour  limite. 

Dans  le  Calcul  intégral,  qui  a pour  but  de  remonter  des  dé- 
rivées aux  fonctions  primitives,  on  regarde  l’intégrale  comme 
la  somme  des  élémens  ou  des  différentielles,  ainsi  que  nous  au- 
rons occasion  de  le  remarquer,  n°*  8^2,  846  et  85a. 

Les  applications  de  ces  principes  à la  Géométrie  et  à la  Mé- 
canique sont  très  fréquentes.  Voici  quelques  exemples  des  pre- 
mières. 


802.  Soient  BM  — s (fig.  4°)  un  arc  8e  courbe,  les  coordon- 
nées de  M étant  x et  y ; enfin  y = fx  l’équ.  de  cette  courbe.  La 
tangente  TM  sera  supposée  le  prolongement  de  l’élément  infi- 
niment petit  MM'  de  la  courbe  ; ce  qui  revient  à dire  que  la 
corde  de  l’arc  MM'  = ds,  pouvant  approcher  autant  qu’on 

M'Q 

* MQ'  d,f“ 
fère  de  HMQ  que  d’une  quantité  indéfiniment  petite.  En  résol- 


vent de  MH,  l’angle  M'MQ,  dont  la  tangente: 


I 

I 

I 


l 


) 

I 

1 
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vaut  Je  triangle  SfMQ,  dont  les  côtés  sont  dx,  dj-  et  ils 
donc,  comme  n°  762  etp.  399, 


439 

, on  a 


tang  T — 

t 


4r 

dx ’ 


cos  T = 


dx 

ds 


* 


sin 


4r 

di  ' 


Puisque  l’arc  MM'  =s  et  sa  corde  ont  l’unité  pour  limite  de 
leur  rapport,  on  peut  substituer  l’arc  d^  à sa  corde,  et  l’on  a 
la  longueur  de  l’hypoténuse , ou  ds  = \/(dx'J  -f-  d/1). 

Soit  t l’aire  CBMP  ; le  rectangle  indéfiniment  petit 
MP  P'  Q =j-dx  pourra  être  pris  pour  dt  ; donc  dt  =jrdx. 

8o3.  Appliquons  ce  procédé  aux  coordonnées  polaires.  Du 

pôle  A (fig.  45)  pour  centre,  décrivons  l’arc  MQ  par  le  point 

tlt,  MQ  AM  MO  r . 

M (r,ü),nousaurons — — = , ou  — : donc  MQ=n\t. 

’ mq  Am  d!t  I v 

Menons  AT  perpendiculaire  sur  AM,  et  la  tangente  TM'  qui 

se  confond  avec  l’arc,  suivant  l’élément  MM'  = di  ; or,  les 

triangles  semblables  MM'Q,  TM  A donnent  ( voj . p.  397) 


donc 


MQ  AT  rd9  AT 

M Q ~ AM'  dr  ~ r ’ 

Ad  6 

sous-taug  AT  — -r— . 

dr 


Dans  le  triangle  rectangle  TM  A,  on  a 


tang  TM  A — 


AT  _ rdo 

ÂÂ1~  dr’ 


De  plus,  MM^  = MQ*  -f-  M’Q 1 devient  d«’=  r’dS*  -+■  dr’. 
Enfin,  l’aire  ABM-=r  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs 
a pour  différentielle  AMM ',  qu’on  peut  regarder  comme  égal 
à AMQ;  or  AMQ  = ±AMx  MQ;  d’où  dr  = -J  Adf  (p.  4<>o). 


804.  Dans  sa  révolution  autour  de  Ax  (fig.  4®),  CBMP  en- 
gendre un  corps  dont  le  volume  est  v et  l’aire  u ; or,  l’arc 
MM'  décritla  différentielle  de  u,  qui  est  un  tronc  de  cône,  et 
= ~MM‘  (cir.  PM  + cir.  P'M'),  ou  plutôt  = MM'  X cir.  PM  ; 
donc  du  = 2ar/ds.  De  même  l’aire  MPP'M1  engendre  la.diffé- 


; 

1 


* 


J 
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renlielle  du  volume  v qu’on  peut  regarder  comme  égal  au  cy- 
lindre décrit  par  MPP'Q=zPP' x cercle  PM-,  doncdosq^dx. 
Cela  est  conforme  au  n°  792. 

Soit  la  surface  courhe  BD  (fig.  69)  dont  l’équ.  z~f(x,jr)  est 
donnée  ; lorsqu’on  fera  croître  x de  dx,  le  volume  V —EFMN 
dV 

croîtra  de  MB  FR  = -y—  dx.  Si,  dans  ce  résultat,  on  augmente 
dx  ; . 

d*V 

jr  de  <iy-  le  volume  MBR  croîtra  de  MCSP  =x-^—.dxiy. 

dlU 

De  même  l’aire  MN  — U augmente  de  iî/C=-— —.dxdy. 

Cela  posé,  1”.  le  plan  Mrsq  (fig.  70),  parallèle  au  plan  xy, 
forme  le  parallélépipède  MPSs  dont  le  volume  est  zdxdy-, 
donc  d*Jr=zdxd \y,  formule  qui  revient  à celle  du  n°  794. 

2°.  Le  plan  tangent  Mrs'q  peut  être  supposé  confondu  avec 
la  surface  dans  l’étendue  de  MC ; et  comme  (n°  793)  la  base 
PS,  ou  djdx,  est  ss  MC  X cos  « , et  désignant  l’indinaisou 
de  ce  plan  sur  celui  des  xj -,  on  a 

MC=~e  =s*Mr  Vb  +p1  + »’),  (p-  4»4)- 

Donc  d’tfs=  dxdj-  V^C 1 + />*  + ?*)• 

8o5.  Soit  M — o l’équ.  d’une  surface  en  x,  j,  z et  les  cons- 
tantes arbitraires  * et  fi.  Si  a et  fi  reçoivent  des  valeurs  fixes, 
la  surface  aura  tous  ses  points  déterminés  dans  l’espace.  Mais 
qu’on  trace  à volonté  une  courbe  sur  le  plan  xj,j-=npx,  et 
qu’on  établisse  entre  fi  et  * la  même  liaison,  fi==<p*  -,  en  chassant 
fi  de  M,  on  pourra  ensuite  attribuer  à « une  série  de  valeurs 
successives.  deviendra  l’équ.  d’une  multitude  de  surfaces 
courbes,  qui  ne  différeront  entre  elles  que  par  la  grandeur  des 
constantes  a et  fi.  La  suite  infinie  de  ces  surfaces  forme  ce  qu’on 
nomme  une  Enveloppe.  , 

Pour  considérer  la  surface  qui  varie  par  le  changement 
de*,  dans  deux  états  infiniment  voisins,  il  faut  dififérentier  M 
par  rapport  à *.  M—  o,  M'  — o,  particularisent,  pour  une  va- 


I 
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leur  donnée  de  »,  la  courbe  d’interseclion,  ou  plutôt  de  contact 
des  deux  surfaces  voisines  : c’est  cette  courbe  qu’on  a appele'e 
Caractéristique.  Qu’on  élimine  » entre  ces  deux  équ'.,  et  l’on 
aura  une  e'qu.  en  r,  jrt  z,  sans  » ni  0,  qui  appartiendra  à cette 
courbe,  quelle  que  soit  la  position  de  la  surface  mobile  : ce  sera 
donc  l’équ.  de  V Enveloppe. 

De  plus,  pour  une  caractéristique,  déterminée  par  une  valeur 
particulière  de  <*,  si  l’on  fait  varier  » infiniment  peu  , M et  M 
devenant  M et  M ",  on  aura  une  seconde  caractéristique  infini- 
ment voisine  de  la  i”.  Pour  les  points  communs  à l’une  et  à 
l'autre,  on  a les  trois  équ.  M = o,  M'  — o,  M"= o,  les  déri- 
vées étant  ici  relatives  à et  seul.  En  faisant  passer  a.  par  toutes 
les  grandeurs  possibles,  chaque  état  donnera  des  points  particu- 
liers de  l’enveloppe,  lesquels  sont  ceux  du  contact  des  carac- 
téristiques considérées  dans  leurs  situations  consécutives.  La 
courbe  qui  les  joint  est  nommée  arête  de  rebroussement ; elle 
est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques , précisément  de  la 
même  manière  que  l’enveloppe  touche  toutes  les  enveloppées 
selon  ces  courbes.  Les  deux  équ.  de  cette  arête  s’obtiennent  en 
éliminant  » entre  les  trois  équ.  précédentes. 

Enfin,  éliminant  * entre  les  équ.  M—o,  M'—o,  A7"  = o, 
M"  — o , où  les  dérivées  sont  toujours  relatives  à »,  on  verra 
de  même  qu’on  obtient  celui  des  points  de  V arête  de  rebrousse- 
ment qui  forme  lui-même  un  rebroussement  ou  une  inflexion. 

8o6.  Prenons  le  plan  pour  surface  mobile,  les  caractéristiques 
seront  des  droites , et  l’enveloppe  jouira  de  la  propriété  d’être 
une  surface  développable,  de  pouvoir  s’étendre  sur  un  plan, 
sans  rupture  ni  duplicature,  en  ne  la  supposant  ni  flexible, 
ni  extensible.  En  effet,  si  l'on  fait  tourner  chaque  élément  de 
cette  surface  autour  de  la  droite  de  section  par  l’élément  voisin, 
on  pourra  visiblement  amener  tous  ces  élémens  à se  trouver 
appliqués  sur  un  plan. 

Les  surfaces  développables  peuvent  être  regardées  comme 
formées  d’élémens  plans  d’une  longueur  indéfinie;  tels  sont  le 
cône  et  le  cylindre.  Cherchons  une  équ.  qui  appartienne  à toutes 
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ces  surfaces,  sans  avoir  égard  à la  nature  du  mouvement  que 
prend  le  plan  mobile.  Le  plan  tangent  coïncidant  avec  un  élé- 
ment plan,  il  est  clair  que  x,  y et  a peuvent  varier,  sans  que 
pour  cela  ce  plan  varie.  L’équ.  est  (A,  p.  4*4) 

Z =pX  -f  qY  + z — px  — qy. 

DifEérentions  par  rapport  à x,  y et  z,  et  exprimons  que  p , q et 
z — px  — qy  ne  changent  pas.  De  ces  trois  conditions,  le  calcul 
montre  que  l’une  est  comprise  dans  les  deux  autres,  en  sorte 
qu’on  n’a  que  ces  deux  équ.  Ap  — o,  Aq  — o,  ou  plutôt  (en 
conservantla  notation  de  la  p.  43o)  r-f-sy'  = o,  s-f-  ty'  =o. 
Ici,  y'  dépend  delà  direction  selon  laquelle  le  point  de  contact 
a changé-,  en  éliminant^-',  il  vient  enfin,  pour  l'équ.  de  toutes 
les  surfaces  développables,  quelle  qu’en  soit  d’ailleurs  la  géné- 
ration particulière,  rt — s*=  o. 

Voy.  l’Analyse  de  Monge,  où  cet  illustre  géomètre  a présenté 
une  foule  d’applications  curieuses  de  la  doctrine  infinitésimale 
aux  surfaces  courbes. 

II.  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  d’uNE  SEULE  VARIABLE. 


Règles  fondamentales. 

807.  Le  calcul  intégral  a pour  but  de  remonter  des  fonctions 
dérivées  à leurs  primitives;  on  y parvient  à l’aide  d’une  suite 
de  principes  et  de  transformations.  Pour  éviter  les  modifica- 
tions qu'il  faudrait  faire  éprouver  aux  formules,  en  vertu  des 
divers  changemens  de  variable  indépendante  ( n°  734),  nous 
préférerons  l’emploi  delà  notation  de  Leibnitz.  Lorsqu’on  veut 
marquer  qu’on  doit  prendre  l’intégrale  d’une  fonction,  on  la 

fait  précéder  du  signe  f qu’on  prononce  Somme  ; ainsi 

y = 4xJ,  étant  la  dérivée  de  ar*-f-c,  on  écrira  Ay  \xsAx  > 

d’où  y — f^x^Ax  = x*  -f-  c. 

808.  Examinons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions 
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primitives fx  el  Fx  d'une  même  dérivée  y'.  Le  théorème  de 
Taylor  donne 

f{x  + h)  = fx  +yh  + {/h*  + 

F ( X 4-  h)  = Fx  -f -y h -J-  j/'fr*  + 

d'où  f (x -f- h) — F(x-\-h)  —fx  — Fx. 


Il  faut  donc  que  fx — Fx  n’éprouve  aucun  changement,  lors- 
qu’on y change  x en  x -f-  h;  ainsi  fx — Fx  conserve  la  même 
valeur  C,  quel  que  soit  x,fc=Fx-\-  C.  Donc,  toutes  les  fonc- 
tions primitives  qui  ont  même  dérivée , ne  different  entre  elles 
que  par  la  valeur  du  terme  constant.  Si  l’on  ajoute  une  cons- 
tante arbitraire  à toute  intégrale , elle  prendra  la  forme  la  plus 
générale  dont  elle  soit  susceptible. 

• S , 

8og.  En  renversant  les  règles  principales  du  calcul  des  déri- 
vations, on  trouvera  autant  de  règles  du  calcul  intégral.  Il  sera 
facile  d’en  conclure  que, 

I.  V intégrale  d’un  polynôme  est  la  somme  des  intégrales  de 
ses  divers  termes  ; on  conserve  à chaque  terme  son  signe  et  son 
coefficient  ( n°  702  ). 

II.  Pour  intégrer  z"dz , il faut  augmenter  l1 exposant  n d’une 
unité,  supprimer  le  facteur  dz,  el  diviser  par  l’exposant  ainsi 


augmenté  (n°  702):  ou  f Aznàz 


Azn+-' 
n -f-  1 


f C.  . 


Pareillement  Az~ni\z,  ou  Aàz  ! z",  a pour  intégrale 


. Ainsi , lorsque  la  variable  est  au 

— n -f-  1 (n — 1)  z"-1 

dénominateur,  on  prend  la  fraction  en  signe  contraire ; on  y 
diminue  l’exposant  de  la  variable  d’une  unité,  et  l’on  multiplie 
le  dénominateur  par  cet  exposant  ainsi  diminué. 

■ Ces  règles  s’appliquent  aussi  aux  fonctions  qu’on  peut  rame- 
ner à zaàz.  Pour  axn~'dx(b  ■+-cxn)m,  on  remarque  que  la  dif- 
férentielle de  b -f-  ex"  est  ncxn~'dx;  puisque  notre  1"  facteur 
11’en  diffère  que  par  la  constante  ne,  on  le  prépare  pour  l’a— 
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mener  à cette  forme,  et  l’on  a 


ne 


X ncxn~‘dx  (b  -f-  cxn)m  = — zmdz , 
• 1 ne 


en  faisant  b -\-cxn  =zz.  On  a donc,  pour  intégrale. 


azm 


+ c=: 


(b  + cx")m+'  + C. 


ne  (m-j-  i)  ' ~ nc(  m-f  i) 

La  transformation  qui  a introduit  z n’était  même  pas  néces- 
saire, et  il  conviendra  à l’avenir  de  l’éviter,  parce  qu’elle  fait 
languir  les  calculs. 

De  même  f6[/( 4x*  -f-  3)xdx  = f(4x2  -f-  3)*  + C* 

III.  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  m~—  i, 
puisqu’on  trouve  fz~'dz—eo  ; mais  cela  vient  de  ce  que  l’inté- 
grale appartient  à une  autre  espèce  de  fonction.  On  sait  (n°  719) 

que  f^  = lz  + C.  De  même  fJzi=n.+,)  + c. 

Donc,  toute fraction  dont  le  numêraleurest  la  différentielle  du 
dénominateur,  a pour  intégrale  le  logarithme  de  ce  dénomina- 
teur. Dans  ce  cas,  nous  mettrons  à l’avenir,  pour  la  commo- 
dité des  calculs,  la  constante  arbitraire  sous  la  forme  1 C. 

Pour  intégrer  ^ , je  remarque  qu’au  facteur  constant 

près  5,  cette  fraction  rentre  dans  la  règle  précédente  : je  la 
prépare  donc  ainsi 


f- 

J 12 


5 


12*  3x*  +7  13 

IV.  Toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  un  radical  carré, 
et  dont  le  numérateur  est  la  différentielle  de  la  fonction  que  ce 
radical  affecte,  a pour  intégrale  le  double  de  ce  radical  (n°  710), 


ou 


/&=SV»+C. 


V.  Une  des  règles  les  plus  importantes  à considérer,  est 
celle  de  l’intégration  par  parties  } voici  en  quoi  elle  consiste. 
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On  a vu  (n°  703)  que  d (ut)  = mit  -f-  /du  ; donc,  en  intégrant , 
ut  = f udt  -f-  / tdu 
et  fuAt  = ut  — ftAu-, 

ainsi , apres  avoir  décomposé  une  différentielle  proposée  en  deux 
fadeurs,  dont  l’un  soit  directement  intégrable,  on  intégrera  en 
regardant  l’autre  facteur  comme  constant ; mais  on  retranchera 
ensuite  l’intégrale  de  la  quantité  qu’on  obtient,  en  diffèrenliant 
ce  résultat  par  rapport  à la  seule  fonction  qu’on  a prise  pour 
constante. 

Ainsi,  pour  intégrer  lx.dx,  je  regarde  dx  comme  seule  va- 
riable, et  j’ai  x.lar;  je  différentie  ce  résultat  par  rapport  à 
Ix  seul,  et  j’obtiens 

/lx.dx  = x.lx  — fa r.  — —xlx  — x -1-  C. 
x 

Cette  règle  offre  l’avantage  de  faire  dépendre  l’intégrale  cher- 
chée d’une  autre  intégrale;  et  l’adresse  de  ce  genre  de  calcul 
consiste  à faire  la  décomposition  en  deux  facteurs,  de  sorte  que 
le  dernier  soit  moins  compliqué  que  la  proposée. 

VI.  La  règle  du  n°  723  donne,  le  rayon  étant  1 , 


fw=^r)  = 'rc(‘i°=t)  + c’ 

/i7ir=7)=“rc(“5=s)  + c’ 

/'  dz 

— p-  = arc(tang—  z)  + C. 


Ôn  pourrait  aussi  supposer  le  rayon  = r,  et  l’on  aurait  ces 
mêmes  seconds  membres  pour  valeurs  respectives  des  intégrales 

/rdz  r — riz  f r’dz 

— J VÏr'  — *’)’ 

Pour  obtenir  C m<^f— , on  divisera  haut  et  bas  par  a, 

J a + bz*  v 

m fa  àt 
a \/  i ' ! + é’ 


mdz 
\-\-bz 
m dz 
a * bz * 

,+T 
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en  faisant  — = 7\  Donc  — — 
a V(ab) 

grale  cherchée , le  rayon  étant  i ; d’où 


.— . arc  (tang  = t)  4"  C est  l’inté- 


A 


mdz 


m 


a -f-  b z1  (ab) 

On  trouve  de  même 


arc 


(tang  = z \/-a)  + C. 


f mdz  m / . 

/ — T- t-ïn  = — rr  -arc  { sin 

J y (a  — bz* ) l/b  \ 


Des  fractions  rationnelles.  V 

8io.  Nous  avons  donné  (p.  323)  des  procédés  généraux  pour 

N 

décomposer  toute  fraction  rationnelle  — en  d’autres , dont  la 

forme  soit  l’une  des  suivantes  : 

A A AxA-B  ■■  A jc  -4-  B 

x — a’  ( x — a)"’  x'+px+q’  (x'+px  + q)*' 

A,B,p,q,  n...,  étant  des  constantes,  et  les  facteurs  de  x’+px+q 
étant  imaginaires.  Il  s’agit  donc  de  donner  des  règles  pour 
remonter  de  ces  fractions  aux  expressions  dont  elles  sont  les 
dérivées.  Remarquons  que  chassant  le  terme px  des  deux  der- 
nières, par  la  transformation  (page  48),  x—z — {p,  puis, 
faisant  fi'—q — \p*>  quantité  positive  par  supposition,  on  a 
simplement 

Az-^B  Az  +B  * . 

* za  4-/3*  ’ Ct  (z’  -+•  &Y 


i *r  cas.  L’intégrale  de  - — - est  A\  ( x — à)  4-  le,  ou  Aie  (x — a) . 


Par  ex.,  on  a vu  (p.  224)  que 

dx  1 / dx 


dx  1 / dx  dx  \ 

*■*—  x»  2 a — x)  ’ 
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donc  — [ 1 (a  -f  x)  — 1 ( a — x)  + le]  est  l’intégrale , d’où 
20 


/’  dx 
a*  — x* 


De  même 


_i_  j c(a  + x) 
2 a a — x 


/(a  — 4x)  dx  _ Ç 2dx  r 2dx 
X3— -X— 2 2 — X J X -f  1 

= — 2l(x — 2) 2l(x-j-l)  + lc=rl 


( x * — x — a)5' 

2*  cas.  La  fraction  -,  a pour  intégrale  (règle  II) 

( x — a)" 

A 


— . Par  exemple  (p.  225), 


\dx  \àx  ‘fdx 


( n — r)  (x  — a)* 

x3+x’+2  2dx  dx  . 

x5 — ~2x3+x  X x {x — i)a  x — i (x-j-i)1  x+i 

donne  pour  intégrale 

i 


alx- 


-|l(x-,)  + 


2 (X-+-I) 


■41(X+0  + <?- 


3*  cas.  Pour  la  fraction  -^-r—r  dz,  on  intègre  séparément 
z T fi 

■ • * 4 * • * , 

et  ^ ^ ; la  première  par  la  règle  III , la  deuxième 

par  celle  VI  (u®  809).  On  trouve 

£*)  ■+■  —p  arc  (tang  . J) 

Ainsi  ( p.  225)  on  décompose 

r xdx  rî‘dx  r\  (x  — 1)  dx 

J x3 — 1 Cn  J x — 1 J x3-f-x  + 1 ’ 

le  1”  terme  = jl(x — 1).  Pour  le  2'  on  fait  x = z — 5,  ce 
qui  donne  — fm+m  ; l’une  de  ces  intégrale  est 

= - P (*+  i ) - - 1 W (*’+ ■*+*)?■ 
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l'autre  donne  j \/  3 arc  (tang  = Donc 

/-^Wi  V {*'+*+ 1 )+ V*  ■ arc(tane  - 

Prenons  pour  second  exemple  (p.  aa5) 

(x’ — x-f-i)dx  , dx  , (x+i)dx 


l’intégrale  est  1 


(x-H)(x’-f-0  2 x+i 

c\/  (x+i)s 


‘ x3+i 
| arc  (tang=x). 


l/(x’-fi) 

4'  cas.  Il  s’agit  d'intégrer  une  série  de  fractions  de  la 
forme  , n étant  successivement  = i,  a,  3. . . Pour 


Azàz 


BAz 


C z'+fiT 

cela,  chacune  se  partage  en  deux,  et  (z,-+ 

La  ire  s'intégre  sur-le-cliamp  (règle  II)  (*),  et  donne 


; “ CePendant  n — 1 » 0n  a » A 1 C**  + **>• 

8t  i . Quant  à la  2e,  on  en  facilite  l’intégration  en  la  faisant 
dépendre  d’une  autre  plus  simple.  K et  L étant  des  cocfficiens 
indéterminés,  on  suppose  (**) 

/'  dz  Kz  . / Liz 

Pour  trouver  les  valeurs  de  K et  L,  on  différentiera  cette  écju.  ; 
puis  on  réduira  au  même  dénominateur  (z’-f/S1)”,  et  l’on  aura 

i = K (z*  + P)  — zK  (.n—  0 «*+  L{z 1 + jS’)  ; 


(*)  En  faisant  **  -+-  (g*  = <■,  la  fraction' devlfent  monome,  on  a 
Adf  . A 


/'  Adt  _ 

(,n-l  ““ 


• 2(h—  — •> 

(**)  La  forme  de  cette  équ.  est  légitimée  par  la  suite  du  calcul  qui  sert  à 
trouver  K et  L.  Cette  transformation  est  indiquée  par  l'habitude  de  l’analyse, 
qui  frit  prévoir  que  le  résultat  ne  peut  contenir  que  des  termes  de  deux  es- 
pèces , les  uns  multipliés  par  s» , les  autres  constans. 
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'd’où>  comparant  terme  à terme,  on  tire 

K+I  = 2A(/i-i),  (K  + L)p  = i. 

Tirant  les  valeurs  de  K et  L , et  les  substituant , obtient 
enfin  ^ ^ * 

/’  dz  z 2 n — 3 . P d z 

(z’-f-fi*)*  ~ 2(n-i)j3‘(2“+/3s>~-‘  + 2(n-i)|S*  J (z’-f^F-'1' 

L’usage  de  cette  équ.  est  facile  à concevoir.  On  a une  sérié 
de  fractions  de  la  foriney  on  intégrera  d’abord  celle 

où  fa  la  plus  grande  valeur  n,  et  notre  formule  la  remplacera  par 
deux  termes,  l’un  intégré,  et  l’autre  de  la  forme ; 
qui  s’ajoutera  avec  la  fraction  suivante.  On  continuera  ainsi  jus- 
qu’à la  fraction  ^ r , dont  l’intégrale  est  connue  (règle  VI). 
z “P  P 

Soit,  par  exemple, 

3a:’-4-3)dar  ( — 2x-f-i)dx  , (2X-fi)dx  t dx 

(xM-O3  ~ (x*-f-Y)3  *"  (x’+«F  ; 

le  i"  terme  de  chacune  donne , par  la  règle  II , 

2xdx  — i 


<V 


/— axdx  i p zxdx 

(X*-!-!)3- 2(X’  + !)*’  Jjxr+ Tf 


X’-f-l 

Quant  aux  seconds  termes,  on  a,  pa«r  notre  formule, 

/•  dx  __  x 3 r dx 

(x*4-i)3  “ F^Tô* + y (xj  -FF' 

Or,  ce  dernier  terme,  joint  à celui  de  notre  2e  fraction,  donne 
, P dx  . , . \ 

‘■J&+ 7r  “ va  v . \ - \ 

i r ix  - y \ 'h* . 

(x’-f-t)*  8(r'l+i)TV*,+  i’ 

enfin,  ajoutant  ce  terme  à intégrer  avec  la  troisième  fraction, 
on  trouve 

i5  p dx  t5 


T.  II. 


15  r dx  >5  /(  . 

8"/  F+7 ~ ¥ arc 


39 
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y U ne  s’agit  plus  que  de  réunir  ces  diverses  parties,  et  l’ou  a, 
pg^r  l’intégrale  de  la  fonction  proposée, 

i<Ç-x  . . nx  — 8 , i5  • , , „ 

7?  +«(F-4rô  + -s  "c  (t""8 = *>  + c' 

En  operant.de  même , ïm  trouvera  l’intégrale  de 

Cette  fraction  étant  décomposée 


( 1 -h  X)X'‘  ( JC*+  2)  (x‘‘  -f-  I )4 
(p.  2.26),  les  seuls  termes  dont  l’intégration  peut  présenter 
quelque  difficulté  sont 


x ■+■ 


+ S 1 (*’+ 1 ) — i arc  ( tang  = *) . 


4(*’  + 0 

Eu  voici  encore  deux  exemples  ( voy.  p.  227  et  î3o)  : 

r b\\x  ô3  1“^  (x  — a)  \/(x‘  — ax  + a4) 

J x*—a6  S^L  (ar-f-a)\/(.r4-J-a.r-f-a4) 

->/3  {K“»s=  + <Q 

f , ‘‘r? *»=i  +c. 

J x' — ôxs — 3or9+7x-^6  \ x — 3 / x+i 


Fonctions  irrationnelles . 

* 

812.  11  suit  de  ce  qu’on  vient  de  voir,  qu’on  sait  intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques  rationnelles  , et  celles  qu’on 
peut  rendre  telles  par  des  transformations. 

r * P ■’  É 

Voyons  d’abord  les  radiéauXj.monoines. 


Soit 


ÿx  x y/x  -f-  x‘ 


dx; 


x + {/x 

il  est  visible  qu’en  faisant  x — z6,  les  irrationnalités  disparaî- 
tront, puisque  6 est  divisible  par  les  dénominateurs  3 et  2 des 
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cxposans  fractionnaires  proposés.  Par  là  on  aura  à intégrer 

a4  . c 6zdz 

6dz.  — = 6z"dz -j-ozdz 5— — 

z‘4- 1 z3  4- 1 

ce  qui  n’offre  pas  de  difficulté. 

Pour  l/x.dx  : (x — 1) , on  fera  x=z%  et  l’on  aura 

/’2Z’dz  ..  . /'2<lz 

_-=,/d.+y_ 

— ■«  M(*— 0 — 1(2+0  = » Vx  + 

B 1 3.  Prenons  maintenant  une  fonction  quelconque  affectée 
du  radical  ÿ(A  -f-  Bx  + Cx1).  Après  avoir  dégagé  x’  de  son 
coefficient  C,  en  multipliant  et  divisant  par  \/C,  il  se  présente 
deux  cas,  suivant  que  x*  est  positif  ou  négatif  (*). 
i'r  cas.  Si  l’on  a l/(«4  bx-pa?),  on  fera  (**) 

(/(fl4-ix  + x’)  = z±x;  d’où  a 4 bx  — z*d~  izx , 

*=p-,  = 

ùzp  az  (ùrp2z)a 


ùzq:(za4o) 
bzfizz  ’ 

ainsi  tout  est  devenu  rationnel  dans  la  fonction  proposée. 


l/(«+^  + *’)  = î±x=  ■ 


(*)  X désignant  une  fonction  rationnelle  de  1,  on  a à intégrer 

— — —t— -t — ou  Xdx  V(a  ■ 

vé(a+fcx±x»)’  ' 

ces  deux  expressions  se  traitent  comme  il  est  dit  ci-après.  On  pourrait  même 
ramoner  la  a®  à la  iref  en  multipliant  et  divisant  par  le  radical  : 


d'  ii 


X'a  -f-  bxdzx*) 

>/{a +bx  dt  x*)  . ch? 


(**)  On  pourrait  encore  faire  Ici  le  radical  = x ±z  : ce  qui  conduirait  aux 

riz  bz  — z * — a 


mêmes  valeurs  de  x et  dx  ; le  radical  deviendrait  = — 

serait  rendu  rationnel. 


et  tout 


29. 
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En  prenant,  par  ex.,  les  signes  inférieurs,  on  trouve 


r _^L—=  =1(22  + 6)  + const. 

J V/(a-f  kr+*a)  ^ M + * 

=\[c{x  + !ib+V'a  + bx+x')]- 


Donc  aussi 


h 


V(^r)==1[c(X+'/jr'i:a,)î' 

Pour  intégrer  dj’-àx\/(a’‘-\-x'),  on  fait 

j/(oî  + x,)  = a — x,  d’où  djr  = zdx  — xdx  ; 
ainsi, ^-=—  ïX'+fiàx  ; mettant  pour  dx  sa  valeur  (p.  45i  ), 
puis  intégrant,  on  a Jzdx=-i  z'+  \a'\z  ; enfin 

y=c  + hx  V/K+  **)  + XU* + V(°‘+*’)l  • 


Pour  djr=  ou  dr  ^ 0’  °n  a 


:rW'~i=i[*+v'Ca'1“,)]+c; 

mais  x=cos  y,  V(x'-i)^V~'-  sin  -Ti  de  Plus  c = °> 
puisque  x=i  doit  rendre  r nul  : on  retrouve  donc  la  formule 

(n°  63t) 

dy  l/— i=l(cos  J—V—1  -*lu  fi' 

8i4.  a*  cas.  Si  l’on  a i/(  « + bx-x') , la  méüiode  précé- 
dente ne  peut  être  appliquée  sans  introduire  des  imaginaires  ; 
mais  remarquons  que  le  trinôme  a + bx  — *’  doit  avoir  ses 
facteurs  réels,  puisque  sans  cela  il  serait  négatif,  quel  que  ut 
x (p.  8o).  Le  radical  étant  alors  imaginaire,  il  faudrait,  comme 
dans  l’exemple  précédent,  mettre  \/—i  en  facteur,  puisqu’on 
ne  doit  pas  espérer  de  trouver  l’intégrale  réelle.  On  retombe 
rait  alors  sur  le  cas  qu’on  vient  de  traiter.  Soient  donc  a et  fi 
les  deux Tacines  réelles  de  x*—  bx  — a — o -,  on  fera 

ÿ (a  + bx — x1)=l/(ar  — “)  (0 — x)  = (x  a)z. 

Carrant  et  supprimant  le  facteur  commun  x — « , on  a...- 
0 — x — (x  — «)zs  ; x et  dx  sont  donc  rationnels. 
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G’est  ainsi  qu’on  trouve 
dx 


455 


A 7rîTK^)=c-a-"c(u”e=  v/^.> 

/•  Jj; 

— -,  qu’on  sait  d’ailleurs  être  l’arc 

v (I  ) 

dont  le  sinus  est  x , on  fera  V^(f — **)  = C1 — •*)*  ; d’où 
s’ — i . iz  . Lzdz 

x~V+ï'  x.+7»  dx- (^+T7'» 

fvÛ=*)=f*T> r=‘+ aarc  <>»“s=*). 

ou  arc  (sin  = x)  = — . arc  ^tang  = y/  ~ ^J. 

Pour  dj-=dxV/(a*— x1),  on  fait  [/x=  (a — x)z;  d’où 
_ 8a’z*dz — 8a’dz  , 8a’dz 

dr  — (i+s*)3 ~ («  + a’)3+  (i  +**)*  ’ 

*=  + ïqp? + a‘  • arc  (tang = l)  + c> 


j-^ix^/a*  — x*  -f-  a*".  arc  ^tang  = + 

On  pourrait  appliquer  ce  procède"  au  i*r  cas,  lorsque  les 
racines  de  x‘-f-  ôx  +a:=  ° sont  réelles. 


8i5.  L’adresse  qu’on  acquiert  par  l’habitude  indique  lès 
transformations  les  plus  favorables.  Ainsi, on  pourra  faire  dis- 
paraître le  second  terme  sous  le  radical  (n°5o6),  ce  qui  le 
mettra  sous  la  forme  \Z{z'k’±zà,),on\/{at±:z'i),  en  sorte, 
qu’on  aura  pour  termes  à intégrer  (voj.  n°  821) 

zmdz  zmdz 

- QU . 

l/fz’dza*)  \/(a’  — z*) 

Dans  ce  dernier  cas,  l’irrationnalité  disparait  en  faisant. . . .. 
\/(a'±z*)  = a — uz  y parce  que  le  carré  de  cette  équ.  est 
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divisible  par  z ; d’où 

2 au  , , u‘±  i 

z— — dz  = — 2ad«.— 


dx 


devient  - 


— dz 


, en  faisant 


C’est  ainsi  que  -, 

M {/(2bx—  x’)  * ) 

x=Æ — z;  l’intégrale  est  donc  (règle  VI  ) 

e -f-  arc  ^cos  = = c + arc  ^cos  = — ^ . 

On  aurait  pu  aussi  faire  la  transformation  précédente  , qui  au- 
rait donné 

f ad“-=c/  — 2. arc  (tang  = u). 

) U*  1 

De  même , en  faisant  x—z  — a , on  a 

adx  udz 

Ajr  = \/(2ax-l~^j  ~~  V/(  za  — a*  ) ’ 
l’équ.  de  la  Chaînette  (voy.  ma  Aféc. , n°  91)  est  donc  (p.  4$’) 
y ~al  ^ c[x  -J-  a -f-  p"  (anx  + x*)]  ^ 

Différentielles  binômes. 

816.  Proposons-nous  d’intégrer  Kxmàx(a-\-bx^Y , 

étant  quelconques, entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  néga- 

■ ’ ■■■■■■,. 1 

,,  . (Z  — û\n 

tifs  {*)  -,  on  supposera  z~a  -+■  6x"  ; d ou  x — ^ J • 

devant  les  deux  membres  à la  puissance  m-f-i,  et  différen- 


(*)  On  pourrait  rendre  aisément  m et  n entiers  par  le  procédé  (n°8i2  - 
Ainsi  *^dx(a  -J-  , en  faisant  x = rc  devient  Ç>zidz  (a  -4- )F-  Mai» 

cette  transformation  n'est  nullement  nécessaire  pour  ce  qui  va  être  dit- 
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liant , il  viendra 


m -f-  1 


X”i*= 


(z  — a) 


dz, 


Kxmdx(a  4-  bxn)p  = 


n.b 

K 


m-h  1 


(z~a) 


.z^dz. 


n . b 


Quand  l’exposant  de  z — a est  entier,  on  sait  intégrer  la  fonction . 

— 1 est  positif 


c-  "i+i  , . . . „ , .»»■+- 

Si =1,  on  doit  intégrer  zpdz;  si 

n n 

et=  h,  011  a une  suite  de  monomes,  en  développant  (z — a)',z',dz  ; 
enfin,  si  — 1 est  négatif,  on  a une  fraction  rationnelle. 

71 

Donc  toutes  les  fois  que  l'exposant  de  x hors  du  binôme,  aug- 
menté de  1,  est  divisible  par  celui  de  x dans  le  binôme , on 
sait  intégrer  la  fonction. 

8i  7.  Ce  cas  n’est  pas  le  seul  où  l’on  sache  intégrer  ; en  divi- 
sant le  binôme  proposé  par  .r",  et  multipliant  hors  du  binôme 
par  x’P,  on  a 

Kx"'+"p  ( b -|-  ax~n)pdx. 

Or,  en  reproduisant  ici  le  théorème  précédent , il  est  clair  que 
celte  expression  sera  intégrable  pourvu  qu’on  ait 

in  + HH  + i , , m -+• 1 . 

, ou  plutôt = entier. 

— n r n ‘ 

Ainsi,  lorsque  la  condition  indiquée  précédemment  ne  sera  pas 


remplie,  on  ajoutera p au  résultat  fractionnaire  obtenu 


m-f-i 


et,  si  la  somme  est  entière,  la  fonction  sera  intégrale  par 
celle  voie. 

818.  Nous  ferons  remarquer  que  si  p est  fractionnaire  (et  ce 
cas  est  le  plus  important,  puisque  sans  cela  011  n’aurait  à iu- 
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tégrer  qu’une  suite  de  monouies) , en  supposant  que  q soit  le- 
dénominateur  de  p,  il  sera  plus  facile  de  faire  le  calcul,  eu 
faisant  a -f-  bxn=tf. 

$ 

On  demande,  par  ex.,  d’intégrer  x~‘dx(a+x3)  ; m "t— 

n 

est  ici — j ; mais  si  l’on  ajoute  — f,  la  somme  est — 2;  pour 
intégrer  il  faut  donc  multiplier  et  diviser  par  (x3)-?  ou  x~5,  et 
l’on  a x~7dx(i-j-ax~ 3)~ 3. 

1_ 

1 îS 

j ; puis  éle- 
vant à la  puissance  — 6,  et  différentiant , on  trouve  x~Wx  ; 

d’où ï-  (1 — z~ 3)dz,  dont  l’intégrale  est 

ar 

1 , , . 3 x34-aa 

c-~,  (z+;z  ) = c 3 — . 

a 2a‘x\/  (x3  -+•  ay 

I 

De  même  *3dx(a*+x,)5  deviendra  |d 2 (a6  — a’z3) , en  fai-. 

gant  a’-f-xa=z3  ; on  en  conclura  pour  l’intégrale  de  la  propo- 

3 

sée , ^ i/(aî-f-x’)*(4xl  — 3a1)  -\-c . On  a aussi 

ax 


f 


°^X-  ==/dx-\lx(i  + x-’)  1 = 
(i+x5)» 


!/(•  + *’) 


4*  £• 


819.  Lorsque  les  conditions  d’intégrabilité  ne  sont  pas  rem- 
plies, on  cherche  à faire  dépendre  . l’intégrale  demandée  d’une 
autrç  qui  soit  plus  facile  à obtenir  ; c’est  ce  qu’on  fait  à l'aide 
de  l’intégration  par  parties  ( vor . p.  44®)*  En  faisant  toujours 
s = a + ùx*,  et  supposant  d’abord  z constant,  nous  aurons 


/xmdx.zf’= 


x-’+'zï’ 


th  -f-  ï m -f-  1 


fz?--<xmJr'dz\ 


d’où  fx^dx.zfz 


nbp 


fxm^àx.aP~'...  (i),. 


m -J-  1 m -}-  1 ' 

à cause  de  z=.a-\-bxn  et  dz  = nbxn~'dx. 
Mais  sf’  = s^-,.s  = sP-,(a-^-^'X,,); 
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fxmAx.iP=afxaàx.z?-'  + bfzP-'xm+nd.x.  . . (2). 

Égalant  les  valeurs  (1)  et  (2) , on  trouve 

b(m-\-i-^-np)fzP~'  .xm~ndx=xm+'zi’-a(m+i)fzi’~l  .xmdx.  ..(3). 

Changeons  p — 1 en  etm-f-nenm,  nous  aurons 

firix.*  = *—*'*'*•  --(»»-»  + iy*~i dx 

b(  m -f- 1 -J-  np ) 

En  mettant  pour  le  dernier  terme  de  l’équation  (2)  sa  valeur 
que  donne  (3),  on  obtient 

zPxm+' 4-  anp f xmdx.  zP~' 

fxmdx.z?  = • . • (B)i 

m-j-  i+np 

équation  où  l’on  a z — a -\-bxn. 

820.  Voici  l’usage  de  ces  diverses  formules 

i°.  L'équation  ( A ) fait  dépendre  l’intégrale  Jxmdx.zf  de 
Jxm~”zPdx  : elle  sert  à diminuer  l’exposant  de  x hors  du  bi~ 
nome  de  n unités  par  une  i™  opération  ; puis  celui-ci  de  n , par 
une  2e 5 etc.  ; en  sorte  que  l’intégrale  proposée  dépendra  de 
fxm  -lnz?àx , i étant  un  nombre  entier  positif. 

20.  La  formule  (fi)  sert  au  contraire  à diminuer  l'exposant 
p du  binôme  z,  de  1 , a,  3. . . 1 unités. 

3°.  En  résolvant  les  équ.  ( A ) et  (fi) , par  rapport  au  terme 
à intégrer  dans  le  2'  membre,  on  obtient,  en  changeant  m — n 
en  m dans  (A) , et  p — 1 en  p dans  (B) , 

fxmdx  — b(m+np  + n + i)fxm+* .z?àx  . 

J ' o(m-f-i)  ■••t  ;> 

fe-d*  iZ?==-  (g  ± + . , >(D). 

an(p  + 1) 

Ces  formules  servent  au  contraire  à augmenter  les  exposans  de  x 
hors  du  binôme  a,  et  celui  du  binôme,  ce  qui  est  utile  lorsque 
l’un  ou  l’autre  est  négatif. 

4°.  On  pourra  donc  déterminer  d’avance  la  loi  des  exposans 
de  x dans  le  résultat  d’une  intégration  proposée.  Ainsi,  il  sera 
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facile  de  prévoir  cette  forme,  par  ex. 


A 


x’dx 


: ( Ax*  + Bx*  + C)  \/  ( i — x ■) . 


On  évitera  donc,  si  l’on  veut,  l’usage  assez  pénible  de  nos 
formules,  en  égalant  les  différentielles  de  ces  quantités,  com- 
parant ensuite  terme  à terme , comme  dans  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés  (n°  81 1),  ce  qui  fera  connaître  A,R,C. 

82  t.  Nous  donnerons  ici  un  procédé  d’intégration  qui  est  re- 
marquable par  sa  simplicité  et  parles  nombreuses  circonstances 
où  il  peut  être  appliqué. 

Différentions  la  fonction  xa~‘\/(i  — x“);  nous  aurons 

d[x"-\.  (1  —x*)]  =.(n—  i)x’-V(»  — #’)d* — - 

multiplions  et  divisons  le  ter  terme  de  cette  différentielle  par 
P- (1 — x’),  il  viendra 

x'-^dx  nx“dx 

d[x  l/(»  - **>3  = ("-  0 ^—^7)  - (7(73^)- 

enfin,  intégrant  et  transposant,  on  a 

x^dx  x"“'\/(i — x")  n — 1 rxa~*  dx 


/x^dx 


+ 


n — 1 rxn~%  dx 

« J \/(i — 


*)' 


• M5)  ■ 


En  appliquant  le  même  genre  de  calcul  à x',~’^/(x3±;  i), 
on  trouve 

r x"dx  _ x*_,y/(x’±:i) n — i r x"~,(\x  fCli 

J l/(x‘±  1)  n n J ï/(x‘±:i) 

‘ " . t 

Ces  formules  servent  à intégrer  toute  fonction  affectée  du  ra- 
dical \/  ( A -+•  Bx  -f-  Cx‘  ) , puisqu’on  peut  la  ramener  à la 

forme  — --  — ou  — —zr — r (n°  8i5).  Il  est  facile,  en  di- 

i,  (a”±*‘)  t'  ( z‘  a‘)  v ' ’ 

visa  nt  haut  et  bas  par  n, de  changer  ensuite  le  radical  en  v/(  r rfcx  ) 

Ou  \/{x:‘±  1).  Or,  les  expressions  E et  F serviront  à faire  tle-r 
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pendre,  en  dernière  analyse,  l’intégrale  cherchée  de 

y*  xdr  P xdr  , 

p dx  r àx 

J i)’  J ÿ(i-x-)  v 

Les  deux  irM  rentrent  dans  la  règle  IV  (p.  444)  ; la  3'  a été 
donnée  (n°  8i  3)  ; la  4*  est  l’arc  (sin  = x). 

Par  exemple , on  a 

/pfe  — FC-.1+.. 

/■$=* ■)=-? '/r^+;"c(“°=*)+e' 

/X3dx  X*  + 2 / , 

*/(i  — x*)  5 K ’ 

x'dx 


3 

/x*dx  ax*  + 3 , 3 . 

__=____.xi/1-x‘+garc(s,n  = x)+c. 


822.  Si  l’exposant  n était  négatif,  on  ne  pourrait  plus  ap- 
pliquer les  formules  E et  F*,  mais  en  faisant  x — z~ 1 , 011  re- 
tomberait sur  celles-ci  : en  effet  on  a 


dx  z"~'dz 

X°t/(t  — X’)  P'(za l)’ 

dx  zn~‘dz 

xny(x’±  i)  \/(irt  zs)‘ 

On  pourrait  aussi  traiter  le  cas  actuel  directement  par  un  calcul 
semblable  au  précédent  (n°82i);  car,  en  différentiant. . . , . 
x_'1+‘J/(i— x1),  etc.,  on  trouve 

C àx  y/(i-xa)  n—2  r _d.r 

J X*)  (n—  i)x*- ij  xn~'\/{\—  xa)' " V ” 

formule  dont  l’usage  est  facile  à concevoir.  On  a d’ailleurs 
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J xv/(,  _x“)  - + L * — J- 

On  trouvera  de  même 

J'y&ax 


a^dx  xm~'  


(2m-  i)a  p xm~'dx  # rj. 

m J ÿ(2ax-x'Y" 


Z?e«  Fonctions  exponentielles . 

823.  Il  suit  des  règles  de  la  différentiation  (n°  716)  que 

***-£• 

On  saura  donc  intégrer  deux  des  cas  particuliers  que  peu- 
vent présenter  les  exponentielles. 

i*.  Si  z=/(aI),  la  fonction  za*dx,  en  faisant  ax  = u,  de- 

, /ii. du 
viendra 


la 


Par  ex. , 


axdx  1 d« 

~ ü'  1/(1  + «*)* 

2°.  En  diffcrentiant  ze*,  on  «a  e*dx(z -f- z)  ; en  sorte  que 
toute  fonction  exponentielle,  pou^laquelle  le  facteur  de  ezàx 
est  formé  de  deux  parties,  dont  l’une  est  la  dérivée  de  l’autre, 
sera  facile  à intégrer.  Par  exemple , 


fcxàx(3x*-\-x3  ■ 

— i)==(x3 — i)e*. 

De  même,  en  faisant  1 -+»  x 

= z,  on  trouve 

rtfxdx  /Wdz 

dz  \ ez  ex 

J (i+xy- J e\z 

z‘  ) ez  1 + x l 

824.  Mais,  dans  tout  autre  cas,  on  devra  recourir  à l’inté- 
gration par  parties  (V.  p.  444)-  Par  ex.,  pour  x'dr.a1, 
gardera  d’abord  xn  comme  constant,  et  l’on  aura 


on  re- 


r .j  , az.x * n „ 

fx'&x . ax  = ^raxxa~' dx  ; 
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en  traitaul  de  même  axxn~'  dx,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en 
proche , on  aura 


aTx”dx 


nx"~'  n(n — \)xn 


\ .2.3. . .n 


Va 


Pu 


)+C- 


Il  est  évident  que  le  même  calcul  s'appliquera  à saxdx,  z 
étant  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x. 

. . zax  raxzAx 

/W<lx=-E--J-E— 


Donc 


825.  Mais  si  l’exposant  n est  négatif,  en  réfléchissant  sur 
l’esprit  de  la  méthode  qui  vient  d’être  employée , on  verra  qu’il 
faudrait  au  contraire  faire  croître  successivement  l’exposant 
de  x.  On  intégrera  donc , en  regardant  d’abord  ax  comme  cons- 
tant, et  il  viendra 


/axdx — ax  lu.  raxdx 

xn  (n  — i)x"_*  * n — 1 J x"-1’ 

En  faisant  ici  le  même  raisonnement,  on  réduira  la  fonction  à 
la  forme 

Çaxèx  — fl  V 1 la Va 

J x*  n — (n — a)x““*  (n — 2)(n — 3)x“-3”' 


l*-aa  ln-,a  ra*Ax 

1.2.3. ..(n — 2)x  ’ 2.3...(n  — 1 )J  x 


Mais  ici  on  ne  peut  pas  pousser  plus  loin  le  calcul,  parce  qu’il 
faudrait  ci-dessus  faire  n = 1 , ce  qui  donnerait  l’infini,  lan- 
gage dont  l’Algèbre  se  sert  pour  indiquer  qu’il  absurdité. 

L’intégrale  / — — a long-temp3  exercé  les  analystes , et  l’on 

est  forcé  delà  regarder  comme  une  transcendante  d’une  espèce 
particulière , qui  ne  peut  dépendre  des  arcs  de  cercle , ni  des  lo- 
garithmes. A défaut  de  méthode  rigoureuse , on  emploie  les  sé- 
ries ( p.  243) 

— ==  - 4-  la  + — . x -f x’  -f- . . . 

xx  1 2 2.3  1 
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Multipliant  par  dx  et  intégrant  chaque  terme,  il  vient 


lx-f-r.  1 a 


x'ia 


2.2 


x^.Va 

îX3 


f + c- 


826.  Si  n était  fractionnaire,  l’une  ou  l’autre  des  méthodes 
précédentes  servirait  à réduire  l’exposant  de  a:  à être  compris 
entre  o,  et  i ou—  1,  et  le  développement  en  série  (n0*  746,  840) 
servirait  ensuite  à donner,  par  approximation,  l’intégrale 
cherchée. 

Tout  ce  qu’on  a dit  ici  peut  également  s’appliquer  .i  zaxàx, 
lorsque  z est  une  fonction  quelconque  algébrique  de  x. 


Des  Fonctions  logarithmiques. 

827.  Proposons-nous  d’intéger  zdx.\nx,  z étant  une  fonction 
quelconque  algébrique  de  x. 

Si  n est  entier  et  positif,  on  intégrera  par  parties,  en  regar- 
dant d’abord  l".r  comme  constant;  il  viendra 

fzdx\nx—\nx.fzdx — nf(\a~'x.  — fzdx'j . 

x 


et  comme  fzàx  est  supposée  connue  par  les  principes  anté- 
rieurs, on  voit  que  l’intégration  proposée  est  réduite  à celle 
d’une  fonction  de  même  forme,  où  l’exposant  du  logarithme 
est  moindre.*Le  même  calcul  appliqué  à celle-ci , et  de  proche 
en  proche  aux  suivantes,  achèvera  l’intégration. 

Ainsi , pour  x"'l’'x  .dx,  or>  a 


/x"M^' 


x = 


m -f-i 


l"x — 


-/(  \K~'x.xmdx) 


/xm(lx.l*_,x  = 


l'-'x f{\n~Jx.xmdx), 

m + 1 m+  1 


et  ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  résultats  successifs,  on 
trouvera 

a-w.  ...)+c. 

vn+i  (m-HV  (w  + ip  J 


1 
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828.  Mais  si  n est  entier  et  négatif,  on  verra  , comme  pré- 
cédemment (n°825),  que  pour  faire  croître  au  contraire  l’ex- 
posant du  logarithme , il  faut  prendre  d’abord  z constant  dans 
l’intégration  par  parties  de /idxl’x.  Comme 


ràx  . l,+,x 

/ — . l".r  = , ' 

J x n+i 


dx 


ou  partagera  zdx.l*x  en  ces  deux  facteurs  a X — . l"x, 
d’où 

/’zdx  __  — zx — i-H-ij  j_  , — î. — yf  l^«-*-Çr.d(zx'] , 

J l’x  —n  + i n — iy  1 v 


formule  qui  remplit  visiblement  le  but  qu’on  veut  atteindre. 
Mais, pour  mieux  voir  la  nature  des  obstacles  qu’on  rencontre, 
appliquons  ceci  à 


/xm(\x ~-xm+'  m -f- 1 fxmdx 

1*X  (n  — i)  ln-,x  n — 'i  J l“_'x  ’ 


opérant  de  même  sur  ce  dernier  terme,  etc.,  puis  réunissant 
ces  divers  résultats , on  aura 


+ 


/ 


xmdx 

l"x 


(wr+O” 

(n— 2)  (n— 3) 


xm+‘  r i m-f-i  i 
n — i l_l“— '.r  n — 2*  l"-,x 

i H (tm-J-i)*-1  Çxmc\x 

l*-3*  ' *_J  1.3. 3... (/i — i )J  \x 


Nous  sommes  obligés  de  nous  arrêter  ici  ; car  nous  ne  pour- 
rions prendre  « = i,  dans  notre  formule,  sans  y introduire 
l’infini.  Mais  faisons 

l’+,=  z,  d’où  ( TM  -f-l)xmdx=(lz. 


Il  vient 


.rmdx 

~lx~ 


dz 
1 z 


eudi/ 


en  posant  lz=  u.  On  reproduit  donc  ici  la  fonction  du  n”  825, 
qu’on  ne  sait  intégrer  que  parles  séries. 

829.  Lorsque  n est  fractionnaire , soit  positif,  soit  négatif, 
l’une  ou  l’autre  de  ces  formules  ramène  l’intégrale  de  zdx  . i\r 


I 

i 
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à celle  d’une  fonction  de  même  forme,  n étant  compris  entre 
i et — i.  Après  quoi  il  faudra  recourir  au  développement  en 
séries  ( n“‘  746,  840). 


Des  Fonctions  circulaires. 


83o.  S’il  entre  des  arcs  dans  une  fonction , pour  l’intégrer, 
ou  remarquera  que  la  différentielle  de  ces  arcs  est  algébrique , 
et  que , par  conséquent , si  l’on  pratique  l’intégration  par  par- 
ties, en  regardant  ces  arcs  d’abord  comme  constans  (f.  p.  44®)i 
la  fonction  proposée  en  sera  exempte.  Ainsi , z étant  une  fonc- 
tion de  x , on  a 


fzdx.  arc  (sin  = x)=arc 


(sin = x)  fzdx  — - J ' 


dx.fzdx 

V/(  ' ~ *’)’ 


De  même  on  trouvera 
fzdx . arc  { tang  = x ) =arc 


(tang=x)/zdx  — j' 


d x .fzdx 


83 1.  Mais  lorsque  les  fonctions  renferment  des  lignes  trigo- 
nométriques,  il  y a plusieurs  manières  de  les  intégrer,  qui 
offrent  tantôt  plus , tantôt  moins  d’avantages.  Nous  allons 
exposer  les  principales. 

Ir*  Méthode.  On  peut  toujours  ramener  ces  fonctions  aux 
différentielles  binômes,  en  faisant  sinx  ou  cosx  = z. 

En  effet,  soit 

dz 

sinx=z,  cos  x = V/(r~z’),  dx=—— 

V (.* — »■) 

d’où  sinmx.  cosnx . dx  = zmdz . |/  ( 1 — z*)"~* . 

1 °.  Si  n est  impair,  le  radical  disparaît. 
a“.  Si  m est  impair,  la  1 r*  condition  d’intégrabilité  ( u8  816  ) 
est  remplie , puisque  j t m + t)  est  entier. 

3°.  Si  m et  n sont  pairs,  la  2e  condition  (n°  817  ) est  satis- 
faite, puisque  5 ( m + n ) est  entier. 

On  trouvera , par  exemple, 

/sin'hr . cos?x . dx  —fz  fdz(  t — z’)  = 3 si  nsx  — } sin7x  -f-  c , 


I 

J 
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fi\0?x.ùx=ij  — — = — ï cos  x.  (3  — cos’x)  + c. 


fsm*x.dx  — J' ÿ~ 


sm3x-p|smx  , i.3x  „ 

.COSX4-— 7-  + c. 

2.4. 


^(1 — *a)  4 

832.  II'  Méthode.  Il  suit  du  n°  722 , que 

/dx  . cos  kx  = ^ sinix-f-c,  /dx.sinAx  = — ^cosAx  + c. 

Or,  on  a appris  ( p.  256)  à développer  toute  puissance  de  sin  x 
et  cos  x en  séries,  suivant  les  multiples  de  l’arc  x ; on  aura  donc 
à intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  ci-dessus. 

Par  exemple, 

/cos5x . dx  =/{ts  cos  5x  + -A  cos  3x  -+- jj  cos  x)dx 
‘ = ^sin5x-l-fjsin3x-f-|sinx-f-c. 

On  emploie  souvent  cette  méthode , parce  qu’il  est  plus  facile 
d’obtenir  les  solutions  numériques,  quand  on  préfère  les  sinus 
et  cosinus  des  multiples  des  arcs,  aux  puissances  de  ces  lignes 

833.  III*  Méthode.  Les  formules  (/£,  n°63o)  serviront  aussi 
à traduire  en  exponentielles  les  sinus,  cosinus. ...  ce  qui  ramè- 
nera l’intégrale  de  ceux-ci  à celle  des  premières  (n°  8a3). 

834.  La  IV*  Méthode  consiste  dans  l’intégration  par  parties. 
Comme  — dxsin  x est  la  différentielle  de  cos  x, décomposons  le 
produit  sinmx . cos"x . dx,  en  dx . sinx . cos,,xXsinm-,x  ; le  1 ’ 'fac- 


teur ayant  pour  intégrale  • 


cos" 


n + i 


, on  obtient 


1 • - Z suim~'x 

/dxsinmxcosnx= cos‘ 

n -f 1 


--/cos’,+axsin"l— 3x . dx. 


Mettons  pour  cosl,+‘ax,  sa  valeur  cos“x.  cos’x,  ou  cos"x(  1 — sin*x)  ; 
transposant,  il  vient 

sin’”-,x.cosn+,x  , m — 1 


/dr»in"x.  cos":> 


/"dx.sin«-,x . cosnx (I). 

m+n  J v ‘ 


En  opérant,  par  rapport  au  cosinus  , de  la  même  manière 
T.  II.  3o 
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que  nous  venons  de  le  faire  pour  le  sinus , on  aura 

. ’ »in"+*xCos*-'x  n — i ..  . 

/dxsin”x.cos“x= 1-  /dx.sin“x.cos"-*x....  (K). 

J m -+-«  m+nJ  ' ' 


Ces  formules  abaissent  l’exposant  du  sinus  ou  du  cosinus  ; 
leur  usage  combine'  et  successif  donne  l’inte'grale  lorsque  m et 
u sont  entiers  et  positifs.  Par  exemple , on  a 

f dx  sin3xcos’x== — -^sin’xcos3x-f-|/ dx  sinxcos’x, 
/dxsin  xcos’x  = |sin*xcos  x -f-  j/ilxsinx; 

or,  ce  dernier  terme  == — jcosx+c;  réunissant  ces  diverses 
parties,  on  a • 

/dx  sin3x  cos*x  = cosx(  — g sin’x  cos’x  -f:  sin’X  — -f-  c. 

835.  Mais  si  m ou  n est  négatif,  ces  formules  exigent  quelque 
modification.  La  ite  donne, en  changeant  n en  — n, 


r 


'darsinma: 


sin™ 


m — i /\Ltsinw— 


cos”a: 


(m — n)‘io$*~'x  m 


s/ 


cos"ar 


qui  fera , comme  on  voit , dépendre  l’intégrale  cherchée  de  celle  *' 

, dxsinx  , dx  . . . -, 

de , ou , selon  que  m est  impair  ou  pair,  h une 

cos“x  cos*x  r r 

de  ces  intégrales  s'obtient  en  faisant  cos  x=z,  ce  qui  donne 


• l’autre  va  être  donnée  (n°  836). 

( n — i)cos,,_,x 


La  seconde  (K)  de  nos  formules,  en  faisant  n négatif,  et 
résolvant  par  rapport  au  dernier  terme, puis  changeant  n en 
» — 2,  donne' 


f 


'dxsinmx 


sinm’l*,X 


m — «4-2 /Mx.  sin"x 

/ — — ...  (M). 

n — i J cos“  ’x 


cosnx  (n — i)cos*— ‘x 


L’intégrale  demandée  se  ramène  donc  à celle  de  dx  sinmx  , ou 
, dxsinmx  . . ■ . 

a , selon  que  n est  pair  ou  impair.  La  r*  va  etre 


, cosx 


donnée,  la  i‘  l’est  par  la  formule  (7)  et  le  n"  838,  2°,  ou  If 


1 
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836.  Si  l’on  fait  n ou  m nul  dans  les  équ.  Jet  K,  ou  a 

- . . — cosx.siii"~''x  , m — i ..  . _ . 

f smmx.dx= — 1 /dxsmm_,x, 


/cos"x.dx  = 


m 


sin  x . cos* 


m 


-| /dxcos*~’x. 


n n 

changeant  dans  ces  équ.  »»  en — m- f-  2,nca — n-f-2,  on  trouve 

/dx  , — cosx  m — ?.  f dx 

sin^x  {m — i)  sin1" ~'x  m — ij  sinm“sx’ 

/dx  sin. t n — 2 r dx 

cos"x  (n  — 1)  cosn-,x  ‘ n — 1 J cos“~*x  ’ 

An  lieu  de  déduire  ainsi  toutes  ces  formules  des  deux  équ.  / 
et  K , on  pourrait  les  trouver  directement.  Il  suffirait  pour 
cela  de  réfléchir  à la  nature  de  l’intégration  par  parties  , et  au 
Lut  qu’on  s’y  doit  proposer. 

On  pourrait  encore  intégrer  d’une  autre  manière  les  frac- 


tions 


cosmx . dx  sin'nx  . dx 


sinnx 


— et- 


cos’x 


car  la  première,  par  ex. , si  m 


est  pair  et  = 2 h,  équivaut  à • — — ; développant 

(1 — sin’x)1,  on  a une  suite  de  termes  de  la  forme  sitd'x.dx. 
Si  m est  impair  et  = 2/1  + 1 , on  a 

cosl4x.cosx.dx (1  — 2î)ids 

sin*x  x"  • ’ 

en  faisant  sinx  = z. 

‘"'f  . I - 

837.  Pour  le  cas  où  les  exposans  du  sinus  et  du  cosinus  sont 
à la  fois  négatifs,  en  multipliant  le  numérateur  par  cos’r-f  sin’x, 

on  a ' " X ' 

..  ' - ' » 

A '1  — /»  di1  -r 


r - d-x .=  r — ^ +r. 

J sinmx.cos*x  J sinm—’x.'co$l,.r  J s 


sin*“x . cos*'*l,x" 

*■  ' i-  'r'  . . ■ 

On  parvient  donc  à des  fractions  dégagées  de  sinx,  ou  de  cosx. 
Si  m ~-rtj  comme  sinx  cosx—  i.sin 2,r , en  faisant  jxm, 

3o. 
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la  fraction  proposée  sc  change  en 

r î!î r , 

J cos,'x.sin"x  J sin,,z‘ 

838.  Nous  intégrons  à part  cinq,  fonctions  circulaires,  soit 
paice  qu  elles  offrent  des  calculs  plus  simples  , soit  parce  que 
110s  formules  y ramènent  toutes  les  autres. 

ï 

,0‘  ^°'tsinx:  en  ^a*sant  cos  x~z,  on  a — fract*°n 

rationnelle  (p.  446);  d’où 


f, 


sinx  3 î 4-cosx 


et,  comme  (n°  35g)  tang^x 
dx 


i — cosx 


-,  on  a 


i -f-  cosx’ 

f **x  _1  ct/(i  —cosx) 

J sinx  l/(i-4-cosx)  ctang^x. 


sinx  " ^/(i  + cosx) 

2°.  Un  calcul  semblable,  en  faisant  sinx  = z,  donne 


/; 


dx 


cosx 


='c-ïï±;:::h'c^ 


dx . cosx 

3°.  Pour  -—r--  ■ , comme  le nume'rateur  est  la  différentielle 

«.  ol  11  X 

du  dénominateur  (règle  III , p.  444),  on  a 

v* 

/dxcosx  r dx  . 

— r— - — / t = /Jx.cot  x = 1 (c  sinx). 

sinx  J tang  x v 

4°.  On  a de  même  ’ 

"dx  sin  x _ 

= JAx.  tang  x = I — — 

cosx' 


/dx  sin  x r , r dx  , c 

= fdx.  tang  x = / - — — — 1- 

cos  x ° / cot  x cosx' 

5°.  En  ajoutant  ces  deux  dernières  formulés  , on  trouve 


f 


dx 


sin  x cos  x 


, c’snïx  _ „ 
==1"^T^'  — 1 (Ctang  xr). 
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Constantes  arbitraires.  Intégration  par  séries. 

• « *•  •* 

» '**  * • .* 

83g.  Soit  P l'intégrale  d’une  fonction  zilx  de  x,  ou.  ... 
df=adx , et  c la  coustaute  arbitraire  qu’on  doit  ajouter  pour 
qu’elle  soit  la  plus  generale  possible  (n°  808} , on  a 

fzix  = P -p  c. 

■’  - 

Tant  qu’il  ne  s’agit  que  d’un  calcul,  c reste  quelconque;  mais 
lorsqu’on  veut  appliquer  cette  intégrale  à une  question  déter- 
minée,  la  constante  c cesse  d’être  arbitraire  , et  doit  satisfaire 
à des  conditions  prescrites.  Si,  par  ex.,  on  demande  l’aire 
BCPM=.l{ fig.  40),  comprise  entre  les  ordonnées  BC , PM, 
dont  la  position  répond  aux  abscisses  a et  b , comme  (n°  768) 
dt=ijéix , on  a t — jÿùx  — P c.  Or,  l’aire  P-j-c,  coiu-^ 
mençant  lorsque  x~AC—a , t doit  être  nul  lorsqu’on  fera 
x — a dans  P-f-c,  ou  A-\~cxzo,  A étant  la  valeur  que 
prend  la  fonction  de  x désignée  par  P , lorsque  x = a ; on  tire 
de  là  c = — A,  d’où  l’aire  t=zP — A.  11  restera  ensuite  à 
mettre  b pour  x , et  l’airo  sera  renfennéedaus  les  limites  pres- 
crites. 

En  général.,  pour  déterminer  la  constante  arbitraire,  d’après 
les  conditions  de  la  question,  on  cherchera  quelle  valeur  h doit 
prendre  l’intégrale  I = P-f-  c lorsque  x~a,  savoir,  k~A-\-c, 
d’où 

c=k — A,  et  t=P-f-4 — A, 

sans  qu’il  soit,  comme  on  voit,  nécessaire  de  connaître  l’ori- 
gine de  V intégrale,  c.-à-d.  sans  savoir  pour  quelle  valeur  a de 
x elle  est  nulle.  * ’ 

Toute  intégrale  dont  l’origine  n’est  pas  fixée , se  nomme  In- 
définie; elle  n’est  Complété  que  quand  elle  renferme  une  cons- 
tante arbitraire.  Lorsque  les  limites  a et  b sont  données,  on  a 
t — P — A en  vertu  de  la  1";  mettant  pour  x la  2*  limite  b, 
il  vient  t-=B  — A , pour  la  valeur  absolue  numérique  et  cons- 
tante de  t —fyùx  : c’est  ce  qu’on  nomme  une  Intégrale  définie, . 
A et  B étant  les  valeurs  que  prend  P lorsque  x = a etb.  En 
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remarquant  la  forme  de  cette  expression,  il  est  visible  que  pour 
l’obtenir,  il  suffit  de  faire  x = a et  x=  b dans  l'intégrale  in- 
définie P,  et  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second.  Tout 
ceci  s’éclaircira  bientôt. 

M.  Fourier  a imaginé  une  notation  fort  commode  pour  dési- 
gner les  intégrales  définies  ; on  affecte  le  signe  f d’intégration 
de  deux  indices,  l’un  inférieur  qui  se  rapporte  à la  i”  limite 

de  l'intégrale,  l’autre  supérieur  pour  la  2*  limite,  f a indique 

une  intégrale  prise  depuis  x = a,  jusqu’à  x=b.  C’est  ainsi  que 

sin  xdx=i,  parce  que  l’intégrale  — cosx  devient — 1 eto 

aux  deux  limites.  L’expression  J'a  indique  que  l’intégrale 

commence  à x=a,et  s’étend  jusqu’à  une  valeur  indéfinie  de  la 
variable  x. 

840.  Lorsqu’une  fonction  proposée  n’est  pas  susceptible  d’une 
intégration  exacte,  on  a recours  aux  approximations.  Ainsi , 
pour  trouver  fzdx,  on  développera  z en  série,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  x (n°  •jfô)  » P11**  multi- 
pliant chaque  terme  par  dx,  on  l’intégrera.  Nous  n’en  donne- 
rons que  deux  exemples. 

i°.  Soit  / — — — ■ ; cette  intégrale  est  arc  (taDg=x).  En  dé- 
veloppant (1  + x')~',  on  a (p.  16) 

-^—=dx{  1 

d’où  arc  (tang—x)  = x — ]x3-f- — fx7. .. 

/*  ÙX 

— — — =arc  (sin  = x),  on  développera 

(1—  x’)-?r=  1 +~  -h  -p**-  ( P • *7)»  d’où 


arc  (sin=x)  = x -f- 


x“ 


3x5  3.5.x7 

-r  ; v u 


a.3  a.4>5  2.4.15.7 
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Ou  n’a  pas  ajouté  de  constante,  parce  qu'on  suppose  que  l’arc 
dont  il  s’agit  ici  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  x est  le  sinus 
ou  la  tangente,  arc  qui  est  nul  quand  le  sin.  et  la  tang.  le  sont, 
La  I e de  ces  formules  a servi  ( n°  63 1 ) à trouver  le  rapport  w 
de  la  circonférence  au  diamètre  ; on  peut  employer  la  2e  au 
même  usage,  car  le  tiers  du  quadrans  ayant  £ pour  sinus,  en 
faisant  x = 4>  on  a 

i i i i J5 t.3.5 

<0V  2 2.3.23  2.4.5.25  2.4.6.7.37’  ’ 

Du  reste,  la  loi  de  ces  séries  suit  du  calcul  même. 

84t.  Pour  qu’une  série  soit  de  quelque  usage  dans  lesappli- 
cations  numériques,  il  fautqu’elle  converge  (p.  23o)  ; il  est  donc 
convenable  d’avoir  divers  procédés  pour  effectuer  ces  sortes 
d’intégrations.  La  suivante  est  due  à Jean  Bernoulli. 

Faisons  h=  — x dans  la  formule  de  Taylor;  comme/Çx — x) 
ou  f{o),  est  ce  que  devient  y,  ou/x,  lorsque  x=o ,J{o)  est 
une  constante  b-,  donc 

b =jr  —/x  + — ... 

Or,  la  dérivée  y'  dévêtant  donnée,  l’intégration  consiste  à 
trouver  y,  soit  fzdx  l’intégrale  cherchée,  z—y'y  z'  =j“ . . . , 
et  l’on  trouve 


y = fzilx  = b + zx  — \z'x%  -f-  gx"x3 — . . . 

Il  suit  de  ce  qu’on  vu  (n°  74*)»  qu’on  peut  obtenir  des  li- 
mites de  la  somme  des  termes  négligés. 

Par  exemple,  pour  J”-  = l(a  + x),  on-a 


b=la,  z — 


0 + 1 


(a  + x) 


(«  + *)* 

(a  + *)  = la  + -Z-  + - ~y.+  3/~£  J),.  ■ 


5 • • * >- 
# 
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842.  La  formule  de  Taylor  donne  aussi  pour  z—fx, 
f(x  + k)  —fx  = zh  + \zh 1 + jz"A3. . . , 
d’où  f(x-\-b — a) — fx=z{b  — a)  4-  \z'  {b  — a)’  + • • • » 

eh  faisant  h — b — a.  Si  l’on  prend  ensuite  x = a,  ce  qui 
change  z,  z' , z“ . . . en  des  constantes  A , A A"...,  on 
obtient 

fb-faz=A{b-ra)+'-A’{b-ay  + \A“  (b-a)\.., 

c’est  l’intégrale  fzdx  entre  les  limites  x = a et  x =zb  (n°  83g). 
Mais  pour  que  cette  série  soit  applicable,  il  faut  que  celle  de 
Taylor  ne  soit  pas  fautive.  On  examinera  donc  la  marche  de 
la  fonction  z depuis  x=za  jusqu’à  xz=b,  afin  de  reconnaître 
si  elle  devient  infinie,  pour  de  certaines  valeurs  intermédiaires 
de  cette  variable  x. 

On  pourra  faire  converger  la  série  autant  qu’on  voudra-, car, 
partageant  l’intervalle  b — a eu  n parties  égales  1,  en  sorte 
que  b — a— ni,  on  prendra  d’abord  l’intégrale  entre  les  limites 
«et  a + 1 , c.-à-d.  qu’on  mettra  ci-dessus  a +1  pour  b.  De 
même  on  prendra  l’intégrale  depuis  a + i jusqu’à  a -f-  at  ; en- 
suite depuis  cette  quantité  jusqu’à  a -f-  3 i. . . 

On  fera  donc  successivement 
x = a , ce  qui  changera  z , z' , z". . . , en  A,  A',  A‘ ’ . . . 


x — cl  r....« ........... .......  B , B , B . . • 

x = a -J-  7.i C,  C’ , C", . . 


d’où  /(  a -f  i)  ~fa  =.Ai-\-\  A'i*+  -*  A"  P +. . . , 

f(a+  *i)  - /(«  + 0 = Bi  + i B'i'  + \ B°P+..., 
/(«  + 3/j  -f{a  + li)  = Ci+iÇP  + 1 CP+... 
etc . , . ... 

/(«'  + ni)  — /[«  + (»*— *)*]  = Mi+  \M'i'+ 

843.  La  somme  de  ces  équations  est 

/(a  + ni)  — fa  — fb  —fa  —fzdx  = 

{A+B\C...+M)i+\(A'+B\..+M')i'+\{A'+...+MyK... 
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Telle  est  l’intégrale  de  fzdx  entre  les  limites  de  a à b.  Si  l’on 
prend  i assez  petit  pour  se  borner  au  seul  i*'  terme,  on  a 

fzdx  = Ai  -j-  Bi  Ci. . . -j - Mi, 

série  dont  les  divers  termes  sont  les  valeurs  que  prend  succes- 
sivement la  fonction  zdx,  lorsqu’on  fait  x égal  à a,  a -|*  i, 
. .C’est  pour  cela  que  dans  la  méthode  infinitésimale  on 
regarde  l’intégrale  comme  la  Somme  d’un  nombre  infini  d’élé- 
mens , qui  sont  les  valeurs  consécutives  que  prend  la  fonction 
lorsqu’on  fait  passer  la  variable  par  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  ses  limites  ; c’est  ce  qui  s’éclaircira  par  la  suite 
(n°  846,  20.).  . . 

Consultez  sur  les  approximations  des  intégrales  définies  un 
beau  Mémoire  de  M.  Poisson,  inséré  parmi  ceux  de  l’Institut, 
1826.  M.  Cauchy  a aussi  écrit  sur  le  même  sujet,  et  en  a fait 
des  applications  à des  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique 
très  curieuses.  La  Théorie  de  la  chaleur,  par  M.  Fourier,  ren- 
ferme un  grand  nombre  de  questions  qui  se  rapportent  aux  in- 
tégrales définies. 

844-  Nous  ne  dirons  rien  des  intégrations  du  2',  3e...  ordre 
des  fonctions  d’une  seule  variable  , puisqu’elles  rentrent  dans 
ce  qu’on  a exposé.  Il  y a alors,  2,  3....  constantes  arbi- 
traires. 


Par  exemple , pour 


// 


— X'1)  dx*  . ; 

(x;'-+  af  on  inte6rera  une  Po- 
ndère fois;  et  comme  la  fraction  proposée  se  décompose  (p.  225) 
2aadx  dx 


eu 


(x*  -f-  a3)1 

— - — p C- 
x’+s’  J X 

xdx 


x3— {-  a’J 
dx 


+ c 


x 3 -p  a 


+ «' 

- 4-  cdx.  On  a donc 

•x  1 


, et  que  la  première  donne  (n°  8t  1 ) 
il  reste  à intégrer  de  nouveau 


/'/Va3  — x3)dx3  , ,,  , , 

JJ  = V<*’ + «’)  + » + « ■ 
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Des  Quadratures  et  Rectifications. 


845.  L'aire  t d’une  courbe  plaue  ( n®  768)  est  = fydx,  et  il 
s’agit  d’intégrer  cette  expression  entre  les  limites  convenables  ; 
c’est  pour  cela  qu'on  a donné  le  nom  de  Méthode  des  quadra- 
tures aux  procédés  qui  nous  ont  occupés  jusqu’ici,  par  lesquels 
on  obtient  l’intégrale  des  fonctions  d’une  seule  variable.  Eu 
voici  divers  exemples. 

I.  Pour  la  parabole  AM  (fig.  71  ),y’l—ipx\  donc 

1 3 

t = fÿ(7.p).x>dx  = \\/{2p).x*  -}-c  = \xy  -f-  c. 

Quand  l’aire  doit  partir  du  sommet  A,  x — o donne  t=o,. 
ainsi  c est  nul;  donc  l’aire  MAM'  d’un  segment  de  parabole  est 
les  deux  tiers  du  rectangle  circonscrit  M'W'NM. 

Si  l'aire  est  comprise  entre  BC  et  PM,  en  faisant  AB  — a, 
BC=zb  = \/(ipa),  t est  nul  lorsque  x = a,  d’où  c=  — | ab, 
puis  t—%  (xy—ab).  L’aire  C'CMM'  est  les  deux  tiers  de  la 
différence  des  rectangles  N'M  et  D'C. 

Pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés on  a t= 

Toutes  ces  courbes  sont  donc  carrables. 

II.  Pour  l’hyperbole  e'quilatère  MN (fig.  72)  entre  ses  asymp-. 
totes  Ax , Aj , on  a xjr  = ml  ( n®  4 « 8)  ; donc 

« 

t — fyàx  — m\  I — —m'Ax  -f-c  ; 

l’aire  t ne  peut  être  prise  depuis  l'axe  Ajr,  parce  que  x=o,  don- 
nerait/=o,  et  c= — m1lo  = oo.  Mais,  si  l’aire  doit  commencer 
à l’ordonnée  BC  qui  passe  par  le  sommet  C,  comme  AB=.m 

OC 

(n°4>8),  on  a c=  — m*\m,  d’où  t=m’l  — . On  voit  donc  que 

si  m-=  i,  on  a t=lar  : chaque  aire  prise  à partir  de  BC,  est 
donc  le  logarithme  népérien  de  l’ abscisse. 

Lorsque  l’angle  des  asymptotes  esta,  l’aire  est  (p.  399), 
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, en  faisant  m = 1 ; donc  l — Log  x, 


QUADRATURES 
sin  adx 


en  prenant  pour  système  de  log.  celui  dont  le  module  est 
M=sin  «e  (n°  718).  Si  l’angle  «est  droit , M = i,  on  retombe 
sur  le  i*r  cas,  et  l’on  obtient  les  log.  népériens;  mais  on  Toit 
qu’en  faisant  varier  l’angle  « des  asymptotes,  on  peut  obtenir 
tous  les  systèmes  pour  lesquels  Ainsi,  lorsque  la  base 

est  10,  on  a M—  0,4342g  44819;  l’angle  qui  a ce  nombre  pour 
sinus,  le  rayon  étant  1,  est  «=25°  44’ 4j  : tel  est  l’angle 
que  doivent  former  les  asymptotes  d’une  hyperbole  dont  la 
puissance  est  1 , pour  que  chaque  aire  soit  le  log.  tabulaire 
de  son  abscisse.  On  voit  par  là  que  c'est  très  improprement 
qu'on  avait  donné  la  dénomination  de  Logarithmes  hyperbo- 
liques aux  log.  népériens,  puisque  tous  les  systèmes  de  log. 
trouvent  leurs  représentations  dans  les  aires  de  diverses  hy- 
perboles. 

III.  Pour  le  cercle^"  = a* — x’,  l’origine  étant  au  centre 


r. . .xi  C a*àx  C *’dx 

<=/V (*•  -*•)■>*= J -J • 


en  multipliant  et  divisant  par  y/(a* — x*).  Or,  ce  dernier  tenue 
est  facile  à intégrer  par  parties  , puisque  ^-, — — est  la  diffé- 


rentielle de — l/(a’ — x’);  donc 


/' 


x’dx 


• x l/(n’ — x’)  -f-/dx  V /{a' — x1)  = ■ — x^-f-  /. 


t/(«—  x*> 

Substituons  et  transposons  t,  nous  aurons 

mais  la  formule  ds*  = dx’  -f-  ày%  appliquée  à notre  cercle , 


, , adx  adx 

donne  ds  = — —.7  , 

y V\a  — x) 


; donc , en  prenant  l’arc  s 

dans  les  mêmes  limites  que  l’intégrale  proposée,  on  a enfin 
l=*  j xy-j-^as  -f -c.  Soient  CA—b,  ABs=k( fig.  73)  : doublons 
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et  intégrons  depuis  x — b jusqu’à  x=a,  pour  obtenir  l’aire  du 
segment  BOB'  ; nous  aurons  (n°  83g)  j«X  arc  BOB' — bk  : 
puis  ajoutant  le  triangle  CBB'  il  vient 

le  secteur  CBOB'=z{  CO  X arc  BOB". 

* . ' il»  -V 

Pour  l’aire  du  cercle,  l — f dx \/ (a'  — x’) , on  développe  le 
radical  ( V.  p.  1 7 ) et  l’on  a 

...  , x'  1 . x * 1 ,3x6  " t • 

t — afdx[i } — 7-7; — s — etc.); 

J 2a'  ».  2.4-«*  2.4  6.a6  ' 

et  intégrant  depuis  x — o , 

'*  ' » ' 

x3  1 .x5  0 1 .3x? 

« t — ax s 7-js — -, — .—-etc. 


2.3.a  2.4-5.a3  2. 4-6. 7.  a* 


IV.  Pour  l’ellipse  (fig.  j3),y=-  \/(a*— x’),  d’où 

a 1 '■ 

•'  t=zf-  t/(a’ — xs)dx=-Xz, 

7 a a 

¥ . 
z désignant  la  partie  de  l'aire  du  cercle  circonscrit  qui  est  com- 
prise entre  les  ordonnées  limites.  Les  aires  t et  z sont  donc  dans 
le  rapport  constant  de  b à a.  Ainsi,  l’aire  du  cercle  est  à celle 
de  l’ellipse,  ou  l’aire  d'un  segment  de  cercle  est  à celle  du 
segment  de  l’ellipse  inscrite  qui  est  terminée  par  les  mêmes 
ordonnées , comme  le  grand  axe  est  au  petit ; et,  puisque 
l’aire  du  cercle  circonscrit  est  «a2,  celle  de  l’ellipse  entière  est 
■=  %ab. 

V.  Pour  la  cycloïde  FM  A (fig.  43),  mettons  l’origine  en  F, 
et  soit  FS=x , SM— y ; nous  aurons  (11°  763,  "VI), 

%=\/(ïr-j)'  l=fJ*x=fv^rr-r)^- 

Cette  intégrale  est  l’aire  de  la  portion  FKN  du  cerclé  généra- 
teur; donc  l’aire  FyAM—  FKEB  — \ ■xr \ Comme  d’ailleurs 
AE~xr,  le  rectangle  yE—o.'sr2 , d’où  AFE—\  xr2  : l’aire 
AF  A'  de  la  cycloïde  entière  est  triple  de  celle  du  cercle  gé- 
nérateur. 
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VI.  La  méthode  de  Simpson  pour  évaluer  les  aires  curvi- 
lignes planes  par  approximation  , me'rite  d’être  exposée. 

Cherchons  d’abord  l’aire  d’un  petit  segment  CEM ( fig.  ^4) 
d’une  courbe  quelconque  rapportée  aux  axes  rectangulaires  Ax, 
Ay,e  t nommons  a l’angle  MCH  formé  parla  corde  CM  avec  Ax. 
Menons  l’ordonnée  KE,  par  le  milieu  K entre  les  ordonnées 
terminales  CB , MP.  On  peut  sensiblement  regarder  l’arc  CM 
comme  appartenant  à une  parabole  dont  le  sommet  L ré- 
pond au  milieu  / de  la  corde.  L’aire  du  segment  est  donc 
CEMI  = | CM ,LI.  Or  les  triangles  LEI,  MCH,  donnent 

CH  i 

Llz=EI cos  «*,  CM  ==•——,  d’où  CEMI—  - ElxCH. 


COS  et 


Cela  posé,  faisons  BK  ■=  KP==  h,  CB  =y , KE  — y", 
PM  — j”  ; l’aire  CB  PME  se  compose 

du  trapèze  CBPMI  = hy  +y"),  et  de  CEMI=  f h.  El, 

Or  El  =.  EK  — Kl  (2jr"  — y'  — f) ; donc  le  segment 

CEMI  = î h {ïjr" —J —y") , et  la  petite  aire 

cempb = | h (\y  + tr'+iy’)-  • 

’ v V: 

Supposons  l’aire  plane  BACD  (fig.  ^5)  qu’on  veut  mesurer, 
limitée  parla  courbe  AC,  la  droite  BD  et  les  perpendicu- 
laires AB , CD  ; on  coupera  la  base  BD  en  un  nombre  pair  de 
parties  égales,  dont  h sera  la  longueur,  et  par  les  points  de  di- 
visions, on  mènera  des  ordonnées y\ y", y“...ya  qui  couperont 
l’aire  en  élémens  dont  les  surfaces  respectives  seront  exprimées 
deux  à deux  par  la  formule  ci-dessus  : la  2e,  la  3e, . . . seront 

I ?» iky"  + *y'-'  + ïyl , î * (ïyr -h  y'  + ir'n),  etc. 

la  somme  = -f  yr"  -f-y'-f-aj'1’  +y' + 

BACD=ih£(y+y...+j°)+y+y...+j’'-’  — iCr-Kr”)]: 

ayant  tracé  un  nombre  impair  d’ordonnées  équi-distantes , 
faites  leur  somme  , plus  celle  de  toutes  les  ordonnées  de  rang? 
pairs  , moins  la  moitié  des  deux  extrêmes  ; le  tout  multiplié 
par  | de  leur  intervalle  h.  . .. 
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La  même  règle  s’applique  évidemment  au  cas  où  l’aire  est 
comme  ACFE  terminée  par  deux  courbes  opposées,  en  appe- 
lant y’ , y\jm. ...  les  longueurs  totales  de  chaque  parallèle. 

Plus  A est  petit,  et  plus  le  résultat  est  approché  de  l’aire  de- 
mandée. Ce  théorème  s’applique  à toute  surface  irrégulière, 
parce  qu’on  peut  la  décomposer  en  d’autres  qu’on  évalue  sé- 
parément, et  qu’on  ajoute  ou  retranche  ensuite,  selon  les  cas. 
Lorsqu’il  arrive  que  la  base  se  trouve  coupée  par  la  courbe , 
la  même  règle  reçoit  son  application , en  faisant  égale  à zéro 
l’ordonnée  du  point  de  section. 

«46.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

i°.  Sil’aire  t est  comprise  entre  les  branches  BM,  DK,  d’une 
même  courbe  ( fig.  78  ) , ou  entre  deux  courbes  différentes  don- 
nées, en  nommant  Y—Fx,  y=fx , les  ordonnées  PM,  PE, 
On  a 

BCPM=fYdx , DCPE—fjàx,  d’où  BD  EM— J(Y—j)dx. 

2°.  Selon  la  méthode  inGnitésimale  (n°*  802,  843)  l’aire 
t peut  être  considérée  comme  la  somme  de  rectangles  tels  que 
m (fig.  78),  dont  dx  et  dy  sont  les  côtés;  dxdy  est  donc 
l’élément  de  l’aire  t,  et  il  s’agit  d’intégrer  ffàxdy  entre  les 
limites  convenables. 

Pareillement,  concevons  que  dans  le  cercle  CB  (fig.  76)  on 
ait  pris  un  élément  m en  un  lieu  quelconque  ; sa  distance  au 
centre,  ou  Cm—r,  et  l’angle  niCx  — l en  fixent  la  position. 
L’aire  de  l’élément  peut  être  représentée  par  dr.dê,  dont  l’inté- 
gvale  relative  à 9 est  8dr  : en  la  prenant  depuis  6 = 0 jusqu’à 
8 = 2 itr,  on  a l’aire  d’une  couronne  circulaire  = 2 nràr,  dont 
l'épaisseur  dr  est  infiniment  petite.  L’intégrale  eBt  sr r*  ; prise 
depuis  le  centre  C où  r=o,  jusqu’à  la  circonférence  ZI  où 
r=R  = le  rayon  du  cercle,  on  a a-R’  pour  l’aire  du  cercle. 

Appelons  r la  corde  AB  (fig.  77)  formant  le  segment  circu- 
laire AOB , dont  on  demande  l’aire  ; a le  rayon  AC;  on  peut 
considérer  la  surface  comme  ayant  pour  élément  le  triangle 
différentiel  B Ab , dont  l’aire  est  dt  = — j-rMet,  en  appelant  « 
l’angle  B AD:  on  inet  ici  le  signe  — parce  que  a.  diminue  quand 


I 
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f 'augmente  (n°  74*)-  Or,  J®»8  le  triangle  rfectangle  ABD , on  a 
r=  ia  cos  « , d’où 

dr  = — 2 a si  n ad«, dfl=  — — — = — 777— r. 

n.a\/(i  î— cos’«)  V^(4« — r) 

Ainsi  l'aire  dt= — \ r‘d«  donne 

' =/’■'*•  î? (ï?=ô=/i 

/Vdr  . , 1 r’  , 1.3./**  . 1.3.5  r* 

'=y^<,+“-+ 


1 /r3 

'~4«\3 


2 . ?.  a* 
r5 


2.4.2*.  fl*  2.4*6. 26a6 


etc.) 


+ 


t . 3 . r7  ^ i . 3 . 5 . r9 


2.5.2 Jaa  ~ 2.4.7.24*1*  2.4.6. 9. 2^9 


•••) 


l'intégrale  est  prise  ici  depuis  r=o,  et  exprime  l’aire  du  seg- 
ment AO  B dont  la  corde  est  r.  En  faisant  r=fl,  on  a l’aire 

du  demi-cercle  = { (2fl)a  ( ^ -) — * ...V,  égalant  à 

’ . \3  3.5  3.4-7  J 4 

£*«’,  on  trouve  pour  sr  cette  série  convergente  dont  la  loi  est 

manifeste 

3 , 3 3 1.3.5  1.3. 5.7  \ 

x ^ \ 3 2.5"*-2.4.7'^"3.4.6.9-f'3.4‘^.8.3i"t"  / 


3°.  Quand  l’aire  sera  renferme'e  entre  deux  courbes  BM,  DE 
(fig  78),  dont  on  a les  équ.  Y=Fx , jr=fx,  on  intégrera 
l’élément  m=dj'dx  depuis  PE  jusqu’à  PM,  c.-à-d.  que  j-dx 
devenant  (,Y—jr) dx,  sera  une  fonction  connue  de  x,  représen- 
tant l’élément  ME  compris  entre  deux  ordonnées  infiniment 
voisines.  Il  restera  à intégrer  relativement  à x entre  les  limites 
AC,  AP;  et  si  l’aire  est  comprise  dans  le  contour  d'une  courbe 
fermée,  on  intégrera  (Y— j)dx  depuis  la  moindre  valeur  de  x 
jusqu’à  la  plus  grande.  Lorsque  l’aire  est  renfermée  entre  quatre 
branches  de  courbes,  telles  que  BM,  BI,  IK,  KM,  il  est 
facile  de  la  partager  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  en 
parties  qu’on  sache  évaluer  séparément  d’après  les  principes 
précédens. 

Les  paraboles  opposées  AF,  AF'  { fig.  80)  ont  pour  équ. 
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jr‘=db?par  ; intégrons  l’élément  m — dxdy  relativement  à x, 

de  M'  en  M , c.-à-d.  depuis  — jusqu’à  -f-  — ; xây  donne 
pour  l’aire  de  la  tranche  MM'.  Intégrant  de  nouveau  de 

P r3 

A en  C,  ou  depuis  y = o , l’aire  F AFC  sera  , ou  | xy. 

4°.  L’ordonnée  y de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir  infinie 
entre  les  limites  de  l’aire  (n°  842). 

5°.  L’élément  ydx  change  de  signe  avec  y ou  x , d’où  il  suit 
que  l’aire  devient  négative  lorsque  x ou  y sont  de  signes  con- 
traires. 

Lorsque  la  courbe  coupe  l’axe  des  x entre  les  limites  de 
l’aire,  il  faut  chercher  chacune  des  deux  parties  et  ajouter, 
parce  que  l’une  est  positive  et  l’autre  négative , et  que  la  somme 
demandée  doit  être  obtenue  sans  avoir  égard  à ce  dernier  signe. 

Par  ex.,  la  courbe  KACD  (fig.  ■jg)  a pour  équ.y=x  — x3, 
AK  — AI=.  \ ; l’origine  est  en  A.  L’aire  t — -t  x* — jxl-f-  c\ 
si  elle  doit  commencer  au  point  B pour  lequel  AB  = \/  5 , on 
trouve  c — — d’où  t — \ x * — ~x * — ~ : et  si  l’aire  doit 

être  terminée  en  ED,  où  AE—\Z^ , on  trouve  t=o , ce  qui  in- 
dique seulement  quelesaires  BCI,  IED  sont  égales  etde  signes 
contraires.  En  effet,  on  voit  aisément  que  BCI—~  = — DJE. 
De  même , l’aire  prise  depuis  K jusqu’en  / est  nulle,  parce  que 
ACJ='z=—KOA. 

847.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  ( n°  769), 
r r=  \ (xy  — y),  qui  sert  à trouver  l’aire  r comprise  entre 
deux  rayons  vecteurs,  cherchons  L’aire  CMO  (fig.  78)  dans 

• •.  . . h*x 

l’ellipse  O DO’  ; on  a d'y*  4-  b'x'  — a*  b',  y ==.  — d’où 


/__  , (b'x'  \ b ' . 


abtix 


a [/  (a’ — x“)‘ 

Comme  l’aire  r est  comptée  depuis  un  rayon  fixe  , tel  que  CO, 
jusqu’au  rayon  CM,  le  signe  — provient  de  ce  que  x décroît 
quand  t croît  ( n®  74»  ). 


J 
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Mais  la  formule  ( n°  767  ) des  rectifications,  appliquée  au  cer- 
cle dont  le  rayon  est  a,  donne  pour  longueur  de  son  arc  s , 

d # = dT  = {édr,  et  r=\bs)  en  prenant 

V\a * x ) 


l’arc  s entre  les  mêmes  limites  que  r,  x=  CO  et  ar  = CA. 
Quand  b = a,  on  a r = 5 as;  ainsi , le  secteur  circulaire 
BCO  = | CO  X arc  SO;  et 


le  secteur  elliptique AfCO=i  b X arc  BO  — ^X  OCB. 

Pour  l’hyperbole  M N ( fig.  7a  ),  on  a xy=nix , d’où  t'= — jr 
et  dr= — j'd.r,  r= — /^dx  : donc  le  secteur  quelconque  hy- 
perbolique CAM  = CBPM. 


848.  Lorsque  les  coordonnées  sont  polaires  (fig.  45),  on  a 
(u°  769),  dT  = -i  r’dS.  Ainsi,  dans  la  spirale  d’Archimède 

jr  <t  ;-3 

(n°4’73),  oÙ2*r=:ai!,  on  trouve  r = - /r’dr=-.  - +c. 
v a ^ a 3 

Pour  l'aire  AIO  formée  par  une  révolution  entière  du  rayon 

vecteur  AM , il  faut  prendre  l’intégrale  depuis  r=o  jusqu'à 

r=a.  On  obtient  AIO  — ^vd1  — \t  tiers  du  cercle  dont  le 

rayon  est  AI. 

Remarquons  que  pour  pouvoir  étendre  l’intégrale  au-delà 
de  ô = 36o°,  il  faut  avoir  égard  à ce  que  cette  2*  aire  contient 
celle  qu’on  vient  d’obtenir,  comme  (n°846,  5°.). 

84g.  Donnons  quelques  exemples  de  la  formule  ( n°  767  ) 
des  rectifications  , s — f l/(dx‘  -f-  dy*). 

I.  Pour  la  parabole , y * = ipx  donne 

ydy  — pdx,  sr=  f—V'iy'+p'1). 

J P 


Cette  intégrale  est  (n°  8i3,  p.  45i  ) 


*=c+fn  V(p'+r) +ip'  u+ 1 /(p7  +yn- 

■zp 

Si  l’arc  * commence  en  A (fig.  •ji),y=:o  donne  s = 
T.  II.  3r 


o : on 
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en  tire  c — — \ p'ip  ; donc 

20  1 \ P / 


II.  Pour  la  seconde  parabole  cubique y*~ ax*,  on  a 

*-/%V(‘+3 a)=*W(,+10  + C 

En  général,  jr  — ax"  représente  toutes  les  paraboles  ou  les 
hyperboles  , suivant  que  n est  une  fraction  positive  ou  néga- 
tive : on  obtient  s = /d.ry/(i  -j-  n‘‘a‘x,n~iy  Toutes  les  fois 
(n°  816)  que  2(n — i)  est  exactement  contenu  dans  I,  ou 

que  -r— -+■  i est  entier,  on  aura  l’arc  s sous  forme  finie. 

’ 2(n — i) 

III.  Pour  le  cercle,  suivant  que  l’origine  est  au  centre  ou  à 
l’extrémité  du  diamètre , on  aj’^r1 — oujr>=2rtr — je’. 


Dans  ces  deux  cas,  il  vient  s 


En  mettant  pour  y sa 


valeur  en  a:,  on  voit  que  l’intégration  ne  peut  s’effectuer  que 
par  séries  (n°84o),  ou  par  des  arcs  de  cercle,  ce  qui  ramène 
la  question  au  point  d’où  l’on  est  parti. 

IV.  Pour  l’ellipse,  donne 


\ /{a?  — e,xi) 

\ /(a?  — x')  ’ 


en  faisant  fle=y/(a’  — b7)  ; e désigne  le  rapport  de  l’excentri- 
cité au  demi-grand  axe.  On  ne  peut  intégrer  cette  expression 
que  par  une  série;  mais  il  faudra  disposer  le  calcul  de  manière 
à la  rendre  convergente . Ainsi  on  pourra  développer  (n°  485, 1 1), 
y/ (a’  — e\xJ). 

Ou  bien  on  fera  l’arc  O B ( fig.  ) du  cercle  circonscrit  = 6, 

nr 

d’où  CA  = x~a cos 9,  et — - — - = — d0, 

V(a — x1) 

puis  s=  — a/d8y/(i — e’cos*fl). 

On  aura  à intégrer  uue  suite  de  termes  de  la  forme  A cos,m0  d$ 
(n°  836)  ; par  là  l’arc  OM  dépendra  , à l’aide  d’une  série  , de 
l’arc  correspondant  O B du  cercle  circonscrit. 
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La  rectification  de  l’hyperbole  offre  un  calcul  semblable. 

V.  Dans  la  cycloide  (fig-43),  l’origine  étant  en  JF1,  on  a 
(u°  763,  VI) 

r'=\J-ÏF=ï<  '=/0d'r=’v'(,r-r)- 

On  n’ajoute  pas  de  constante , lorsque  l’are  * commence 
eu  F.  Or  \/(iry)  sss  KF  ; donc  FM  — 2 fois  la  corde  KF. 

850.  Si  les  coordonnées  sont  polaires  ( n°  769  ) , on  a 
dr=v/(r3d01-4-drl).  Ainsi,  la  spirale  d’Archimède,  oùasr r=aO, 

lionne  . =f^-  + ■*) 

En  comparant  cette  expression  à celle  de  l’arc  de  parabole,  on 
voit  que  les  longueurs  des  arcs  de  ces  courbes  sont  égales,  lors- 
que r est  l’ordonnée  de  la  parabole,,  et  - le  paramètre. 

sr 

Dans  la  spirale  logarithmique  (n°  474)»  ® =lr;  on  trouve 
s = /tir  1/2  = 7-^/2  4-  c : si  l’arc  commence  au  pôle,  c = o, 
et  l’on  a s = r{/ 2.  Ainsi , quoique  la  courbe  n’atteigne  sou 
pôle  qu’après  un  nombre  infini  de  révolutions,  l’arc  s est  fini  et 
égal  à la  diagonale  du  carré  construit  sur  le  rayon  vecteur  qui 
le  termine. 

Voyez y pour  les  courbes  à double  courbure,  ce  qu’on  a dit 
n°  79  t. 

Des  aires  et  des  volumes  des  Corps. 

1 

85 1 . Le  volume  v et  l’aire  u d’un  corps  de  révolution  autour 
de  l’axe  des  x s’obtiennent  ( n°  792)  en  intégrant 

v = fny’dxy  uz=f ixyds  = fiy* |/  (dx*  -f-  d y1)  - 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules. 

1.  Pour  l’ellipse,  en  recourant  à la  valeur  de  di  (11*849,  ^ 
ou  trouve 

3t..  * 


■=’i A*-*,**,  «=^/v/( 
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La  i'r  donne  t»  — mb'  (x — -j-  : si  le  sommet  est  Une 

des  limites,  c= — |a.  Soit  donc  z la  hauteur  du  segment  d’el- 

xb'  a’ 


lipsoïde,  ou  x — a — z,  le  volume  = 


3 a' 


(3 a — z ).  Pour 


l’ellipsoïde  entier,  z=2a,  etl’ona^jri’a.  Il  en  résulte  que,  i°.  le 
volume  de  la  sphère=|  Wa3;  2°.  l’èllipsoïde  de  révolution  est  à 
la  sphère  circonscrite  \\b%  \ a1  \ 3°.  chacun  de  ces  corps  est  les 
■|  du. cylindre  qui  lui  est  circonscrit  ; 4°-  enfin  le  segment  sphé- 
rique = frza(a  — j z) . 

L’intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  u est  visiblement  l’aire 
d’une  portion  de  cercle  concentrique  à l’ellipse  comprise  entre 

les  mêmes  limites  que  l’arc  générateur,  et  dont  le  rayon  est 


Soit  z cette  aire  facile  à obtenir;  on  aura  u r= 


2 nbez 


rd.2? 

S’il  s’agit  de  la  sphère,  on  a (n°  84g,  III),  ds  = — — ; d’où 

u = fo.xràx.  On  trouve  aisément  2*tz  pour  la  surface  de  la  ca- 
lotte ou  de  la  zone  dont  z est  la  hauteur;  et  far'  pour  l’aire  de 
la  sphère  entière. 

II.  Pour  la  parabole^*  = iax,  on  trouve 
v = fixai,  dx  = 7tax'  -f-  c, 

w=  + + + C]: 

si  l’origine  est  au  sommet,  c=o  et  C = — a3.On  a donc  ainsi 
le  volume  et  l’aire  d’un  segment  de  paraboloïde  de  révolution. 

II.  Soity’israx'1  ; on  en  tire 


t>  = fx\/a' . \/x''n.dx=z 


m%x 
m-f-  2« 


\/(ax')' 


mxXjc' 

m -j-  2/i* 


Ce  calcul  se  rapporte  aux  paraboles  et  aux  hyperboles , suivant 
que  n est  positif  ou  négatif. 


I 

1 
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85a.  Le  volume  y et  l’aire  U d’un  corps  sont  donnés  par  les 
formules  (n°  79^) 


Voici  comment  on  doit  entendre  ces  doubles  intégrales.  Après 
avoir  mis  pour  z,  p et  q leurs  valeurs  en  x et  en  jr , tirées  de 
l’équ.  de  la  surface  proposée  (n°  787),  on  intégrera,  en  regar- 
dant comme  constant  x ou  y à volonté,  suivant  que  l’uuc  of- 
frira des  calculs  plus  simples  que  l’autre.  On  aura  ensuite  égard 
aux  limites  que  la  question  détermine. 

Par  ex.,  si  l’aire  t/,  qu’on  demande,  doit  être  comprise  entre 
deux  plans  parallèles  aux  xz, y = q ,j-  = b,  et  qu’on  ait  in- 
tégré par  rapport  à jr,  on  prendra  l’intégrale  entre  les  limites 
a et  b,  x étant  regardé  comme  constant.  On  aura  ainsi  l’aire 
MB  (fig.  69)  d’une  tranche  dont  l’épaisseur  est  infiniment 
petite  =dx,  terminée  aux  deux  plans  ME,  SB,  dont  il  s’agit. 
Cette  ire intégrale  sera  de  la  forme  ipx.dx,  c.-à-d.  délivrée  d ej, 
mais  contenant  x.  On  intégrera  de  nouveau,  relativement  à x, 
depuis  la  plus  petite  jusqu’à  la  plus  grande  valeur  de  cette  va- 
riable ; et  l’on  aura  l’aire  demandée,  qu’on  regarde  comme  la 
somme  d’une  série  infinie  de  tranches  semblables. 

Si  le  corps  est  terminé  latéralement  par  des  surfaces  courbes, 
on  devra  introduire,  dans  la  ir“  intégrale,  des  fonctions  de  x, 
pour  les  limites  de  jr,  en  opérant  d’une  manière  analogue  au 
n°  846-.  Des  exemples  éclairciront  tout  ceci. 

Pour  la  sphère  (fig.  81),  + z’  = r“;  d’où 


r=f/zdxdjr,  u^ffdxdr^i+p'+q'). 


/J  = -r>  !/('  +p'  + v')  = - 

**  * Z 


O11  fera  d’abord  y constant,  et  r’  — y = A*  ; d’où 


djr,  V = ffdxdy{/ (A*—  x’). 
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Une  ^'intégration  donne,  pour  Tune,  rd^.arr^sin— Or,  le 


plan  xj  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  Çj,  dont  l’équation  est 
et  dans  lequel  l’abscisse  AF=±\/(ri—ji')=±A 
est  le  rayon  du  cercle  forme'  par  le  plan  coupant  DmC.  Si  donc 
on  prend  cette  intégrale  depuis  X — — A jusqu’à  x = + A, 
on  aura  l’aire  infiniment  étroite  DmC  d’une  bande  parallèle 
aux  .r z,  et  trace'e  sur  l’hémisphère  supérieur. 

Faisons  donc  x=  — A et  x =-\-A  dans  notre  arc  ci-dessus, 
puis  retranchant  le  i " résultat  du  2e,  nous  aurons  xrdy,  parce 
que  l’arc  dont  le  sinus  = i,  est  Intégrons  par  rapport  à y , 

qu’on  a prise  pour  constante;  nous  aurons  tr/y  pour  2' intégrale, 
et  les  limites  étant  — r et  r,  qui  sont  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  dey,2vC  sera  l’aire  de  l’hémisphère  supérieur. 

Disons-en  autant  pour  le  volume  V (p.  458), 


/ \/{A “ — x*)d x — ~x\/{A'  — ar1)  -f—^arc 


Prenons  les  limites — A et  -\-A,  comme  ci-dessus;  le  i"  terme 
disparaît,  et  l’on  a Il  faut  donc  intégrer  de  nouveau 

x (r*  — j*)  d/,  qui  représente  la  volume  de  là  tranche  DmCE; 
et  l’on  a — iy3).  qui  revieut  à F~ ^r3  entre  les  limites 
— r et  -f  r.  C’  est  le  volume  de  la  demi-sphère. 

L’élément  du  volume  7^  est  dxdjrlz  : on  intègre  d’abord  par 
rapport  à z,  depuis  le  z de  la  surface  inférieure , qui  limite  le 
corps,  jusqu’au  z de  la  surface  supérieure  : ainsi,  l’on  met  dans 
sdxdy  ces  deux  valeurs  de  z en  fonction  de  x et  y,  telles  qu’on 
les  tire  des  équ.  de  ces  deux  surfaces  : on  a ainsi  le  parallélépi- 
pède compris  entre  elles,  et  élevé  sur  la  base  dxdj.  Ou  intègre 
ensuite  relativement  à x,  pour  former  la  somme  de  tous  les 
prismes  qui  composent  une  tranche  dont  d y est  l’épaisseur,  et 
qui  est  comprise  entre  deux  plans  parallèles  aux  xz.  Supposons 
que  le  volume  V soit  compris  dans  un  cylindre  MNg  (fig.  82), 
élevé  sur  une  base  donnée  mng , les  limites  de  celte  2'  inté- 
grale résultent  d’un  section  quelconque  Pmn , faite  dans  le 
corps  par  un  plan  perpend.  aux  y : ainsi  l’on  prendra  Finie- 
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grale  depuis  x — Pm  jusqu’à  x — Pn,  valeurs  qu’on  tire  en 
fonction  de  y de  l’équ.  de  la  courbe  mfng,  base  de  notre  cylin- 
dre. Soient#  ==/?'•  et  x==jFÿ  ces  valeurs;  on  les  mettra  succes- 
sivement pour  x dans  l’intégrale,  et  l’on  retranchera  les  résul- 
tats l’un  de  l’autre.  Il  ne  restera  plus  qu’à  intégrer  uue  fonction 
de  y,  depuis  la  moindre  valeur  AB  de  y jusqu’à  la  plus 
grande  AC , valeurs  qu’on  tire  encore  de  l’équ.  de  la  base  fng. 

Cherchons,  par  ex. ,4e  volume  du  cône  droit.  Prenons  son  axe 
pour  celui  des  y,  et  le  sommgt  pour  origine  : l’équ.  est  (n°66t) 
Py*  —z* -J-#*,  /étant  la  tang.  de  l’angle  formé  par  l’axe  et  les 
génératrices.  Or,  sdxdr  devient 2 \/{Vy* — #*)d#dj-,  depuis  le  z 
inférieur  jusqu’au  supérieur , puisque  z = ± \/  ( Py*  — x’  ). 
L’intégrale  relative  à xa  été  donnée  ci-dessus  et  p.  453,  savoir, 


XV  (.ty*  — **)  + a/ÿVarc  (tang  = ) + 


c. 


Comme  en  faisant  z — o,  l’équ.  du  cône  donue  #:=  ±ly  poul- 
ies limites  du  corps,  il  faut  changer  ici  x en  ly  (ce  qui  donne 
zéro),  puis  en  -f-  ly  [d’où  iby*.  arc  (tang.  =00 )=7rpy3]  ; il 
vient,  en  retranchant,  Tpy*dy,  qu’il  faut  intégrer  depuisy=o, 
ou  le  sommet,  jusqu’à  y=  h,  qui  répond  à la  base.  Donc  enfin 
le  volume  du  cône  droit  est  \ i rPh3,  ce  qui  revient  au  théorème 
connu. 

De  même,  si  les  limites  de  l’aire  sont  déterminées  par  une 
courbe  FMNG  tracée  sur  la  surface  dont  il  s’agit,  on  cherchera 
sa  projection^-  sur  le  plan  xy  (n°  656),  qui  déterminera  un 
cylindre  droit , pour  lequel  on  raisonnera  précisément  de  la 
même  manière.  On  intégrera  donc  dxdj-  [/(i  p'J- f-  <7’)  entre 

les  limites  ci-dessus  désignées. 

En  voici  un  exemple. 

Soient  tracées,  sur  le  plan  xy,  les  deux  paraboles  égales  et 
opposées  FAE,  F1  AË  (fig.  80),  dont  y'1  = nx,  yl  = — nx 
sont  les  équ.;  puis  la  parallèle  FF  ix  l’axe  des#,  AC  étant  =zb. 
De  plus , concevons  un  cône  droit  à base  circulaire  , dont  le 
sommet  serait  à l’origine  A,  et  qui  aurait  pour  axe  celui  des  z, 
l’équ.  étantz  = À-l/(#*  (n°  661).  Ou  demande  de  trou- 


\ 
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ver  l'aire  du  cône  comprise  dans  le  cylindre  droit  élevé  sar 
AMFF'M' . L’équ.  du  cône  donne 


kx  ky 

p = q'~~  \ /(x‘+y‘V 


> + Px  + = » +k*> 


l'élément  de  l’aire  du  cône  est  v/(  i •+■  k‘)  dxdy,  sa  projection  est 
en  m.  L’intégralerelative  à a:  est^/  (i  -f-  k‘) xdy,  qu’il  faut  pren- 
dre depuis  M' jusqu’en  M,  et  l’on  aura  l’aire  de  la  bande  infi- 
niment étroite  qüi  est  projetée  en  MM' . Or  les  équ.  des  para- 
boles donnent,  pour  les  abscisses  des  points  M' et  M , limites  de 
l’intcgrale, 

x— — , xxx+éL.  d’où  — j/(i  4-f1)  dr. 
n n n 


Opérant  maintenant  pour^  sur  cette  irt  intégrale,  il  vient 
3 r3 

^ - \/(i  -j-  A1),  qu’il  faut  prendre  de  A en  C,  c.-à-d.  depuis 
^•  = 0 jusqu’à  y = b.  On  obtient,  pour  l’aire  demandée, 

; . 

L’application  de  ces  principes  à la  recherche  des  centres  de 
gravité  et  des  momens  d’inertie  est  surtout  remarquable.  ( Voy . 
ma  Mécanique , n0'  64  et  24t.) 

IV.  INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


. 


Séparation  des  Variables  ; Équations  homogènes. 

853!  Intégrons  les  équ.  du  iw  ordre  entre  deux  variables. 

Soit  proposée  l’équ.  différentielle  Mdy  4-  Ndx  = 0,  qui  est 
du  itr  ordre  entre  les  deux  variables  x et  y.  Il  est  claiv  que  si 
elles  ne  sont  pas  mêlées,  en  sorte  que  Mme  contienne  pas  x , et 
que  N soit  sans  y,  l’intégrale  de  l’équ.  sera  la  somme  des  inté-, 
grales  qu’on  trouvera  par  les  principes  antérieurs, 

/ Mdy  -j-  / Ndx  = ccmst. 
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Il  en  sera  de  même  de  toute  équ.  dont  on  pourra  séparer  les 
variables. Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Me st  fonction  de  x, 
et  N de^  seulement;  car,  divisant  l’équation  par  MN , on  a 

cljr  . dx 
A'  + M ~ °‘ 


C’est  ainsi  que  dx\/(i  +J'1)  — xd.y  = o 
donne 


— = — — ; d’où  ( n“  8i3) 

l(car)  = l[y  +\/(i  +J-3)],  et  cx=y  + i/(i  +J'3)- 


854-  Si  M=XY,  N=X,Y/}  X et  X , étant  des  fonctions 
de  x,  Y et  Yt  des  fonctions  d ey,  on  a XYdy  + X^jdx  — o, 
qui  donne,  en  divisant  par  XY ^ 

Y , , X,  . 

ydy  + x d;c=::0- 

855.  La  séparation  des  variables  est  encore  possible  dans  les 
équ.  homogènes  (n°  322)  par  rapporta  x et_y.  Soit  m le  degré 
de  chaque  term eAykxh,  ou  m=zh-\-k  -,  en  divisant  l’équ.  par 

xm,  le  terme  Aykxh  devient  A = Azk,  en  faisant  y = xz. 

On  voit  donc  que  Me  t N deviendront  des  fonctions  de  z seul, 
eu  sorte  que  si  l’on  divise  par  M l’équ.  Mdy  -f-  Ardx  = o,  on 
aura  dj-q-Zdx  = o.  Mais  j-=xs  donne  dy  = xdz+zdx,  donc 
xdz  -f-  ( z + Z ) dx=  o ; d’où 

dx  . dz  , . C dz 

v + r+z=°>  c‘  lx+Jr+z=°- 

T.  Prenons,  pour  i*r  ex.,  {ax+by)  dj'-f-  (/x-f-  gy)dx  = o. 
Divisons  par  ax  + by  ; nous  trouverons 

J„  , /+?2j A’..-.dx  . (fl  -f-  bz)  ds 

a + bz  x -r  bz'+(a+g)z+f 

équ.  facile  à intégrer.  Il  faudra  ensuite  substituer*^  pour  z. 

C’est  ainsi  que  ydy  -f-  (x  -f  iy)  dx  = o,  à cause  de  a — o , 
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, r , da  zdz 

ù = f = i,g=2,  donne- 


— o ; ou  ajoute 
dz  ( i + z ) 


dz  au  numérateur  du  2e  terme , nui  devient  — — 1- 

1 (t  +*)* 

dz 


ou 


i + z 


. On  a donc  à intégrer 


da  dz 

dz 

* 1 4-z  ( 

T+rzÿ~0; 

d’où 

l(cx)  4-1(1  4-  z)  - 

f — = °, 

I »-f-  Z 

ou 

1 . c (a-  4-  xz)  = — , 

II.  Pour  ajrmâjr  4-  (am  4-  bjrm)àx  = o,ona 

azmAz 


^^z"1,  da  , 

+ — j„,-dar  — o,  — 4- 


azn  ~ ’ x ‘r  azm+'  + bzm  + i 

III.  Soit  xAy — jrAx=Axÿ(x‘‘+y'‘)  ; posant  ^=.tz,  et 

dz 


divisant  par  x,  on  trouve 


dr — zda  = daL/(i  +î‘),  d’où  — = - 

x \/(i 


dont  l’intégrale  (np  8i3)  est  x=cz  4> cl/(i 4- z’),  ou. 
x'  — cj  4-c  V/(x'14-j-!‘) , qu’on  réduit  à x'  — o.cj  4-  c%  en 
transposant  c/  et  élevant  au  carré. 

IV . Quelle  est  la  courbe  dont  l’aire  DCMP  (fig.  7 1)  est  égale 
au  cube  de  l’ordonnée  PM , qui  la  termine,  divisé  par  l’abs- 
cisse ; et  cela  pour  chacun  de  ses  points , à partir  d’une  or- 
‘ r3 

donnée  fixe  B Cl  De  frAx  — — , on  tire,  en  différcutiant , 

x 

(x,Jr+Jr3)Ax=3xj'*Aj-;  faisant  j;~  zx , on  trouve  (p.  44^) 
da  3zdz  . 

— — YZ-a-i»  “ ou  x ’(t  — ais®)3  = c,  puis  enfin 
(a:’  — 2 j-)1  = ca*. 

856.  Toute  équation  qu’on  pourra  reudre  homogène  sera 
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donc  intégrable.  Ainsi  pour 

(<ur  -f-  b y + c)  cl  j 4-  (mx  -f-  ny  4- p)  dx  = o . 
on  fait  ax -)-bj-\-cz=z  mx  ny p — t, 
d’où  nd.r  + bdy—é\z  mdx  nd/  *=dt  ; 


puis 


màz  — adt 


mb  — na  ’ 
la  proposée  devient  homogène, 


d.r  — 


ôdt — ndz 
mb  — na 


40l 


zày  -f-  tdx  = o , ou  ( mz  — ni)  ds  -f -{bt  — az)  d< = o . 


Quand  mb — na  = 0 , ce  calcul  cesse  d’être  possible , mais  alors 
na  . 

m~  — , et  la  proposée  est 

bcdjr-\-  bpdx  -f-  (ax  -f-  by)  (bdy  -f-  ndx)  = o , 

dont  on  se'pare  les  variables  en  faisant  ax-f-  by  — v ; on  subs- 

...  . , , de  — adx 

tuue  cette  valeur,  et  dj'^ ^ , etc. 

857.  Prenons  l’équation  linéaire , ou  du  1"  degré  en  y, 
djr  •+•  Pydx  — Qd.r , 

P et  Q étant  des  fonctions  de  x ; on  fera  y=zzt,  d’où 
zdi  -d-tàzy-Pztdx—  Çdx; 

dans  l’e'qu.  y=zt,  z et  t sont  des  fonctions  de  x , dont  l’une 
est  visiblement  arbitraire  ; on  peut  donc  la  déterminer  en  éga- 
lant à zéro  le  coefficient  de  z\  donc 

dt-f-73td.r  = o,  tda=Q)dx. 

La  r®  donne  y = — Pdx,  d’où  1 1 = — fPdx,  et  comme 

Pilx  11c  contient  pas  y.  l’intégrale  11  de  Pd.r  est  facile  à trouver. 
On  a donc 

lt= U-l~  (1  , OU  l~  e~u+  ‘ — ' 

J/équ.  /d;=  Qhî.r  , devient  c"dz=.  Qe"dx  ; d’où 
anZ  ~ fQc  "d.r  -f  - <• , 
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Q et  u sont  des  fonctions  connues  de  x , et  l’intégrale  /Çe“dx 

étant  obtenue , on  remettra  pour  z sa  valeur  ~ ouye*"*,  ce  qui 

donnera  enfin  l’intégrale  demandée 

ycu  =fQe*dx  c , équ.  où  u = fPdx. 

11  suit  de  ce  calcul,  qu’il  est  inutile  d’ajouter  une  constante  a à 
l’intégrale  fPdx~u. 

Soit , par  exemple , dy  -f-ydx  — ax'dx  ; on  a 
P=i,  Q=ax3,  u—fPdx=x, 

/Qeudx  — fax3  exdxr=  aex  ( x 3 — 3x’  -f-6x  — 6)  ; 

doue  yz=ce~ r-f-a  (x3  — Sx’  + Sx — 6). 


Pour  l’équ.  (i  -f-  xs)  dy — yxdx  = adx , on  a 

' xdx 


, — x a p xdx 

~ r 1-+-X*’  ^ I-J-X*’  J I+l’ 


11/(1  +X'); 


donc  eu=(i  + x*)~*(Voy.  n°  i4g,  120.); 

fQeudx=r  aix--  = + c (page  456); 

*/(i+xa)>  VV  + X) 


enfin,  jr=zax-\-cV'(i  +x’). 

858.  Traitons  enfin  l'èqu.  de  Riccati,  aiusi  nommée  parce 

que  ce  savant  s’eu  est  le  premier  occupé  ; 

*»•  * » - 

..  dy  -f-  bfdx  = aradx  ; 

i°.  Si  771  = 0,  on  a (p.  224) 

fr-  =dx=-i-r & -1  - fr  >1 

a — byl  1 \Za\ya-+-yÿb  [/a  — yyb) 

donc  2xJ /("&)  + c = l(]/a  +y\/b) — \(y/a—  y y b). 

20.  Quand  m n’est  pas  nul,  on  pose^"  = b~‘x~‘  -f.  zx~‘,  et 
l’on  trouve 

x2dz  -J-  62’dx  rr  axm+4dx, 
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transformée  homogène  si  m — — 2,  et  qu’on  intègre  en  sépa- 
rant les  variables,  quand  m = — 

3°.  Dans  tout  autre  cas , soit  fait  z = l~‘,  xm+3  = u , puis 


ïîi 


m + 4 


b'  = 


771  + 3 ’ 77*  + 3 ’ m -j-  3' 

f ’i  , |Xt  K »,  »£«  Jfcj-  ip  . i • / • *4 «M*  * - 4‘ 

et  l’on  a cette  équ.  semblable  à la  proposée, 
d/  4-  b' P du  :=  n'«"d«  ; 

on  pourra  donc  la  traiter  comme  ci-dessus , et  l’intégrer  lorsque 
n sera  — 2 ou  — 4- 

Et  si  n n’est  pas  —2  ou  — 4>  en  effectuant  une  transforma- 
tion semblable,  et  continuant  de  proche  en  proche,  selon  les 
mêmes  procédés,  on  sera  ramené  à des  équ.  de  mêmes  formes 
que  la  proposée,  ayant  pour  la  variable,  dans  le  2e  membre, 

m ~4*  4 n + 4 P + 4 

m -f-  3’  71 + 3’  p + 3’ 


un  exposant  successivement  : 


c.-à-d.  que  cet  exposant  est 

771  + 4 3ttj  + 8 5tm+i2  7771  + 16 

771  + 3’  2771  + 5’  3 771  + 7 ’ L\Ul  + g 

Que  l’une  de  ces  fractions  soit  nulle , ou — 2 , ou — 4 > l’intégrale 

sera  facile  à trouver:  savoir,  m ~ — , i étant  un  entier  quel- 

conque,  positif,  ou  zéro. 

Si  l’on  eût  commencé  par  faire  y—  t~ ',  xm~h,=z,  dans  la 
proposée  , le  même  calcul  aurait  conduit  à trouver  qne  l’inté- 
gration est  possible  lorsque  m = - : ; ainsi  m = — - est 

la  condition  d’intégrabilité  de  l’équ.  de  Riccati. 

Du  Facteur  propre  à rendre  intégrable. 

A ' 

a 

85g.  L’équ.  Mdj  -f-  Ndx  = o ne  résulte  pas  toujours  im- 
médiatement de  la  différentiation  d’une  éc\\x.  J[x  ,jr)  = o;  car 
on  a pu,  après  ce  calcul,  multiplier  ou  diviser  toute  l’équ.  par 


! 
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«ne  fonction  quelconque,  ou  en  éliminer  une  constante  (n°  ■jan) 
à l’aide  île  f(x , y)  = o , ou  enfin  faire  telle  combinaison  qu’ou 
voudra  de  ces  cqu.  entre  elles.  L’équ.  propose'e  peut  donc  ne  pas 
être  une  différentielle  exacte. 

En  general,  soit  u = f{x,y) , la  différentielle  étant 

da//  J2//  t 

du  = Mdy  4-  Ardx , la  relation  — - r—  = - — ; — devient  ici 

Axdjr  cyrdx 


d M 

dar 


AN 

dy 


T~  • • • (*)• 


Ainsi , toutes  les  fois  que  Mdj-  -+•  Ndx  est  une  différentielle 
exacte,  la  condition  (1)  doit  être  remplie.  Réciproquement, 
si  M et  N satisfont  à la  condition  (i),  Md  y Ndx  est  une  diffé- 
rentielle exacte  qu’il  sera  toujours  possible  d’intégrer. 

Pour  démontrer  cette  réciproque,  intégrons  MAy  en  regardan  t 
x commeconstant,etsoit  Pl’intégrale,  fonction  connue  dexetj',. 

dP 

résultant  de  fMAy,  relative  ày  seul,  ouM~  Prenant  pour 

la  constante  arbitraire  une  quantité  X,  qui  pourra  contenir  x, 
nous  aurons  P-f-X pour  l’intégrale  de MAy  relative  hy.  Prou- 
vons que  P-f-X  est  l’intégrale  de  Md./-{-/Ydx,  quand  l’équ.  (t) 
a lieu. 

La  différentielle  complète  de  P -J-  X est  . 

d P 


dP  . , dP  . , . 

— dx-4- -r— dr  + dX  ou 
dx  d y 


dx 


ilx  + Mly  + dX; 


d’où  l’on  doit  conclure  que  P-f-X  sera  l’intégrale  do  MAy  -f  NAx 
(qui  sera  par  conséquent  une  différentielle  exacte),  si  l’on  peut 
déterminer  X de  sorte  que  ce  trinôme  soit  — Mdy-f-NAx,  ou 

iVdx=  ^ dx  + dX,  ou  dX=(iV—^)dx...  (a), 
d p 

Or,  en  différentiant  Jtf  = — par  rapport  à x,  on  trouve,  eu 

vertu  de  la  condition  supposée  (i),  , 

dM  _ jPP  _ d/V  _ d N 
dx  djrdx  ijy  ’ 


ou 


(PP 


A y dj'dr  " 
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ou  o ^JV — r Native  i/;  ^ est  donc  une 

fonction  de  x,  ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

L’intégrale  cherchée  est  donc  P 4-  Y,  P étant  celte  de  MAy 
par  rapport  à y seul,  et  Y l’intégrale  de  la  fonction  de  x donnée 
par  l’équ.  (2).  Nous  avons  donc  démontré  notre  réciproque  en 
même  temps  que  nous  avons  donné  un  procédé  d’intégration 
de  MAj  + Kdx. 

Il  est  inutile  de  dire  qu’on  peut  également  commencer  par 
intégrer  A’dx,  pétant  constant,  et  compléter  l’intégrale  par 
une  fonction  Y dej",  etc...  On  préférera  celle  de  ces  deux  voies 
qui  facilitera  davantage  le  calcul. 


I.  Soit  proposé  d’intégrer 


dx 


M=  *by,  iV= 


V/(«  +a:*) 
r 


+ «dx  4-  ikydj , où 
4 -a: 


^/(i  H-or») 

on  trouve  P=by*  ; ainsi  by1 4-  Y est  l’intégrale  cherchée,  puis- 
que la  condition  (1)  est  remplie.  La  différentielle  de  by7  4-  Ar  re- 
lative à x,  comparée  à Ndx,  donne  (p.  4^0 

()  T 

dY  = — — — 4-uda:,  d’où  X — ax-\-\.c[x  4*  l/( 1 4-x)]  i 

^/(id-x*)  ’ -r  l -r  v * r n, 

donc , on  a by  4-  «x  -f-Lc  [x  4“  1 4~  xa)]  • 

11.  De  même  pour 

a(xdx-\-jrdy)  yAx — xAy 


V{x'-\-j') 

M— 

N= 


+ ■ 


.r»  4-j-‘ 


ar 


t/(*’4 -jr2)  x'1  +J 

ax  . y 


f-  3byAj  , 


-.4-3  by. 


+ 


x/y+y)  x‘-j-y~ 

\prcs  avoir  reconnu  que  l’équ.  (1)  est  satisfaite,  on  intégrera 
Ndx  par  rapport  à x ; on  trouvera 

«!/(*’  4-\T‘)  + arc ^tang  = j)  4-  Y , 
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en  désignant  par  Y une  fonction  dey.  DiJFe'rentiant  cette  ex- 
pression par  rapport  à. y,  et  comparant  à Mdr , on  aura 

dYz=3by'dy,  d’où  Y=by*  -\-c.  Ainsi  l’intégrale  est  obtenue 
complètement.  En  faisant  n = ùrac  o,  on  trouve 

/î^=*"(“»s=D+‘- 

Cette  intégrale,  employée  par  M.  Laplace  ( Mècan . cél. , 
t.  I,  p.  6),  est  un  cas  particulier  de  la  précédente. 

III.  On  trouvera  de  même 


/i 


'dx[x  + {/(x'1 4-jr1)]  4 -ydy 


:l.c[x-f-  l/(x* +.?**)]. 


[*  + V (*’4  J%)] 

860.  Quand  Mdy  Nàx  ne  satisfait  pas  à la  condition  d’in- 
tégrabilité  , on  peut  se  proposer  de  trouver  si , en  multipliant 
cette  expression  par  une  fonction  * de  x et  y,  elle  pourrait  de- 
venir une  différentielle  exacte.  Mdy -f- Nd x=o  résulte  de  l’éli- 
mination d'une  constante  entre  la  primitive/^ x,  y,c)—o,  et 
sa  différentielle  immédiate.  Mettons  ces  équations  sous  la  forme 
y'-\-K  = o,  c=<p  (x,y),ce  qui  est  permis;  K représente  une 
fonction  quelconque  de  x et  y.  La  dérivée  de  c=ç(x,y)  étant 


on  a y + -p  = o,  et,  comme  la  cons- 


tante  c n'entre  plus  ici , cette  expression  (n°  ■527)  est  identique 
avec  ÿ-\-K,  ou 

Py’+Q_<Pf 


■ K-- 


on  a <p‘—P(y'+K  ); 


P P' 

comme  ces  deux  membres  sont  identiques  , et  que  <p'  est  une 
dérivée  exacte,  P(y'-t-K)  doit  également  en  être  une,  ce  qui 
prouve  qu'ilya  toujours  un  facteur  P propre  à rendre  intégrable 
la  fonction  y'-f-  K , ainsi  que  toute  équation  différentielle  du 
premier  ordre  entre  x et  y. 

Cherchons  ce  facteur,  que  nous  représenterons  par  z. 
Mzdy-j-Nzàx  ne  peut  être  différentielle  exacte  qu’autant  que 

M.  ^...(3). 


d{Mz)  d(Nz)  /d  M d/V- 

-j  — > 0uj,~ 


dar 


dy 


\ dx  d_y  / 


dy 


dx 
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Cette  équ.  aux  différentielles  partielles  est  rarement  utile  à 
cause  de  la  difficulté  des  calculs  ; mais  on  peut  en  tirer  quelques 
propriétés  remarquables. 

i°.  Si  l’intégrale  fi  de  z(MAj'-{-N<\x)  était  connue,  le  facteur 


avec  z{Màjr-^rTiix) , qui  lui  est  identique,  on  en  tirerait 
aisément  z. 

2°.  Multipliant  l’équ.  du-=z{MAj?  -{-Nüx)  par  une  fonc- 
tion quelconque  de  u,  telle  que  i pu,  nous  avons  r 


Or,  le  premier  membre  étant  une  différentielle  exacte , le 
deuxième,  qui  lui  est  identique,  doit  jouir  de  la  même  pro- 
priété ; d’où  il  suit  qu’il  y a une  infinité  de  facteurs  z.ipu  propres 
à rendre  intégrable  toute  fonction  dex  et  de  j'-,  et  que  la  con- 
naissance de  l’un  d’entre  eux  z suffit  pour  en  obtenir  un  nombre 
infini  d’autres  z.çu. 

3°.  Si  le  facteur  z ne  contient  que  l’une  des  variables  x ou^-, 
on  le  trouve  aisément  j car  soit  z fonction  de  x seul , l’équ.  (3) 
se  réduit  à 


tielle.  L’intégration  de  cette  équ.  donnera  z;  car  l’bypotbèse 
exige  que  le  2'  membre  soit  indépendant  de  je;  on  reconnaîtra 
même  à ce  caractère  si  la  supposition  est  légitime. 

De  même , si  z est  fonction  de  jr  seul,  on  a 


et  le  2e  membre  doit  être  indépendant  de  x.  On  remarque  dans 
los  équ.  (4)  et  (5)  que  la  partie  renfermée  dans  les  paren- 
thèses est  nulle,  lorsque  M<\y-\-Nàx  est  une  différentielle 
exacte. 


ç u . d u = z . <p  u ( Mdy  -f-  IVdx) . 


T.  II. 


3a 
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I.  Soit,  par  exemple,  dx-j-(odx-f-  i-bj^y)\/{\  -}-  x')=o  ; 
la  condition  d’intégrabilitc  n’est  pas  remplie,  puisque 

diY  d M o.byx 

d^  dx  ~~T~  x“)  ’ 

mais  cette  quantité,  divisée  par  M ou  ai/l/O-f-x’},  donne 


pour  quotient  cette  fonction  de  x, 


— x 


; donc  l’e'qu.  sera 


i -f-x* 

Tendue  intégrable  par  un  facteur  fonction  de  x.  L’équation  (/j) 
donne  * 

lz—  =— ; l(«+*’)=  — 1 i/(i+x’). 


Donc  z = 


l-f-x* 

i 


. La  proposée  prend  alors  Informe  qu’on 


a traitée  n°  85g,  T. 

II.  L’équ.  linéaire  àjr-^-Pyàx  = Çdx  donne  — ^^3=/’, 

aussi  la  condition  (i)  n’a  pas  lieu  ; niais  cette  fonction  P , di- 

da 

risée  par  M=t , donne  une  fonction  de  x;  ainsi  — = PJx, 

d’où  la  =/Pdx=M  ,-et  z=eB.  Tel  est  le  facteur  qui  rend  la 
proposée  intégrable.  Elle  devient  e“djr+  cu(Py~  Ç))dx=o  ; 
il  ne  s’agit  plus  que  de  suivre  le  procédé  du  n°  85g.  Intégrant 
e“d y par  rapport  à jr,  on  a euy-^-X,  dont  la  différentielle  re- 
lative à x,  comparée  à e"(Py — Ç))dx , donne  AX=  — e-'Çdx; 
donc  l’intégrale  cherchée  est,  comine  on  lésait  déjà  ( n°857), 

e"y—f  Çe“dx  -f-  c,  e'qu.  où  u~f  Pt\x. 

III.  De  même,  x3<ljr-f-  — — - 1 — — ^ dx=o,  donne 

lz=lx  ; ainsi,  il  faut  multiplier  la  proposée  par  x pour  qu’elle 
soit  intégrable.  On  trouve  enfin  , pour  intégrale, 

x'y  + \ /(t— *’)=<•• 

IV.  Le  facteur  propre  à rendre  intégrables  les  fonctions  ho- 
mogènes se  trouve  aisément.  Soit  m le  degré  ( n°  322)  d’une 
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telle  fonction  F des  variables  x,y. . . ; si  oïl  les  remplace  par 
Ix , ly. . . , l étant  un  nombre  quelconque  , F deviendra  FF-, 
faisant  /=i+  h , F devient  donc 

(i  -| -h)mF—  F[i  + mh  -J-  A m(m  — i)h*. . . .]. 

D’un  autre  côté,  x,y.. . sont  devenus  x -j-hx,y-+-  hy. . , 
et  la  fonction  F de  [x  -+-hx) , (y+hy). . . . se  développe  sui- 
vant le  théorème  (n°  743), 


„ dF,  dF 

r+Kij:+<F 


d'F  h^x' 
dx’  2 


d'F  ,,  , a •FA’r» 

■ - — — h2xy-\-  - — 

dxdj"  J djr1  2 


Comparant  les  puissances  semblables  de  h , dans  ces  deux  déve- 
loppemens,  on  trouve 

„ dF  dF 
mF  = -t—  x 4-  t—  y-  • ■ , 
dx  Ay J 

, < ~ d’F  , , d*F  , d’F  , , 

v ' Ax*  ^dxdj  J ^ ay*J 

86 1.  Pour  appliquer  ce  théorème  à Mdy  N dx  , M et  N 

étant  homogènes  du  degré  p , cherchons  s’il  existe  un  facteur 
homogène  z,  qui  rende  zMAy-^-zlSdx  une  différentielle  exacte  ; 
soit  n le  degré  de  z.  Comme  Nz  est  homogène  du  degré  p -f-  « , 
la  propriété  ci-dessus  donne 


or,  on  suppose 


d(lkfz) 

dx 


d(Z\Ts) 

dj- 


en  substituant  dans  la  précédente  pour  ce  dernier  terme  sa  va- 
leur, il  vient 


OU 


dx  ‘ dx  dx 

f , , - -,  d[S(Mr  + Arr)]  . 

(p+n  + x)  I\7z== — • 


cette  équation  est  satisfaite,  en  faisant  s — ü/f4-Arx’ 

32.. 


car 
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alors  le  degré  n de  z est  = — p — i , d’où  p -f-  n ■+• 1 — o. 
ponc  - est  intégrable  ; l’intégration  ne  présente  plus 

ensuite  de  difficulté  (n°  85g). 

On  trouve  que  xi]y — Ax[y  -f-  l/(x“  +„r’)]  = o,  doit  être 

7P+B’p*rn‘ppo,t 


divisé  par  x\/(x’  -f  jrl)  ; intégrant 


à y,  on  a \ [j'+i/(x*+y*)']  (n°  8i3);  ajoutant  X,  différen- 
tiant  par  rapport  à x , et  comparant , il  vient 


IV—  , YJr+i/(g’-hr)  , 

\ xVix'+y*) 

= — ?.dx  ( 


r’-hr)]) 


V(x'+j  'a)Lr+  V(x'  -hr3)]> 

x*-hr“4 -j'\Z(x*+jy’‘)  \ _ làx 

C\xV(x*+jr*)lr+V(x'’-fjr>)])  x ’ 

ainsi,  X = le  — lx%  et  l’intégrale  cherchée  est 
cj  + c \/(x'  +j‘)  — x1 , 
comme  n°  855,  III. 

862.  On  a quelquefois  besoin  de  différentiel-,  relativement 
à y,  des  fonctions  qui,  telles  que  u—  fMdx,  sont  affectées  du 
signe  d’intégration  par  rapport  à x;  on  différentie  alors  sous  le 
signe /.  En  effet,  puisqu’on  a 

dau  dau  AM 

87; 


du  .. 


AyAx  AxAy 

du  CAM  , 

et  intégrant  par  rapport  à x,  on  trouve  J dx. 

Sur  les  Solutions  singulières  ou  particulières. 


863.  Soit  proposée  une  équ.  différentielle  V~  o , qui  ait 
pour  intégrale  cornplètey(x,  jr,  c)  = o , c étant  la  constante 
arbitraire.  La  différentielle  immédiate  de  cette  équation  sera 
pdj--^.QAx=o  ; la  proposée  doit  résulter  de  l’élimination  de  c 
entre  ces  deux  dernières  (n0  727).  Tant  que  celles-ci  demeurent 
les  mêmes,  on  doit  retomber  sur  la  proposée  V—  o , par  l’éli- 


i 


* 
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inination  dec,  quelque grandeur  qu’on  prenne  pour  c.  dans  l’une 
et  l’autre  , quand  même  c serait  une  fonction  de  x et  jr  : cela 
est  évident.  Différentiant  f=o  par  rapport  à x,  y et  c\  on  a 

Pdy  -f-  Çdx  -f-  Cdc=  o, 

qui  se  réduit  à Pdy  -f-  Çda:  = o,  en  posant  Cdc  = o ; donc , 
toute  valeur  de  c qui  satisfait  à cette  condition,  change  fz=z  o 
en  une  e'qualion  S=zo,  telle  que  sa  différentielle  est  encore 
Pdy-{-  Qdx  = o : l’élimination  de  centre  les  équ.  Cdc—o,f=o 
redonnera  la  proposée  V —o\  donc  5 = o est  une  relation 
entre  x et  y qui  satisfait  à l’équ.  7^=0,  etenestune  intégrale. 

Cdc  = o donne, 

i°.  dc=o,  c=const.,  et  la  fonction  f reste  la  même. 

2°.  C=z  o peut  donner  une  valeur  constante  et  déterminée 
dec;/==o  devient  alors  une  intégrale  particulière , qui  n’offre 
rien  de  remarquable  : c’est  un  cas  renfermé  dans  le  précédé. • t , 
où  l’on  a pris  pour  c un  nombre  désigué. 

3°.  C ne  contient  pas  c,  quand  c n’est  dans  yqu’au  t"  degré  ; 
alors  on  ne  doit  pas  poser  C=o,  celle  équ.  ne  pouvant  donner 
de  valeur  de  c;  ou  plutôt  C=o  donne  une  intégrale  particu- 
lière, qui  répond  à c infini. 

4°.  C=  o , ou^=o,  peut  donner  pour  cune  fonction  va- 
riable, c=<p(x,y)  ; p étant  substituée  à c dans f=o,  on  aura 
uneéqu.  5= o,  dontladifférentielleseraencorePdy-f-Çdxr=o, 
en  éliminant  p. 

En  général , S n’est  pas  compris  dans  f{x,  y,  c) , puisque  c ne 
peut  y recevoir  que  des  valeurs  constantes,  tandis  que  c est  de- 
venu variable.  L’équ.  S—  o , qui  ue  renferme  pas  de  constante 
arbitraire,  offre  donc  une  relation  entre  x et  y , qui  satisfait  à 
la  proposée  7^=o,  quoique  n’étant  pas  comprise  dans  son  in- 
tégrale générale.  C’est  ce  qu’on  nomme  une  Solution  singulière 
ou  particulière. 

Par  exemple,  l’élimination  de  la  constante  centre  l’équation 
y‘ — acy-j-at’ssic1,  et  sa  dérivée,  donne  (n°  ■327) 

( **  — 2J*  ) y'7  — 4 xj  y'  —■  x*=  o ; 


i 


ï 


1 
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mais  si  l’on  regarde  c comme  seule  \ariable  dans  l'équation 
primitive  proposée,  on  aura  c = — -y,  ce  qui  la  changera  en 
xa-f  oy'=po.  On  peut  aisément  s’assurer,  parleçalcul,  que  cette 
équ.  satisfait  à notre  équ.  différentielle , quoiqu’elle  ne  soit  pas 
comprise  dans  son  intégrale. 

Pareillement  x * — 2 cy — b — e*=o,  a pour  dérivée,  après 
l’élimination  de  c, 

y,{x%  — b) — 2 xyy'—x*. 

La  dérivée  relative  à c seul  donne  y 4* c =»  ° ; d’où  c= — yr 
puis^a+jr!1  = b ; c’est  la  solution  singulière  de  notre  équation 
dçrivée. 

L’équ.  y—x  -f-(c — donne  C=2(c— 1)  {/ x—o ; 

d’où  c=i,  puis  y~x,  cas  particulier  de  l’intégrale  com- 
plète ; ce  n’est  donc  pas  une  solution  singulière.  Ceci  se  rap- 
porte à ce  qui  a été  dit  (a0.). 

Enfin,  l’équ.  y%  -(-  x’  r=  2cx , donne  C—  2x  = o , qui,  ne 
contenant  pas  c,  ne  donne  encore  qu’une  intégrale  particulière 
relative  à c = 00.  ( Voyez  le  cas  3°.  ) 

864-  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

i°.  Les  solutions  singulières  doivent  être  cherchées  avec  au- 
tant de  soin  que  les  intégrales  complètes,  parce  qu’elles  peuvent 
renfermer  la  vraie  solution  du  problème,  qui  conduit  à l’équa- 
lion différentielle  qu’on  a intégrée. 

if 

a0.  L’équ.  -y-—1 0 exprime  la  condition  pour  que  f(x,y,c)~o 

ait  des  racines  égales  relatives  à c (n°  524).  Si  donc,  à l’aide 
del’équ.  singulière,  on  chasse  x ou  y,  l’intégfale  complète 
de  l'équ.  résultante  aura  des  facteurs  égaux.  C’est  ainsi  que, 
dans  notre  Ier  exemple,  si  l’on  fait  x*  = — ?y°,  la  proposée 
devient 

y%  -f-  a cy  + C1  = (y  + c)’  = o. 

3°.  Puisque  la  constante  c est  arbitraire , on  peut  considérer 
l’intégrale  complète f {x,y,  c)  = o comme  l’équ.  d’une  infinité 
* de  courbes,  dont  1$  paramètre  c est  différent.  Si  donc  on  at- 
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trtbuc  à c toutes  les  valeurs  possibles,  ces  ligues  consécutives, 
se  couperont  deux  à deux  en  une  série  de  points,  dont  le 
système  formera  une  courbe  tangente  à chacune.  L'équ. 
f(x,jr,'c)  = o appartient  à l’une  de  nos  courbes,  ainsi  qu’à 
la  courbe  qui  les  embrasse  toutes;  seulement  c est  constant 
dans -le  i"  cas,  quels  que  soient  x ely-,  tandis  que  dans  le 
c est  une  fonction  variable  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. La  tangente,  en  ce  point,  étant  déterminée  par  y' , est 
la  même  pour  l’une  et  pour  l’autre  ; y’  doit  donc  conserver  la 
même  valeur,  que  c soit  constant  ou  variable  dans^ar,^,  c)=o; 

Éf- 

de 

l’e'qu.  résultante  en  x ety,  qui  est  la  solution  singulière , ap- 
partient à la  ligne  de  contact  des  courbes  comprises  dans  l’in- 
tégrale compl'ete.  ( Voyez  n°  8o5.) 

4°.  Résolvons  par  rapport  à c l’équ.  f{x,y,  c)  = o,  et  soit 
e=4/(xij').Sirousubslituait4/(a:,j^)pour  c, dansez:,  j-,  c)= o, 
le  résultat  serait  identiquement  nul,  ainsi  que  toutes  les  dérivées 
relatives,  soit  ai,  soità^.  Ou  a donc  (n®  712) 

d f d f de  , , de  d/.  t] f 

dx  + dl-  ’ dx  ~°’  tl°Udi“  dx-  de  ’ 

d f . de  , » de 

or,  ~r  = o.  donne  — = 00 : de  meme  — = 00.  Ce  caractère, 
’ de  dz  dy 

propre  aux  solutions  singulières,  offre  encore  un  moyen  de  les 

obtenir, 

De  x'1  — 2 cy  — c*  — i = o,  on  tire 

x 


e — — y + l- 


, . de 

' da:  "f*  y3 — b)  ’ 


donc  x%  -f-  y1  = b,  qui  rend  cette  fraction  infinie,  est  la  solu- 
tion singulière. 


En  posant  ou  ~ infini, 
1 d*  dy 


il  conviendra  de  s’assurer  si  la 


relation  entre  x cty,  qui  en  résulte,  combinée  avec  la  propo- 
sée, ue  donne  pas  ç (r,  y)  = const  ; car  alors  on  n’aurait  qu’une 
intégrale  particulière. 
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5°.  L’existence  des  solutions  singulières  est  une  conséquence 
de  ce  que  l’équ.  ^ = C=o,  donne  pour  c une  valeur  va- 
riable c=tp(x,y)  ; mais  il  se  peut  que  la  fonction  ip’soit  ré- 
ductible à une  constante,  en  vertu  de  l’intégrale  complète. 
/(*,  y y c)  — O J OU  que/contlnt  c sous  la  forme  (c  —a)  (c  — <p), 
en  sorte  que  c=ç  reviendrait  à c = a;  alors  on  n’aurait  plus 
qu’une  intégrale  particulière,  comme  si  l’on  eût  pris  un  nombre 
déterminé  pour  c.  Donc,  pour  que  C = o donne  une  solution 
singulière,  il  faut  qu’il  n’en  résulte  pour  c , ni  une  constante, 
ni  même  une  fonction  variable  <p  qui,  mise  dans  f = 0 , revien- 
drait à jr  prendre  pour  c une  valeur  constante. 

Par  exemple, 

[x'+y'—b)  Cr>—  2qr)+(**— i)c»=s0, 
donne  C=-y(x‘+y'-.b)  + (x‘-b)C==0  ; 

,,  . . Y * — b) 

dou  cp=  - ~J_b — -,  puis y\y'+  *a— i)  = 0. 

Cette  équ.  n’est  qu’une  intégrale  particulière . provenue  de 

CCO. 

De  même  c1 — (,x-\-y)c — c-|-x  +.?'■=:  o,  donne 
C=Z7.C—X—y-  1 = 0,  c = i(x  + ^+i); 

la  proposée,  qui  revient  à (c— i)  (c— x—  j)=o,  devient 
(x  + y — i)*=  o ; ainsi  on  a x y = i,  intégrale  particu- 
lière provenue  de  c=i , après  avoir  divisé  par  c— i. 

L’équ.  y = x+(c — i)s  (c — x)’,  donne 

C=(c  — x)  (c — i)  ( 2c  — x — i )=o. 

c = i donne  l’intégrale  particulière  ys=x;  c=x  donne  la 
même  chose,  et  non  pas  une  solution  singulière,  quoique  c soit 
variable. 

Enfin , c=x- i (x-j-i)  donne  la  solution  singulière. 

6°.  Soitz  le  multiplicateur  qui  rend  dérivée  exacte  l’équation 
y’+K  = o,  en  sorte  que  z(y’+  K)=tp'==0  ait  pour  pri- 
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mitive  ç(x,y)  = c ; la  solutiôu  singulière  S= o ne  doit  pas 
être  comprise  dans  cetleéquation.  Par  conséquent,  si  de  S=o, 
on  tire^  en  fonction  de  x,y==.\ J/X,  la  substitution  dans  la 
fonction  cp(x,y)  ne  doit  pas  la  réduire  à une  constante;  ainsi 
sa  dérivée  <p'  ne  doit  pas  être  nulle. 

On  voit  donc  que  des  deux  expressions  y + K , et  <pr  ou 
z(y'-\-K),  l’une  doit  être  nulle  en  vertu  de  y = ^x,  tandis 
que  l’autre  ne  doit  pas  l’être;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’au- 
tant  que  z est  infini.  11  en  résulte  que  les  solutions  singulières 
rendent  infinis  tous  les  facteurs  propres  à rendre  intégrable 
l’équ.  différentielle  proposée  ; ou  plutôt,  que  les  solutions  singu- 
lières de  cette  équ.  ne  sont  autre  chose  que  les  facteurs  algébri- 
ques, que  l’on  peut  mettre  en  évidence,  et  séparer  entièrement 
de  cette  équ.  par  une  tranformation  convenable. 

( Voyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson , i3*  Journ.  Polyt.,  où  il 
est  démontré  qu’on  peut  toujours  délivrer  une  équ  dut"  ordre 
de  sa  solution  particulière,  ou  en  introduire  une  à volonté.) 

865.  Concevons  que  y—  X satisfasse  à une  équ.  proposée 
y'=F(x , ÿ),  X étant  une  fonction  donnée  de  x,  et  qu’on  ait 

X'  = F{x,X) (I);  . 

cherchons  à reconnaître  si  y =X  est  une  solution  singulière, 
ou  une  intégrale  particulière ; X ne  renfermant  pas  de  constante 
arbitraire.  Soitjy=4(x> a)  l’intégrale  complète  dcy'=F(x,y)  ; 
a étant  la  constante  arbitraire  : si  y~=.  X est  un  cas  particulier 
de  y=ÿ(x,a),  en  sorte  que  4'(a;>a)  devienne  X lorsqu’on 
attribue  à a une  valeur  b , il  faut  que  4*  a ) — X soit  zéro 
pour  a—b:  donc  ( n°  54o) 

4-(ar,  a) — X=(a — b)m», 

m étant  la  plus  haute  puissance  de  a — b , et  s une  fonction  de 
x et  a qui  ne  devient  o , ni  oo  , pour  a — b.  Représentons  la 
constante  ( a — b)m  par  c ; l’intégrale  complète  de  y'  = F(x, y) 
sera  donc  y • = X -f-  cz. 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  y dans  y'  = F(x,  y) , cette 
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relation  deviendra  identique,  « 

X'  + cz’=bXx,X  + cz). 

Or,  d’une  part , le  de'veloppement  de  z suivant  les  puissances, 
ascendantes  de  c,  a la  forme  (n°  y 38)  z= A'  -f-  Ac*  -f-  . . . 

les  exposans  a , b.  ».  e'tant  croissans  et  positifs , et  K,  A, B. . . 
des  fonctions  de  x ; car  z n’est  ni  oo,  ni  o,  lorsque  c = o. 
Donc 

X -f  a'  = X'  + K’c  + A'c**'  -( 

De  l’autre  part,  le  développement  de  F(x,X-{-cz)  doit  pa- 
reillement être  F(x,X)  + Ncnz"  -f-  Mcmzm-\-, . , n,  m. . .étant 
croissans  et  positifs.  Celte  série  est  d’ailleurs  facile  à obtenir 
fn°  746) , et  l’on  doit  regarder  comme  connus  les  nombres  n, 
ainsi  que  les  fonctions  de  x désignées  par  N,  M. . . . Si 
donc  l’on  met  ici  pour  z sa  valeur  développée  , on  a , en  vertu 

Je(0»  * 

K’c  4-  A’c"+'  4- . . . as  Ncn(K  -f Ac“  4- . . . )» 

+Mc*(K+Ac“  -f-.  • O™  + etc. 

11  s’agit  donc  de  savoir  s’il  est  possible  de  déterminer  s , ou 
plutôt  les  cocfficiens  A , B . . . en  fonction  de  ar,et  (es  nombres.. 
a,  b. . . , de  manière  à rendre  cette  équ.  identique;  car,  si  cela 
n’est  pas  possible , y = X est  une  solution  singulière;  dans  le 
cas  contraire , on  a une  iutégrale  particulière. 

Il  se  présente  trois  cas. 

i°.  Si  tP>  1 , le  terme  K’c  n’en  rencontre  pas  de  semblable 
qui  puisse  le  détruire  : on  fera  donc  K’=o,  d’où  K = const. 
Puis  on  posera  a-f  1=11,  A' ■=  NK”,  ce  qui  déterminera 
n = n — 1,  et  A=xfNKnAx%}  et  ainsi  des  autres  ternies. 
L’identité  sera  donc  toujours  possible , et  je  — X sera  une  inté- 
grale particulière. 

20.  Sin— r,  la  même  chose  aura  lieu;  car,  posant  K'~NK , 
011  aura  1 K=. J~N(lx  : il  sera  facile  ensuite  d’ordonner  les  deux 
membres,  e t de  comparer  les  exposans  et  les  coefliciens  respectifs 
des  termes  de  même  rang.  On  déterminera  ainsi  les  exposans 
u,  à. . .,  et  les  coefliciens  K , A , B. . . 

3°.  Enfin,  si  n<C  t , le  terme  NcnKn  n’en  trouvera  aucun  autre 


1 
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qui  lui  soit  semblable  , puisqu’il  n'y  a pas  d’cxposani  de  c qui 
soit  <j  dans  le  1"  membre  : et  comme  K ne  peut  être  nul, 
il  ne  sera  possible  en  aucune  manière  de  satisfaire  à l’identité  : 
X sera  donc  une  solution  singulière. 

866.  Puisque  n <i  dans  ce  dernier  cas  , en  mettant  .Y-f-  cz 
pour  y dans  F(x,y),  si  le  développement  de  Taylor  est  fautif 
entre  le  iCT  et  le  2e  terme,  c.-à-d.  si  la  dérivée  de  F(x,y) 
relative  à y est  infinie  (n°  ^36,  3 °.),y  = X est  une  solution 
singulière.  Réciproquement  une  valeur  yz=.X  qui  satisfait  à 

dF 

y'  — F(x,y),  et  rend  — infini,  est  une  solution  singulière, 

puisqu’elle  donne  au  développement  de  FÇxjX  + t'*)  la  forme 
X'  -\-NcnKn. . .,n  étant  <i . 

La  condition^-*,  ou  = OP  > forme  donc  le  véritable  ca» 
dy  ày 

ractère  des  solutions  singulières  , et  l’on  voit  que  pour  qu’elle 
soit  remplie,  si  la  fonction  Fest  algébrique,  elle  doit  renfermer 
un  radical  (n°  739,3°.  ) que  1’liypollièse  fait  disparaître. 

Dans  le  i*r  de  nos  exemples,  p.  5oa,  on  a 

*Lr± V&'+y'—b)]  d y __  x (l±.  x \ 

x 3 — b ’d  y x'x — b\  ^{x'-^y'1 — b})* 

et  cette  dernière  fraction  est  rendue  infinie  par  la  solution  sin- 
gulière y*^=  b — x*. 

867.  Il  est  donc  facile  d'obtenir  les  solutions  singulières 

sans  connaître  l’intégrale  complète ; car  en  tirant  la  valeur  de 

d r'  . . d r’  V 

-r— , on  l’égalera  à l’infini  : soit  -f—  = 77.,  on  fera  T=. o,  ou 

cl  j-  0 d y r' 

U=  00.  Considérant  tous  les  facteurs  de  ces  équations,  les 

résultats  qui  satisferont  hy=F(x,y)  seront  seuls  les  solutions 

singulières.  » 

Pour  y'=a(y — n)*,  on  a ak(y  — n)',-l=oo , ce  qui  exige 

que  k soit  <^1 , et  y — n : et  comme  la  proposée  n’est  satisfaite 

gau  y — n que  si  k est  positif,  on  voit  qu’elle  n’est  susceptible 


y 


5o8  CALCUL  INTÉGRAL.  "" 

de  solution  singulière  que  si  k est  entre  o et  i.  L’intégrale 


complète  est 


{y  — «)  _ 

i — k ~~ 


ax  + c. 


Il  n’est  pas  nécessaire  de  donner  à l’équation  dérivée  la  forme 
explicite  y'—F{x,y)  pour  appliquer  notre  théorème;  car» 
soit  V ■=.  o , la  relation  donnée  entre  x , y et  y'  ; on  peut  con- 
sidérer jr'  comme  une  fonction  de  x et  y,  que  celte  équation 
détermine  ; ainsi , la  différence  partielle  de  y'  relative  à y,  sera 
donnée  (n°  712)  par 

>■  àr  dv_  d y_  < 

dy  + dy’’dy  ~°’ 

d y . a . j dV  dV 

or,  est  infini  quand-; — . = o,  ou  — = 00  : 

dy  ^ d y dy 

en  sorte  qu’on  obtiendra  toutesles  solutions  singulières  par  cette 

voie.  S’il  arrive  même  que  la  fonction  V soit  algébrique, 

rationnelle  et  entière  , cette  dernière  condition  ne  sera  pas 

’ . *dV 

possible.  Il  faudra  ensuite  éliminer  y'  entre  V—oet-y-,  — °* 

On  ne  devra  d’ailleurs  prendre  que  les  facteurs  de  cette  dernière, 

dV  dV 

qui  11e  sont  pas  communs  entre  -j-p  et  -j— . 

Ce  calcul  ne  fera  connaître  que  celles  des  solutions  singulières 
qui  contiennent  y,  celles  qui  ne  renferment  que  x échappent  à 
cette  règle  ; pour  obtenir  celles-ci , on  devra  raisonner  de  même 
par  rapport  à x : on  trouvera  ainsi , outre  les  solutions  déjà 
connues  où  entrent  x et  y,  celles  qui  ne  dépendent  pas  de  y. 
i°.  Ainsi,  (x7 — ^y)y'* — — x*=o  donne 

f 

iy*)y—  2xy=o, 

en  différentiant  par  rapport  à y'  seul  : éliminant  y entre  ces 
équ, , on  trouve  la  solution  singulière , qui  est  x J -f-  2 y*  = o. 

20.  De  même  xdx-l-ydy=dy\/(x‘-î-y*— c1), 
ou  x’-f-  2-xyy' -\-y\c* — x‘‘)  — o 

donne  xy-\-y'  (ea — x'1)  — 0 , puis  x3  -f-  y'‘=c'\ 
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3°.  Pourjrdx— xj3y=fAs,  où  d.s  = v/(ilx’  + dy)>  on  trouve 

X' — û>  = ZXJJ  +y*  (a’— X2) , 

il  où  xy  = y (x*  — a’)  ; puis  éliminant  y\  on  a,  pour  la  so- 
lution singulière,  xi-i-ytt=ai. 

4°.  Celle  de  y=xy'+Y„  où  Y,  est  une  fonction  quelconque 
de  y',  s’obtient  en  éliminant  y'  à l’aide  dex  -f-  ==<, 

dy 

868.  Puisque  sans  connaître  l’intégrale  complète  d’une  équ. 
dérivée  F=o,  on  sait  en  trouver  les  solutions  singulières  et 
que  le  facteur  z,  propre  à rendre  intégrable  la  proposée  /est 
alors  infini  ( n»  864  >6°.),  on  peut  souvent,  par  des  artifices 
d’analyse,  trouver  ce  facteur  z.  Un  exemple  tiré  du  Mémoire 
de  Trembley  ( Acad.  Turin , 1790  —91  ) suffira  pour  faire  en- 
tendre ce  procédé. 

Dans  l’ex.  3'  nous  avons  trouvé  x'+y1 — aa~o  pour  solu- 
tion singulière  ; la  proposée  résolue  par  rapport  à y',  donne 

(a»_  x’)y+  xy  = a\/(y°+  x’—  a2) , 

qui  est  visiblement  satisfaite  par  x’— a2  = o : on  essaiera  si 
le  facteur  z a la  forme  (x’—  a')"(y'+x>—  &)*,  m et  n étant 
des  indéterminées.  Pourcela,on  multipliera  l’équ.  ci-dessuspar 
cette  fonction,  et  l’on  posera  la  condition  (1)  (n°  85g),  puis 

on  verra  qu’elle  est  remplie  en  prenant  m = n — 

ainsi , le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  est 

(x“ — a*)-1  (ya-f-  x’— a1)- 

Des  Équations  où  les  Différentielles  passent  le  premier 

degré. 

869.  Cherchons  l’intégrale  de  F(x,  y , y' } y ..y"*)  = 0 
Comme  cette  équ.  ne  peut  provenir  que  de  l’élimination  d’une 
constante  centre  l’équ.  intégrale  et  sa  dérivée  immédiate, dans 
lesquelles  c entre  à la  puissance  m , soit  c=p(x,j-)  la  valeur 
de  cette  constante  tirée  de  l’intégrale;  <p'(x,y)  — 0 ne  con- 
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tiendra  y'  qu’au  i"  degré,  et  l’on  pourra  en  tirer  y'=sX, 
X contenant  x et  y affectés  de  radicaux  : et  puisqu’en  les 
faisant  disparaître  par  des  élévations  de  puissances,  on  doit 
reproduire  la  proposée  F—  o , il  s’ensuit  que  y'—  Y doit  être 
facteur  de  F. 

Si  donc  on  résout  la  proposée  par  rapport  à y',  et  qu’on  in- 
tègre ses  facteurs  y’ — X=o,  y' — X,=o. . .,  on  voit  que  ces 
intégrales  seront  celles  de  la  proposée  qui  répondent  aux  di- 
verses valeurs  de  c=ip  (x,y).  Soient  P=o,  Q=o,  R = o..., 
ces  intégrales;  leurs  produits  PQ~o,PÇR=.o. . .,  satisferont 

aussi  à la  proposée , car  la  dérivée  du  produit  PQR étant 

P'QR. . .-\-PQ'R. . .-f -PQRf .. . -fetc. , chaque  terme  est  nul 
en  particulier. 

Par  exemple , yÿ'-Y  zxy'=y  donne 


y = 


— g±v/(jr’4-xJ) 

y 


d’où 


yy'  4- 

V /y%+x% 


et  comme  le  i"  membre  est  visiblement  (n°  809,  IV)  la  dérivée 
de  v/fx’-f-jr’) , on  a pour  intégrale 

— Viy'+x^—x  + c,  ou  y*  = 2cx c* . 

870.  Au  reste,  il  est  des  cas  où  l’on  peut,  par  des  artifices 
de  calcul,  éviter  la  résolution  des  e'qu.  par  rapport  h y'  : les 
deux  exemples  qui  suivent  sont  dans  ce  cas. 

I.  Supposons  que  l’équ.  ne  contienne  que  x et  y\  et  soit 
facile  à résoudre  par  rapport  à x,  en  sorte  qu’on  ait  x—Fy. 
Comme  dj  —ydx  donne  (n°  809,  V),  y = a y'  — fxdy',  en 
mettant  pour  x sa  valeur  Fy\  on  a 

y=/.Fy'-fF/.ôy.  . 

Après  avoir  intégré  fFy'  .dy,  ce  qui  rentre  dans  les  quadra- 
tures , on  éliminera  y'  à l’aide  de  la  proposée  x=  Fy' . 

Ainsi  pour  (1  +y:,)$=  1 , on  a 

_l_  r=  y’  r 

J t-t-y'1' 


I 
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cc  dernier  terme  = arc  (tang=y)4*c;  éliminant y,  on  trouve 
enfin,  pour  l’intégrale  demandée, 

— x’)  — arc  (tang  = + c. 

II.  Si  l’équ.alaforme.7’=yx4-Fy,  en  differentiant,  on  a 
dj-  =yAx  4~(*4-  (] iy,  ou  (x  + ^ <iy  ==  O, 

à cause  de  d \y  —y  dx. 

dF 

En  égalant  chaque  facteur  à o,  il  vienty  = c et  x + = o. 

Il  ne  reste  plus  qti’à  élitninery,  entre  la  proposée  et  l’une  ou 
l’autre  de  ces  équ.  Celle-ci  ne  donne  qu’une  solution  singu- 
lière ( n°  867,  4°.)  : la  ire  conduit  à l’intégrale  complète 
y = ex  + C,  en  désignant  par  C ce  que  devient  Fy'  lorsqu’on 
y remplace  y'  par  c,  ou  C=Fc. 

Ainsi , jxlx  — xd y = a j/(dx*  4-  dy  ) se  met  sous  la  forme 

y=y'x  + a\/(i+y''): 


d’ 


y —c  et  x 4- 


*Y 


l/(t  +Jr"‘) 

la  ire  donne  pour  intégrale  complète  y— ex  4-  a[/(i  -\-  c’)  ; la 
2'  conduit  la  solution  singulière  y -J-  x1  = a',  lorsqu’on  en 
tire  la  valeur  de  y pour  la  substituer  dans  la  proposée. 


Des  Constantes  arbitraires  ; de  V Intégration  des  équa- 
tions différentielles  à l’aide  des  séries  et  de  leurs 
constructions. 

871.  Reprenons  la  série  de  Maclaurin  (n°  746), 

Y —fx  =fo  -h  xfo  4-  irf  o 4-  etc. , 

dans  laquelle^),  f o,  f'o. . . sont  les  valeurs  constantes  que 
prennent  fx , fx,  f” x. . . . , lorsqu’on  fait  x = 0.  Si  l’équ. 
dérivée  donnée  est  du  ier  ordre,  on  en  tireray,y,y.  . en 
fonction  de  y et  x,  par  des  dérivations  successives.  Puisque 
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x — o répond  à y—fo , en  substituant  ces  deux  valeurs  dans 
y , y , on  aura  celles  de  y o,  f"  o,  et,  par  conséquent, 
tout  sera  connu  dans  notre  série,  excepté  fo  qui  demeurera 
arbitraire. 

De  même,  si  la  dérivée  donnée  est  du  2e  ordre,  on  en  tire 
y, y...  en  fonction  de  x,y  et  y-,  or,  ,r=  o répond  à y=fo 
et y=z/'o-,  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  y , y...,  puis 
dans  la  série,  tout  y est  connu,  excepté  les  constantes  fo  et  fo 
qui  sont  quelconques. 

Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

Ce  mode  d’intégration  ne  peut  être  employé  lorsqu’on  ren- 
contre l’infini  en  faisant  x — o;  dans  fx , f'x  , fx. . . , et  la 
série  de  Maclaurin  ne  subsiste  plus.  Mais  faisons  x=»a  dans 
celle  de  Taylor,  a étant  un  nombre  quelconque,  qui  ne  rende 
infinie  aucune  de  ces  fonctions  ( n°  y 35  ) ; en  désignant  par  A , 
A',  A" .. ..  les  valeurs  qu’elles  prennent  alors , nous  avons 

f{a  + h)=A  + A’ h + A”h'+$A~V ...  ; 
d’où  y=fx=  A-ir  A'{x  —a)  + ±A"(x—ay+±Am..., 
eu  posant  l’arbitraire  h=x  — a.  Le  même  raisonnement  que 
ci-dessus  montre  que  tout  est  ici  connu,  excepté  la  constante^, 
si  l’équ.  proposée  est  du  t“  ordre;  excepté  A et  A1 , si  elle  est 
du  2e,  etc.;  du  reste,  quoiqu’on  ail  pris  a à volonté,  cette  lettre 
ne  compte  pas  pour  une  constante  arbitraire  ; c’est  la  valeur  A 
que  prend  alors  y qui  en  tient  lieu. 

Concluons  de  là  que,  t".  il  existe  toujours  une  série  qui  est 
l’intégrale  de  toute  équ.  dijférènlielle  entre  deux  variables  ; on 
sait  trouver  celte  série,  aux  difficultés  près  que  le  calcul  peut 
offrir. 

2°.  U intégrale  renferme  toujours  autant  de  constantes  arbi- 
traires qu’il  y a d unités  dans  V ordre  de  la  dérivée.  Quoique 
fondée  sur  la  théorie  des  suites,  cette  conséquence  a pourtant 
toute  la  rigueur  convenable,  puisqu’on  peut  regarder  toute 
série  comme  le  développement  d’une  expression  finie  y=fx, 
laquelle  doit  contenir  autant  de  constantes  arbitraires  que  la 
série. 
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3®.  De  quelque  manière  qu’on  soit  parvenu  à une  intégrale, 
qui  renferme  le  nombre  convenable  de  constantes  arbitraires, 
celle  équ.  sera  la  primitive  de  la  proposée,  et  renfermera  né- 
cessairement toute  autre  intégrale  qui  y satisferait  aussi  avec 
le  meme  nombre  de  constantes  arbitraires. 

872.  En  faisant  h = — x dans 

f{x+h)=zy+/h+'ïy"h1+.,  . ., 

/'(x+A)=y+yA+iir»A*  + ....;  . 

f\x+h)  =y"  +fh+\y"h'  + ....,  etc. 
on  a (1). . ./o  = /-/j+^/V-.. . , 

(2) .../ro=y  — /i+i/*’- • 

(3) . . .f“o—y’~y“x  -f-  iy"x*—. . . , etc. 

Donc,  i°.  si  l'équ.  dérivée  donnée  est  du  t*r  ordre  , on  aura 

y',  y" en  fonction  de  x et  y ; en  sorte  qu’en  substituant 

dans  la  formule  (1),  on  aura  l’intégrale , fo  étant  la  constante 
arbitraire. 

2®.  Si  l’équation  proposée  est  du  2e  ordre,y  ,jrw. . . seront 
donnés  eux,yety'  ; en  sorte  qu'en  substituant  dans  (1)  et  (2) , 
on  aura  deux  équ.  entre  x,y  et  y',  chacune  contenant  une 
constante  arbitraire  , ce  qui  formera  deux  équ.  intégrales  du 
i*r  ordre. 

Et  ainsi  de  suite.  11  est  d’ailleurs  évident,  par  la  forme  même 
de  ces  intégrales,  qu’elles  sont  différentes.  Ainsi , toute  équ.  du 
nc  ordre,  a n intégrales  de  l'ordre  n — 1 . Si  ces  dernières 
étaient  connues,  l’intégrale  finie  le  serait  bientôt,  puisqu’il  suf- 
firait d’éliminer  entré  ellesy,  y". . . .,  yn~'.  Donc,  ayant  une 
équ.  dérivée  du  2'  ordre , on  aura  également  sa  primitive  abso- 
lue, soit  en  éliminant  y ’ entre  ses  deux  dérivées  du  i*r  ordre , 
soit  en  cherchant  une  relation  finie  entre  x et  y,  qui  contienne 
deux  constantes  arbitraires,  et  qui  satisfasse  à la  proposée.  On 
en  dira  autant  des  autres  ordres. 

Il  nous  resterait  à démontrer,  sur  l’intégration  des  équ.  des 
ordres  supérieurs,  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  facteurs 
. T.  II.  33 
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propres  à rendre  intégrables  et  aux  solutions  singulières.  Vol. 
12',  Joum.  Poljrt.,  leçons  i3,  14  et  i5,  par  Lagrange, 

873.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  est  démontrée 
complètement;  mais  elle  n’est  pas  toujours  propre  à faire  con- 
naître l’intégrale  approximative  , à moins  qu’on  ne  recoure  à 
des  transformations  qui  amènent  la  fonction  à l’état  nécessaire 
pour  qu’on  puisse  y appliquer  les  principes  précédens. 

Lorsque  l’intégrale  ne  doit  pas  procéder  suivant  les  puissances 

entières  et  positives  de  x , on  aura  < 

.K 

jr=  Ax°  + Bxb  + Cxc  -f- . . . (1), 

et  il  s’agira  de  déterminer  les  exposans  a,b,c. . .,  et  les  coefli- 
ciens  A,B ,C. . .Pour  cela,  on  en  tirera  les  valeurs  de  y.,jr" .. . 
et  on  les  substituera  dans  la  dérivée  proposée  , que  nous  sup- 
posons du  i'r  ordre  et  qui  devra  être  rendue  identique;  puis 
ordonnant  par  rapport  i r,  on  comparera  terme  à terme  les 
puissances  de  même  ordre , ainsi  que  leurs  coefficiens , comme 
page  262  ; ce  qui  déterminera  A , a,  B , b . . . 

Ainsi,  pour  1,  on  aura 

( 1 -f-  Aax a~‘  -f-  Bbxl~ 1 +. . .)  ( Ax*  -f- Bxb  -f-. . .)=  1 ; 


' d’où  d1ax'a~‘  + ABaxaJrl  ‘ + ACaxa+c  ‘-j-...  \ 

, + ABbxa‘¥i~i  + B*bx'*-'+.  . . f 

+ ACcx*+‘-+...  }~  °‘ 
— 1 +Ax“  -f -Bxh  -f . ..  ) 

Donc  2 <2 — 1=0,  a + b — 1 ==a,  a-f-c — i=b=z2Ô — i . . . 

<j=i,  b= i, 

puis  A,a=:  1,  AB(a-\-  b)  -f-A=o. .. , 

A=]/i,  B= — f,  C=t${/  2..., 

L 3 h 

et  \/i  — j.ra  + — ••• 

Si  l’on  eût  pu  présumer  la  loi  des  exposans , j , f , |. . . , on 
les  aurait  employés  sur-le-champ  dans  la  série  (1),  ce  qui  auj 
rait  simplifié  les  calculs  ; ou  plutôt , faisant  la  transformation 


1 


i 

i 
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z*  = x;  on  aurait  pu  ensuite  appliquer  la  série  de  Maclaurin. 
On  verra  de  même  que  l’équ.  cby  -i-ydx  = axwdx , donne 


+ 


m-J-i  (m-f-i)  (m+ 2)  * (ik  +1) . . .(m  -J-  3) 

874.  L’intégrale  ainsi  obtenue  manque  de  généralité,  parce 
qu’elle  est  privée  de  constante  arbitraire;  niais  si  l’on  change 
dans  l’e'qu.  différentielle  proposée  x en  s -\-a,  et  7 en  t + i, 
on  développera  t en  s ; en  sorte  que  la  série  t soit  nulle  lorsque 
z = o ; puis  substituant  pour  z et  t leurs  valeurs  x — a et  y — b , 
on  aura  l’intégrale  cherchée,  où  a et  b tiendront  lieu  de  la 
constante  arbitraire  c , puisque  dans  l’intégrale  f {x,y,  c)—o , 
c peut  être  déterminé  en  fonction  de  aet  b.  11  sera  aisé  d’étendre 
ces  principes  aux  ordres  supérieurs. 

875.  On  peut  aussi  approcher  des  intégrales  à l’aide  des  frac- 
tions continues.  Soit  y=  Ax“,  Bxb , Cxe . . . , en  suivant  la  no- 

j4.ocn 

tation  p.  177,  cette  valeur  de  jr  sera  représentée  par  y = — j -, 

z désignant  le  reste  de  la  fraction  continue,  ou  z—Bxl,  Cxc. . . 
Substituant  dans  l’équ.  différentielle  proposée  pourjr  cette  va- 
leur, eu  négligeant  z,  ou  faisant  y=Axa,  on  11e  conservera  que 
les  1*”  termes , parce  qu’on  regardera  x comme  très  petit  (note, 
page  3o8).  On  trouvera  A et  a par  la  comparaison  des  coeffi- 
ciens  et  des  exposans;  puis  on  fera,  dans  l’équ.  différentielle 

, Axa  . , » . _ 

proposée  , y — — — — ; raisonnant  de  meme  pour  la  transfor- 

mée  en  z,  on  fera  z—  Bxb  ; puis , après  avoir  trouvé  B et  6 , on 
f]xb 

posera  z s=  - dans  l’équ.  en  s ; et  ainsi  de  suite. 

Par  ex. , my  -f-  ( 1 -f- x o , en  faisant  j-=^fx‘I,  devient 
(m+a).  Ax“-t- aAxa~'~o  , qui  se  réduit  k aAxa~' x=  o , à. 
cause  de  x très  petit  ; donc  a=. o , et  A reste  indéterminé.  On 
A 

fait  ensuite  ^ et  l’on  a m(i-4-s)  = (i -f-x)s' ; d’où 

I ~r  z 

posant  z=Bxh,  on  tire  m-\-Bxl  ( m — b ) =bBxb~l  ; ou  plu- 

33  . 
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tôt  771  = bBx*-'  ; donc  b—  i,  et  B-=.m.  On  fera  ensuite 

z — ™X  . , enfin  on  obtiendra  cette  fraction  continue  pour 
i-H  v 

intégrale  : 

J—  A , mx , — i(m— i)a:,i(m+i)x,— |(m  — a)à?,.». 

Comme  l’e'qu.  proposée  a pour  intégrale  jr=.  A(i-\-  x)~m , 
on  a ainsi  le  développement  de  cette  fonction  en  fraction  con- 
tinue. 

On  pourrait  en  déduire  l’intégrale  sous  la  forme  d’une  série. 
( Voy.  la  note , p.  180.) 

De  même  , l’équ.  dx  ~ (i-f-xs)<lj  donne  ce  développement 
de  l’arc  en  fonction  de  la  tangente.  ( Voy.  n°  63i) 


y~  arc  (tang  = a:)  —x 


x 1 (îi)’  (3x)3  (4a:)1 

3 ’ 3.5  ’ 5.7  ’ 7.9’’ 


Consultez  sur  ce  sujet  le  Calcul  intégral  de  Lacroix , tome  II , 
n°  668,  ouvrage  dont  on  ne  saurait  trop  recommander  la  lec- 
ture, et  dans  lequel  on  trouve  réuni  tout  ce  qui  est  connu  sur 
la  doctrine  de  l’Intégration. 

876.  Lorsqu’une  équ.  différentielle  proposée  appartient  à 
une  courbe,  il  peut  être  utile  de  construire  cette  courbe,  sans 
intégrer  l’équ. , en  opérant  ainsi  qu’il  suit  : 

Supposons  d’abord  que  l’équation  soit  du  premier  ordre, 
F(x ,y,  ÿ)-o-,  concevons  que  la  constante  soit  déterminée 
par  la  condition  que  x — a donner  = b.  On  prendra  (fig.  83) 
AB  ~ a,  BC  = b,  et  le  point  C sera  sur  la  courbe  cherchée. 
En  substituant  a et  b pour  x et  y dans  F = o , on  en  tirera 
pour  y une  valeur  qui  fixera  la  direction  de  la  tangente  KC 
au  point.  C.  Prenons  un  point  D assez  voisin  de  C,  pour  qu’on 
puisse,  sans  erreur  notable,  regarder  la  droite  CD  comme  con- 
fondue avec  l’arc  de  courbe  ^ AF  ==  a! , FD  = b'  seront  les 
coordonnées  d’un  autre  point  D de  notre  courbe  ; en  sorte  qu’on 
pourra  faire  x — a,  et  y ~ b'  dans  F=  o , et  en  tirer  la  va- 
leur de  y'  correspondante , et  par  conséquent  la  situation  de  la 
tangente  IE,  qui  s’écartera  très  peu  de  la  1".  On  continuera 


I 
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d’opérer  de  même  pour  un  3e  point;  et  l’on  voit  que  la  courbe 
sera  remplacée  par  un  polygone  CDEZ. 

On  pourrait  encore  raisonner  de  la  manière  suivante.  Ou 
tirerait  de  l’équ.  F o et  de  sa  dérivée  les  v aleurs  de  y'  eljr*, 
en  fonction  de  r et/,  et  on  les  substituerait  dans  celle  du 
rayon  de  courbure  R (n°773);  puis,  traçant  la  tangente  KC , 
et  menant  une  perpend.  CA" égale  à ce  rayon,  xeljr  étant  rem- 
placés par  a et  b,  on  décrirait  du  centre  Arun  arc  de  cercle  CD  ; 
on  regarderait  ensuite  lepointZ^commeétantsur  la  courbe,  ses 
coordonnées  étant  a'  et  b'.  On  mènerait  de  nouveau  la  tangente 
ID  et  le  rayon  de  courbure  DO , etc.  La  courbe  serait  alors 
remplacée  par  un  système  d’arcs  de  cerclescontigus.  Il  est  même 
évident  que  l’erreur  serait  moindre  qu’en  se  servant  des  tan- 
gentes seules,  et  qu’on  pourrait  en  conséquence,  prendre  les 
points  C,  D , E plus  écartés  les  uns  des  autres;  ce  qui  rendrait 
les  constructions  moius  pénibles. 

877.  Si  l’équation  différentielle  proposée  est  du  2'  ordre, 
,jr")  z=  o;  après  avoir  choisi  de  même  un  point  arbi- 
traire C pour  un  de  ceux  de  la  courbe , il  faut  en  outre  prendre 
à volonté  une  droite  quelconque  KC  pour  tang.  en  C\  cette 
double  condition  détermine  les  deux  constantes.  On  tirera  la 
valeur  dey",  et  par  suite  celle  du  rayon  de  courbure  R,  en  fonc- 
tion de  x,y  ely  ; et  comme  ces  quantités  sont  connues  pour  le 
point  C,  on  décrira  l’arc  de  cercle  CD,  comme  précédemment. 
Le  point  D de  cet  arc  étant  supposé  sur  la  courbe,  on  décrira 
sa  normale  D N,  en  menant  au  premier  centre  N une  ligne 
droite.  Pour  le  second  point  D , on  connaîtra  donc  ses  coor- 
données a',  b',  et  la  valeur  dey'  qui  résulte  de  la  direction  de 
la  tangente  ID  en  D , et  l’on  calculera  la  valeur  de  R'  pour  ce 
point  D : prenant  OD~  R'  on  décrira  l’arc  DE , et  l’on  aura 
un  3e  point  E , dont  on  connaîtra  les  coordonnées  et  la  direc- 
tion de  la  normale;  et  ainsi  de  suite.  • 

Un  raisonnement  semblable  donne  le  moyen  de  remplacer  la 
courbe  par  une  série  d’arcs  de  paraboles  osculatrices. 

O11  pourrait  aussi  appliquer  ces  principes  aux  équ.  différen*- 
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tielles  du  3'  ordre  ; mais  alors  non-seulement  il  faudrait  pren- 
dre arbitrairement  un  point  Cet  sa  tangente  KC,  mais  encore 
le  rayon  CN  dp  cercle  osculateur  en  ce  premier  point , ce  qui 
déterminerait  les  trois  constantes  arbitraires.  On  ne  pourrait 
ensuite  remplacer  la  courbe  que  par  une  suite  de  paraboles  dont 
le  contact  serait  du  3'  ordre.  On  en  dira  autant  des  ordres  su- 
périeurs. 

Concluons  de  là  que  toute  équ.  différentielle  entre  deux  va- 
riables peut  être  construite  par  une  courbe,  qui  a autant  de 
paramétres  arbitraires  que  d’unités  dans  l’ordre  de  V équation. 
Ceci  s’accorde  avec  le  n°  871,  où  l’on  a prouvé  que  cette  équ. 
a toujours  une  intégrale. 

Des  Équations  des  ordres  supérieurs , et  en  particulier 
du  second  ordre. 

878.  Dans  les  équ  du  1"  ordre , on  a pu  prendre  pour  prin- 
cipale telle  variable  qu’on  a voulu , sans  que  pour  cela  les  pro- 
cédés d’intégration  exigeassent  des  modifications  : c’est  un  des 
avantages  qu’offre  la  notation  de  Leibnitz  (n°  734)-  Mais  il 
est  maintenant  indispensable  d’indiquer,  dans  chaque  équ., 
quelle  est  la  différentielle  qu’on  a prise  pour  constante , et  d’y 
avoir  égard  à chaque  transformation  que  peut  nécessiter  le 
calcul. 

Si  donc  on  veut  que  dar  soit  constant , au  lieu  de  toute  autre 
différentielle,  qu’on  a regardée  comme  telle,  dans  une  équatiou 
donnée,  il  faut  modifier  cette  équ.  à l’aide  de  la  théorie  connue 
(n°73i).  Ainsi,  pour  d s. dyt=ad‘x,  ou  ax“  =y , on  a pris 
pour  constante  ds  — ÿ (dar’  4-  d/1)  ; donc  a(s'x" — ai  s’)  ==yV*  ; 
puis  posant  x'  — 1,  on  a x"=o,  s'*=  1 -}  y* , s's"  — y'y’, 

y's',-=.— as",  s’3= — ay",  ou  (da:’  -f-dy’J’sa: — adxd’y, 

où  dx  est  constant.  Cette  équation,  mise  sous  la  forme 

ay"  + ( 1 ■f/‘)>so)  va  bientôt  être  intégrée  (n°88o). 

Pareillement , pour  que  dx  soit  constant  au  lieu  de  d«  dans 
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J®  V I * 

(dx*  -J-  dy1)  j-=-.cos  - , on  remarquera  que  cette  e'quation 


équivaut  à 


d’r  dx*  i x 

-Hr  = TT  • " cos 
as * ds4  a c 


I cc 

qu’on  écrite' = x'+.  - cos  - , # étant  toujours  variable  princi- 


„ . s'r"—s'Y  x'<  I a: 
; , ’m,  -ï. cos  - 


pale  ; d’où 


-7- cos  - , aucune  dérivée  n'étant 

s 4 a c 


constante.  Enfin,  x'  = i , donne  s'*  — i +j'*,  s's"  =yy’ , 
puis 

„ i x , . dx  x 

r — - cos  - , ou  or  = — cos-; 

J a c ’ J a c’ 

dx  est  constant,  et  k et  b sont  les  constantes  arbitraires  : 

ÿ sin  - + b,  d’où  r—k  + bx — — cos-, 

J a c J a c 


Ce  n’est  pas,  au  reste  , qu’on  ne  puisse  quelquefois  préférer 
à x toute  autre  variable  principale,  et  intégrer;  mais,  par  la 
suite,  à moins  que  nous  n’avertissions  du  contraire,  nous  pren- 
drons toujours  dx  constant. 

87g.  L’équation  la  plus  générale  du  2'  ordre  a la  forme 
y",y,y,x)sso  ; il  convient  d’examiner  d’abord  les  cas  per- 
ticuliers  où  elle  ne  renfermerait  pas  les  quatre  quan ti tés  , 

y et  x.  S’il  n’en  entre  que  deux,  l’équ.  peut  avoir  l’une  de  ces 
trois  formes, 

F(y",x)  = o,  F(y",y)  = o,  F(y",y)  = o. 

Quand  y"  n’est  accompagné  que  dejr'  et  x , ou  dey'  et  y,  l’équ . 
est  de  l’une  des  deux  formes  : 


r%y,  x)  = o,  F(y",y,y)  = 0. 

Intégrons  d’abord  ces  cinq  cas  particuliers. 

J.  Si  l’on  a y"  —fx , comme/"dxsdy,  la  proposée  revient 
à d y = fx.àx.  Soit  y'  2=  X-f-  C,  l’intégrale  de  cette  équ.  ; 
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comme  y'&x  =r  dy,  on  a 

dy  = Xàx  -£■  Cdx  : d’où  y = A + Cx  -f-  JXdx.  • 

Soit  , par  ex. , d'y  = adra,  ou  dj-'=adar;  il  vient  d’abord 
y=c-4-mr,  ou  d^  = cdar  -f-  axdx  ; enfin  y— A -J-  cx-\-~ax'. 
De  même,  soit  diy=zax*dxi , ou  y"  ~ axn,  ou  enfin. . . . 

d y'  = ax*dx  ; on  trouve  y — A -\-cx  + 


axu 


Q* 

(«+ 1)  (n-fa)'  * 
'=  — >s  on  obtient  y— A -f- ca: -f-aada-;  etsiri  = — 2,  on 
y — A -f-  cx  — air. 

Observez  que  le  calcul  ci-dessus  s’applique  e'galement  à 
yW=/x,  ou  d.y^-0=:fx.dx,  d’où  yn~l  =c  + I 
Il  ne  s agit  plus  que  d’opérer  de  nouveau  comme  sur  la  propo- 
sée. L’intégrale  a la  forme 

y~  A+Bx  + Cx\. . -+Kx*-'  +f*fx.dx'y 

le  signe  /*  désignant  n intégrations  successives. 

II.  880.  Si  la  proposée  a la  forme  F(y”,  y')  = o,  en  mel- 
dy'  ' 

lan*dî"  Pour  y" ■>  e^e  devient  du  i*r  ordre  entre^’ et  x-,  etl’on 

en  tire  dx  =zfÿ.dy'.  De  plus,  comme  dy  =y  dx,  on  a 
—J''f  y' -dy  . Ces  deux  équ.  étant  intégrées,  désignons- 
cn  les  intégrales  par 

x = M+A,  y = N+B; 

A et  B étant  les  constantes  arbitraires,  M et  N des  fonctions 
connues  de  y'.  On  voit  donc  qu’il  ne  s’agit  plus  que  d’éliminer 
y entre  ces  équ.  (^872),  et  l’on  aura  l’intégrale  cherchée  avec 
ses  deux  constantes. 

Soit  «y  + (i  -i-y'3)  ‘ — o ; on  trouve 

— ady  = ( 1 + y*)  » dx  ; 
dx=~a±S 


d’où 

puis  (u#  817  ) x=.  A 


(ï+y*)’ 


^==22% 


ay 


✓(H-y*) 


—s.  y—B  + 


1/(1  ~hy'*); 
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et  enfin  ( A — x)*-}-(5 — JrT= -a?. 

Cette  intégration  donne  la  solution  de  ce  problème  : quelle  est 
la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  ou  R = a ? 
Le  cercle  jouit  seul  de  cette  propriété. 

Ce  procédé  s’applique  à tous  les  ordres,  pourvu  que  l’équ. 
soit  delà  forme  ')]=o.  Ainsi pour/(j""',j-")=o,  on 

fera  ùy"~  y"dx7  d’où  x = fFy".  dy", 

et  y —fyàx  ~ f{Fy  .yùj") . 

Mettant  ensuite  pour  y cette  intégrale  dans  dy=yàx , on  par- 
vient à des  valeurs  de  x et  d ey  exprimées  enj'",  et  renfermant 
trois  constantes  arbitraires  : on  élimine  ensuite-^"  entre  elles 
(n°  872). 

III.  881.  Passons  aux  équ.  de  la  forme  y = Fy  ; en  multi- 
pliant (\y  =y'dx  par  y'dx=:dy,  on  trouve 

ydy=y‘dj...  {A)  ; 

mettant  ici  pour  y"  sa  valeur  Fy,  on  a y'dy'—  F y . d y ; d’où 

ir'*=ic+/'P>-4r»  J'  — y/(c  + z{Fy.dy)î 

pui!  ‘=fr=fV(c+%jf)- 


Par  exemple,  a'd8^ +^dx*r=o,  ou  «’/=  — y,  devient 

aydy'=. — ydy,  d’où  c? y'*  — c* — y*  ; puis  dx=^ — • 

donc , intégrant , on  a 


w—r)  ’ 

X — b\ 


/ . y\  , . y /x~b\ 

x = a.arc(  sin  = - J + 0,  ou  - = sin( j, 

OC  OC 

qui  équivaut  à y — c sin  — f-c'  cos 

De  même  d %y.  \/{ay)  = dx1  donne  \ ay'*=  C -f-  y {a  y)  ; 

d’où  2dx  — : : 011  fait  c -f-  \/ y = *’;  on  intègre  çt 

V(c  + yy)  -x  y j u 


il 

-1. 


# 
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on  trouve  enhn 

x = §iïa.(ÿy  — 2c)  l/(c  + i/jr)4-^- 

Ce  procédé  s’applique  à toutes  les  équations  de  la  forme 
^•(")=  car  soit,  par  exemple,  y'^—Fy"-,  comme... 

j-,*dra=d 'y"  =Fy’  .dx*,  on  intégrera  deux  fois,  et  l’onaura 
x — tpy",  avec  deux  constantes.  D’ailleurs, y'=Jynàx s’intégre 
après  avoir  mis  pour  dx  sa  valeur  en  y"  : substituant  ensuite 
cette  valeur  de  dx  et  celle  de  y dans  y=fy'àx,  on  obtient 
aussi  y en  y".  Il  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  y"  à l’aide  de 
x = ç>y";  et  le  résultat,  qui  contient  quatre  constantes  arbi- 
traires , est  l’intégrale  complète  cherchée.  • 

IV.  882.  Si  Ve'qu.  a la  forme  F(x,  y\y")-=  o,  elle  ne  con - 

dr' 

tient  pas  y;  on  la  ramène  au  1"  ordre  en  mettant  pour 

y",  puisqu’elle  ne  renferme  plus  que  y'  et  x ; elle  rentre  alors 
dans  les  cas  déjà  traités,  et  l’on  sait  l’intégrer  toutes  les  fois 
qu’elle  est  séparable,  ou  homogène,  ou,  etc.  ( Voy . p.  488.) 

Supposons  donc  cette  intégration  effectuée,  et  soit 

4 (•*,  j'  1 c)  =0  cette  intégrale  ; il  se  présentera  trois  cas  : 
i°.  Lorsqu’on  sait  résoudre  l’intégrale  par  rapport  à y ',  et 
qu’on  a y’—  fx , on  en  tire  y = fy'dx  = ffx . dx. 

3°.  Si,  au  contraire,  on  peut  tirer  la  valeur  de  x en  y', 
telle  que  x—fy , on  a y='fy‘dx , et  à l’aide  de  l’intégration 
par  parties,  y=xy' — fxdy'—xy’ — ffy  . dy' . On  élimine 
ensuite  y'  à l’aide  de  x=fy'. 

3°.  Si  l’on  ne  peut  employer  l’une  ou  l’autre  de  ces  voies , 
on  cherchera  à exprimer  x et  y\  à l’aide  dè  quelque  transfor- 
mation, par  des  fonctions  X et  Y d’une  3'  variable  z;  car 
x — Xel  y'=Y,  donne  y = fy  dx  xxfYAX- 

Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  R est  réci- 

• a?  ?v<  ■ 

proque  à l’abscisse  ? Soit  R = — ; d’où  ( n°  773  ) 

3x(>  + y^—^y, 


/ 
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ou  ax(i  +yi)\Ax  —a'dy,  équ.  qui  est  séparable  : 


5a3 


axdx  = 


a'àf 


y 

• I+c=  ve  + Tb' 


<«+/■)* 

En  tirant  la  valeur  de  y,  y.z=Jy'àx  donne 
r (x»+c)d* 

J~J  VL — (x’+c)’]’ 

la  ligne  demandée  est  formée  par  une  laine  élastique  qu’on 
courbe.  ( Voyez  n°  938.) 

Si  l’ou  eût  voulu  que  R fût  une  fonction  donnée  X de 

l’abscisse  x,  on  aurait  posé  (i  + y y — Xyu . Le  même  calcul 
aurait  donné 

r'  rdx  j,  , r 

vu+ÿ^rJ  x=^:  dou 

Telle  est  la  solution  du  problème  inverse  des  rayons  de  cour- 
bure. 

Soit  ([+/*)+ xyy  = a y v/c*  4-  y)  ••  on  ,net  cette 

équ.  sous  la  forme 


dx  (i  +y*)  + *ydy=aay . v/(i  y y*) 

le  vient  inte'{ 

On  trouve 

(«y  4-  b) 


qui  est  linéaire  (n°  85  7)  et  devient  intégrable  eu  la  divisantpar 
V/(i  4 - y?.  ( Voy . p.  498.)  On  trouve 


~t/(i4 -y*)- 

Mais,/=yx — fxAy , devient 

y=yx  — a\/(i  4- y*)— b\[y  4-  V/(|  +y*)]4-Wc 

_ bf—a  _ ai  /y+v/(»+y)\ . 
i/(«4-ya)  \ <-•  /’ 

il  ne  reste  plus  qu’à  chasser  de  là  y ',  à l’aide  de  la  valeur  de  x. 
O11  trouve  , tout  calcul  fait,  et  en  faisant,  pour  abréger, 


z = l/(a’  + b2  — x*) , 


y — a 4*  ~7T~7~\‘ 

J ^ c(Û+Z) 


-vlff  V •- 

» * * 


C . 1 


r . _ 
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Enfin  2 (a'y'*  -f-  x%)y"  —xy'  donne  l'e'qu.  homogène  ( n“  855) 
2(ay%J^-x:'‘)ày-=xy ’dx,  qu’on  sépare  en  posant  x—y'z  ; d’où 

d y zdz 

y ~ 2û’4-2*‘ 

On  intègre  par  log. , et  il  vient 

j''=cV/(2aa-t-za) , et  x=czj/(2ai-|'z’!)  ; 

or, j-  =/y  dx,  lorsqu’on  met  pour  y et  dx  leurs  valeurs  en  z, 
devient  y = | c*  z ( 3aa  -}-  z’  ) + b.  Il  faudra  enfin  éliminer  z 
entre  ces  valeurs  de  x et  dey. 

883.  V.  Supposons  que  l’équation  du  2e  ordre  ait  la  forme 
F (y,y,j)=  o,  c.-à-d.  que  x n’j-  entre  /uu.-La  substitution  de 
la  valeur  {A,  p.  5ar)  dey,  réduira  la  proposée  au  t"  ordre 
entre  y et  y . 

Par  ex.,  siy"  z=J[y',y),on  trouve y'dy=*dy.f{j,y),  dont 
la  forme  est  assez  simple. 

i°.  Si  l’intégrale  qu’on  obtiendra  est  résoluble  par  rapporté 

(jv  (|v 

y,  en  sorte  quey  = fy , on  aura  dx  = — 7 =— , et  l’on  en  con- 

y Jy 

dura  aisément  x en  y. 

2°.  Si  l’on  peut  tirer/-  en  fonction  d ey , ou  yz=.fy  , dy=y'dx 
donnera  » . . • • 

À' 

on  chassera  ensuite  y de  l’intégrale  à l’aide  de,/-  —jy . 

3°.  Enfin , si  ces  deux  cas  n’ont  pas  lieu,  on  cherchera  à expri- 
mer y et  y eu  fonctions  d’une  3*  variable  z , et  j-'dx  = d \y 
deviendra  Zdx  = Tdz,  etc. 

L’équ.  y"  (y y -h  a)  =y"  ( « + y‘)  se  change  en 
dy  {yy  + a)  — dy  ( 1 -f  y*)  ; 

d’où  (p.  491)  y—ay'+c[/(  1 •+•./’) ; 

* = fy  = «1  (*/)  + c\  [y  + y/  (1  +y>)  ]. 
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Il  faut  ensuite  éliminer  y'  entre  ces  équ.  On  trouve,  par  ex., 
lorsque  c — o , 

x=al(~y,  d’o  ùj=Ce- 

L’équ.  aby"  = l / (j1  + *'?'*)  devient 

aby  ày'  =dy  l/(S'  + ay>)- 

Pour  intc'grer,  on  fera  y'  à cause  de  1’bomogéuéité,  et  1 on 

aura  abzdy  — abydz  = î,d/l/(*1  + «I)i  l’equ-  est  sépa- 
rable , et  faisant  ensuite  \/  (2*  -f-  a’)  = tz  ; 011  en  t*re  z>dz»  et 

l’on  substitue  ; on  trouve' -y  = ^ at  — b'  ^ sera  a*SC  d 

tenir  j"  en  fonction  de  t,  ainsi  que  y : par  conse'quent  aussi 


x = . On  éliminera  ensuite  t. 

J or 


Soit  y"  -f  A y ■+•  By=o,  A et  B étant  constans  : on  a l’équ. 
homogène  j-'  djr'  + Ay  dy  + Bydy  = o ; on  fait^  — yu-, 

. dy ’_dy  ‘ — du — du 

d°U  ÿ — yu~  u*  + Au-+-B~  (u—a)(u  — by 

en  désignant  par  a et  b les  racines  de  u1  -f-  Au  -f-  B — o ; et  à 
cause  de  dy  =y dar,  on  trouve 


Y u—  b 


, ^-bdx  = 


— du 


'Z  - “ = 1 Ij-  - ^ = 1 (~) . 

n . , rn 

u — a — - ebx , u — b =—  e“*  ; 

or  r 

enfin , retranchant  ; on  obtient  pour  intégrale  complète , 
y {b  — a)— — meax  -f-  nelx,  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 
y — Ceax  -f-  Delx , C et  D étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  a et  b sont  imaginaires,  ou  a =k—  h \T — 1 ,b—k-{-h\/ — 1, 
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Oïl  trouve  , en  substituant  ci-dessus, 

j — ekx  {Ce-’'**'-'  + Dehxy'~'). 

Mettant  pour  e±-hx  v'"'  sa  valeur.  (L,p.  a53),ona 
y.  — e«  (C'  cos  hx  + D’  sin  hx)  = C"  ekx  cos  (hx  +/)■ 
Enfin,  si  a=b,  en  reprenant  le  calcul , on  a 


or 


dar 


— udu 
(u  — aï 

_4r_4r__ 


4/. 

r 


, d’où  y(u  — a)z=ceu  a i 


— du 


d’ou  u — a = 


x + k ‘ 


J-U  (u a)' 

éliminant  u -û,  on  trouve  enfin 

r — ce<x+k>  (x  4-  *)  = C'e“I  Cx  + *)* 

884.  f+w  + Qr=o.P*Q  é“»‘  d“  '°“- 

ti01is  quelconques  8e  *,  s’iu<èSre  par  une  tran.form.uo»  très 
simple.  On  fait 

/udx,  y =ue/BdX,  y =efudX(u'  •+•  «•)  ; 

«'  4.  (u*4-Pu  + Q)  = °> 

Juàx 


r- 


d’où 


oarce  que  le  facteur  commun  4 ” disparaît.  Le  calcul  est 
donc  réduit  à l’intégration  de  l’équation  du  premier  ordre, 

du  4 («*4-  + Q)  dx=°.  -, 

Par  exemple,  si  P et  Q sont  constans,  et  a,  b les  racines  de 

*_l-pu  + 0 = o,  il  est  évident  que  u—a  et  u = b satisfontà 
cette  transformée  : donc  on  a fuàx=ax+m,  ou  = bx  + n,  et 
y = e*x+m  = CeaI,  ou  y = elx+n=Detx. 

La  somme  de  ces  valeurs  de  y satisfait  donc  k la  proposée  ; 
ainsi  son  intégrale  complète  est,  à cause  des  deux  constantes 

arbitraires  C et  D , y = Ce**  4 De  *. 

Quand  les  racines  de«‘+^  + Q = « sont  imaginaires,  ou 

2.k±:  /ji/ i , on  a vu  ci-dessus  comment  ce  résultat  prend 

“ forme  y = Cekx  cos  ( hx  4 /)•  Et  si  les  racines  sont  égales , 
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il  faut  intégrer  l’équation  d«4-(M — a)’d:r=o,  qui  donne 

1 j»  ' 

u — a = y ; d OU 

X n 

**  fudx 

fitàx-=\(x-\-k)  + ax-\- D , y—e  = Ceax(x  + k). 

On  retrouve  donc  ainsi  les  résultats  obtenus  dans  le  dernier 
exemple. 

885.  Intégrons  l’équ.  linéaire  ou  du  Ier  degré  eny , 

j"  + Pf  + Qy  = R> 

P,  Q et  R étant  des  fonctions  quelconques  de  x seul.  Il  est 
aisé  de  ramener  l’intégrale  de  cette  équ.  à celle  du  paragraphe 
précédent,  en  faisant  disparaître  le  terme  R.  Pour  cela,  faisons, 
comme  n°  867 , jr  = tz  ; d’où 

y'  = tz  -+-  zé , y"  ~ tz"  -f-  2 z't'  + zt".  ■ 

En  substituant  et  partageant  l’équ.  résultante  en  deux  autres, 
à cause  des  variables  t et  z,  on  a 

z“  -j-  Pi!  -1-  Qz  = o . . . (t), 


et 


ou 


iU 


:'+''(P+T>=™î-  • • W- 


Supposons  que  la  ire  soit  intégrée  (n°  884),  et  qu’on  en  ait  tiré 
la  valeur  de  z eu  x;  la  2°  sera  linéaire  du  1"  ordre  entre  { et  x, 
et  sera  facile  à intégrer  d’après  ce  qu’on  a vu  (rt°  857). 

22'  R 

En  changeant  n#  85 7,  y en  t',  P en  P -f , Q en  — , on  a 

Z z 

U = fPdx  4-  2lz, 

J Pdx  1ï>  , 

eK  — e .e  —tp.z*  (n°  149,  120.),  en  faisant,  pour  abréger, 


Donc  on  a 
puis 


/Pdx 

ç — e . # . « (8). 

çz*t'  ==  fRçzàx , 


is  y=tz=zfÇ  —fRçzdx . . (4). 


Digitized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 

La  double  intégration  que  renfermé  ce  résultat  introduit  deux 
constantes  arbitraires,  etpar  conséquent l’mtegrale ; complété  de 
la  proposée  permet  d'employer  pour  les  valeurs  de  * et  <p  des 
fonctions  quelconques  dex  qui  satisfassent  aux  equ.  (0  e ( )• 

jrf  y ^ 

Appliquons  ces  préceptes  h y 4 — x>  — i ’ 


équ 


, ou 


i°.  l’équ.  (i)  devient 

S + -x= p i J«  + («■  + = -;.)  = 

à cause  de  x**/'**  («°  884)  » cette  e'qu.  est  rendue  homo- 
gène en  faisant  u = ,-,  et  l’on  sépare  ensuite,  en  posant 
x — vs  (u°  855).  On  trouve 

r“i  d'“ 

„„  n’ajoute  pas  de  «matante.  Re.tim.nt  pont  a et  . leu,.  ,a- 
leurs  u—  et  ux,  on  obtient 


x » — i /udx  xJ  — 1 

nr=  — -â,  fuAx^=\ * 

X (X-1 I ) 


*’  4 1 


x • * * * 

a.  D’vm  autre  côté,  l’équ.  (3)  donne  p = x ; d’où  l’on  tire 
/Rpz'dx  = /udx  — nx  4 *,  et  l’équ.  (4)  devient 
a:»  — i f (nx  4 ô)  xdx 

~x~  J (x’  — i)1 

cette  dernière  intégrale  revient  (û«  617)  au  quart  de 

H + + + =fY 


donc  y — 


* «x  4 * 3C'  1 


ax 


Demêm.y-^^^^F-H  donne  Pour  ^ <*)• 
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(fl*  — l)z_ 


4**  , 


■ — o ; on  y satisfait  en  prenant  z = i/x^1. 


D’ailleurs  <p=  i , et  fRçzdx~fmt\xz=mx  y b -,  donc 


y 


/{mx  + b)  dx 
' 


i / „ b mx  \ 

5=*  \ ~a~  â^l)' 


z*+'  V/x°” 

886.  Lorsqu’en  comptant^,  x,  dy,  dx,  et  dy,  chacun  pour 
un  facteur,  l’équ.  est  homogène,  on  l’intègre  en  posant 

;•  = “>  dy  = yix,yx  — z...  (i), 


u,  y et  z étant  de  nouvelles  variables.  En  effet,  la  transformée, 
dans  notre  hypothèse  d’homogénéité-,  aura  partout  x en  facteur 
à»  la  même  puissance,  attendu  que  y et  y sont  censés  être  des 
degrés,  o et  — i (n°  855).  Ainsi , la  division  dégageant  l'équ. 
de  la  variable  x,  elle  sera  réduite  à la  forme  z ==  f(y'  , u). 

Or,  on  a dy  =y'dx  = udx  y xdu , xdy'  = zdx, 


(a)  ... 


dx 


d« 


- — , ou 

y — u1  z 


(3)  ; 

y — u 


mettant  f pour  z dans  (3) , cette  équ.  est  du  t*r  ordre  en  y et  u, 
et  on  l’intégrera  : qu’on  tire  de  là  y'  = çu,  et  qu’on  substitue 
dans  (2),  cette  équ.  séparée  aura  pour  intégrale  lx  = 4«;  il 
restera  à éliminer  u,  à l’aide  de  y — ux,  et  l’on  aura  l’inté- 
grale complète,  puisque  les  équ.  (3)  et  (2)  ont  introduit  chacune 
une  constante  arbitraire. 


Parex.,xd’.7‘=d?'dx,  ou xy"=y't  dounez=y',et  (3)  devient 

Ar  (y — «) = y du,  d’où  \ y* = /ny  + /du)=yu  + i c. 

Or,  — = ~ donne  x = ay'  ; ainsi , éliminant  y'  entre  ces 

deux  intégrales,  il  vient  z*  — 2 axu=C;  puis,  éliminant  u 
de  y = ux,  x* — 2 ay  = C est  l’intégrale  cherchée. 

687.  Soit  l’équ,  Ay  By'  - J-. . ... . Ky(n)=o.  dont  les  coef- 

ficiens  sont  conslans;  faisons^  =r  cchx , d’où 


A -J-  B h ~l-  Ch * y ....  Khh  zz  0,  . . 

T.  II, 


(JO- 

34 
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Donc,  si  l’on  prend  pour  h les  n racines  h,  k;l de  ccùé 

éq  et  pour  clés  n constantes  c,  la  proposë^sera  satisfaite 

par’ toutesles  râleurs  y = ce»*  ,c' - ainsi  (Iue  Par^a  som,ne  de 
ces  quantités  : l’intégrale  complète  est  donc 

y = cehx  + c'ekI  c"elx  + . . (N). 

S’il  y a des  racines  imaginaires,  elles  seront  par  couples , 
h=za±.b\/  — i,  et  deux  de  nos  termes  réunis  formeront 
e**(CelxVl-'  -f-  qu’on  réduit  (équ.  L,  p.  253)  à 

e**(m  cos  bx  4-  n sin  bx)  = keax  sin  (bx  + /)• 

888.  Lorsque  l’équ.  (M)  a des  racines.égales,  (IV)  n’est  plus 
qu’une  intégrale  particulière.  Que  h=  k , par  ex. , les  deux  î . 
termes  de  (N)  se  réduisent  à (c+</)  «*%  où  c + c ne  compte 
que  pour  une  seule  constante , et  il  n’y  a plus  que  n-  i arbr- 

traires.  „ . 

,o.  Si  toutes  les  racines  de  (M)  sont  égales , la  proposée  est 

hy—  nh-y ^ = °-  (P)' 

puisque  (M)  revient  alors  à (*-*)“  = °*  °r’ 

faisons  .=«*■;  co.iuoe  ‘ = A < 

on  trouve 

j— ut,  /=  t (»«  + »').  + 2/l“'  + Ul  ’ - • 

^,(0 — t(h‘u  -f.  + V 

Substituons  dans  (P),  et  nous  aurons  une  équ  dont  tous  les 
termes  s’entre-détruiront,  excepté  le  dernier  «O  ; donc 
savoir  u = *+bx  + cx'...  4 -/*•“*  ; et  il  vient  pour  1 mte- 
grale  complète,  dans  le  cas  supposé  , 

y=  ut  = (a+bx  + cx\..  +f  x — *)  etx. 

2o  Quand  l’équ.  (M)  a m racines  =«,  elle  a (A— -)m  pour 
facteur,  sous  la  forme  A-+  Ahm~k  + **-’+. Com- 
posons l’équ. 

A-J-+  /fA"-y  + BA— y"'.  1 . ±y^  xx  o. 


aOOgle 
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On  a vu  que  l’intégrale  de  celle-ci  est  (a  4 bx.  . .-f-  fxn~')etF. 
D’uu  autre  côté,  la  proposée  est  satisfaite  par  y—cehx,  c'elx... , 
valeurs  correspondantes  aux  n — m racines  inégales  de  h dans 
l’éq.  (A/).  Comme,  par  la  propriété  des  éq.  linéaires,  la  somme 
de  ces  solutions  doit  aussi  satisfaire  à la  proposée , l’intégrale 
complète  est 

y — (a  + bx. . . -^-fxm~ ')e«*  -f*  ce*1 4 c e,x-^~.  . . 

a , b. . .f  c,  c' . . . sont  les  n constantes  arbitraires  ; *,  h,  l. . . 
sont  les  racines  de  l’équ.  (M). 

Ainsi  pourjy — iy'  4-  sy"  — ly*  o,  on  trouve 

I — ■ 2A4-2A*  — 2 h*  -f* hS  = o=  (i — hy  (î  -f-  h1), 
d’où  y — (a  4-  bx)  ex  4-  c«*K_I  4“  dex^~ 1 , 

y~  ex  («  -f-  bx)  -f-  A cos  x 4-  B sin  x. 

889.  L’équation  Linéaire,  de  tous  les  ordres  est 
Ay  -f-  By  4,  Çy"+...+  KyW  = X. 

Supposons  que  X.  désigne  une  fonction  donnée  de  a:,  et  que- 
A,  B . . . soient  constans.  On  sait  toujours  réduire  l’intégratiou 
à la  résolution  des  équ.  parle  procédé  suivant,  que  nous  appli- 
querons seulement  au  2e  ordre  : 

Ay+By  +Cy'  = X. 

Soit  e~hx  dx  le  facteur  qui  rend  celte  équ.  intégrable  : comme 
Xe~hx  dx  est  la  différentielle  d’une  fonction  de  x , telle  que  P, 
le  i"  membre  e~hx  <ix  (Ay-\-  By'  -f-  Cy"),  est  aussi  celle  d’une 
fonction  delà  form ec~hx  (ay-\-by).  Différencions  donc  ce  ré- 
sultat, et  comparons  terme  à terme,  nous  aurons 

— ha=z  A , — hb  -j-  a— B , b = C, 

d’où  A -|-  Bh-\-  Chlz=.  o,  a — — b —C. 

La  constante  inconnue  A est  l’une  des  racines  de  la  1“  de  ces 
équ.  ; les  deux  autres  donnent  a et  b,  et  l’intégrale  du  i"ordre. 

ay  -f-  by'  = c1*  ( P -f-  c) . 

H.. 


y 

i 

r 

: 
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Il  faudra  de  nouveau  opérer  sur  cette  équ , ou  plutôt  mettre 
pour  h les  deux  racines  V et  h",  puis  éliminer./  entre  les  deux 
résultats , ce  qui  donnera  l’intégrale  complète  (n°  872.) 

Pour  l’équation  du  degré  n , le  même  raisonnement  prouve 
que  h est  racine  de  l’équ. 

A+Bh  + Ch\..  + tfA"=o, 
et  autant  on  connaîtra  de  ces  racines,  autant  on  aura  d inté- 
grales de  l’ordre  n — 1,  de  la  forme 

aj+  bf  -f  cf  -f . . . *r<“_,3=  ehx(P  -f-  c) , 

entre  lesquelles  ou  éliminera  un  nombre  égal  de  quantités 
? Ce  qui  réduira  le  problème  à un  ordre  d’au- 
tant moindre , ou  même  fera  connaître  l’intégrale  complète  , si 
l'on  a toutes  les  racines  h.  ( Voyez  le  Calcul  intégr.  d’Euler, 

t.  n , p-  4oa0  O"  a 


Éliminations  entre  les  Équations  différentielles. 

890.  Si  l’on  a deux  équ.  entre  x,y  et  t,  l’élimination  de  t 
conduira  à une  relation  entre  xcty,  mais  si  ces  équ.  sont  dif- 
férentielles, ce  calcul  exige  des  procédés  nouveaux. 

(Ii- f-  Ny)At  4-  P d*  -f-  Q djr =r  dt , 

{Mx  -f-  N,  y)dt  + P,dx  + Q,  d y = r,  dt , 

étant  les  équ.  les  plus  générales  à trois  inconnues,  éliminons  ijr, 
divisons  par  le  coefficient  de  dx,  et  faisons  en  autant  pour  dx; 
nos  équ.  seront  mises  sous  la  forme  la  plus  simple 
(a  x -f-  by)dt  -f-  dx  — Tdt, 

(a'x  + Vf) dt 4-  dy  = Sdl , 

Nous  supposerons  ici  que  les  coefficiens  sont  constans , et 
T,  S des  fonctions  de  /.  Multiplions  la  2'  par  une^indéter- 
rninée  b,  et  ajoutons  à la  1”,  nous  aurons 
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x + b-~^^jr^àt  + (dx  + *4r)  — (T-\-Sk)dl. 

Cela  posé , il  est  visible  que  le  ae  terme  dx  -)-  kày  serait  la  dif- 
férentielle du  i'r,  abstraction  faite  de  (a+a'A)d/,  si  l’on  avait 

k ~ b ^ ou  a'  k*  -j-  (a  — b')  k = b. 
a -f  a k 

Prenant  pour  k l’une  des  racines  de  cette  équ. , l’on  aura 
( a -j-  cl  k)  (x  -f-  ky)  d/  -f-  dx-J-  kdy=(  T 4-SÆ)d/, 
ou  (a  4*  a.'k)udt  -f-d«=  2^4-  Sk)dt, 

en  faisant  x 4- kjr  = u.  Il  sera  aisé  d’intégrer  cette  équation 
linéaire  (n°  857),  et  d’en  tirer  la  valeur  de  u en  fonction  de  t, 
ou  x + ky  =fl  ; on  mettra  tour  à tour  pour  k les  deux  racines 
de  notre  équ.,  et  il  ne  restera  plus  qu’à  éliminer  t entre  les 
résultats. 

Si  les  racines  de  À- sont  imaginaires,  on  remplace  les  expo- 
nentielles par  dessin,  et  cos.,  comme  n°*  883  et  884-  Et  si 
elles  sont  égales,  on  n’obtient,  il  est  vrai , qu’une  seule  inié- 
grale  entre  x ,y  et  t ; mais  en  tirant  la  valeur  de  l’une  de  ces 
variables,  et  substituant  dans  l’une  des  proposées,  on  doit  in- 
tégrer de  nouveau  l’équ.  résultante  à deux  variables. 

891.  Si  l’on  a trois  équ.  et  quatre  variables  x,  y,  z et  t, 
pour  éliminer  z et  t,  et  obtenir  une  relation  entre  x et  y , on 
posera 

( ax  -f-  b y 4*  cz  )dt  dx  = Tdt , 

( ax  4-  b'y  -j-  cz)dl  -f-  d/  = Sdt, 


(a"x  4-  b "y  4-  c"z)di  -f  dz  = Rdl. 


Nous  supposons  que  T , S et  R sont  fonctions  de  t seul  ; et 
que  les  autres  coefficiens  sont  constans.  Pour  opérer  de  même, 
multiplions  la  2°  par  k et  la  3e  par  Z,  k et  / étant  deux  indéter- 
minées ; puis,  ajoutant  le  tout,  mettons  le  résultat  sous  la  forme 


/ / 1 a r\  f t b “b  b'  k -p-  b"  l c 4"  c k c l N . 

a • fl  I 4 a l)  |X4*  Ti  7*4 ri TT iz  1 d t 

'\  + a' k + a"  lJ  ^ a + a k+a‘1  ) 


4*  dx  4-  kdy  4 Idz  — ( / 4*  bk  4*  ZrZ)d/. 


è 

I 


V 
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Or,  il  est  clair  que  la  partie  renfermée  entre  les  crochets  aura 
pour  différentille  cl x+kàjr  + /dz,  si  l’on  de'termine  l et  k par 
les  conditions 

b+b'k  + b"  l c-4-  c k+c“ l 

ci  4—  ci  k 4-  a?  l ’ cz  -f-  a k -f*  cl  l ’ 

donc,  si  l’on  fait  x + 4 ■ lz-=u,  on  aura 

(s  4*  a k 4-  a"l)udt  4 dre  T 4"  kxl)dl. 

Inte'grant  cette  équ.  linéaire,  il  viendra  u en  fonction  de  t, 
ou  x 4-  ky  4-  lz~  ft;  et  comme  k et  l sont  donnés  par  des  équ. 
du  3*  degré,  en  en  substituant  les  racines  dans  cette  intégrale, 
elle  donnera  trois  équ.  entre  x,y,  1 et  z,  qui  serviront  à élimi- 
ner t et  z. 

892.  Si  l’on  a les  équ.  du  2'  ordre 

d^4 - (aiiy  £dx)d<4-(c7"  4“g,Jt)dt!  = T'd/% 

d4x  4*  (a'djr  4*  &'dx)dt4_  (c'y  4-g',x)dt!‘ = Sdt1 , 
on  fera  « dyz=pàt,  dx  — qdt, 

et  l’on  aura  dp  + (ap-f-bq-j-cy-l-gx)àt  = Tàt, 
dq  4-  (a  P +b'q  + éy -\-g'x)dt  = Sdi  ; 

on  aura  donc  quatre  équ.  entre  les  cinq  variables^,  y,  x,y  et  t, 
et  on  les  traitera  par  le  procédé  expliqué  ci-dessus.  On  voit  que 
ce  genre  de  calcul  s’applique  en  général  aux  équ.  du  1"  degré 
et  de  tous  les  ordres,  quel  que  soit  leur  nombre. 

Quelques  Problèmes  de  Géométrie. 

893.  Lorsque"*,  dans  l'équa.  F {x,  y,  c)— o d’une  courbe,  1a 
constante  cest  arbitraire  ,et  qu’on  lui  attribue  successivement 
toutes  les  valeurs  possibles,  on  a un  système  infini  de  lignes. 
On  nomme  Trajectoires  les  courbes  qui  coupent  celles-ci  sous 
le  même  angle;  en  sorte  que  si,  par  ex.,  la  trajectoire,  est 


Digitized  by  Googl 


PROBLÈMES.  535 

Orthogonale , en  menant  des  tangentes  à cette  courbe  et  à la 
courbe  variable,  à leur  point  d’intersection,  ces  tangentes  seront 
à angles  droits. 

Voici  le  moyen  général  d’obtenir  l’équ. /{.r, y =odes  trajec- 
toires. Soit  F(Y,X , c)  —o  l’équ.  de  la  courbe  mobile  , à raison 
du  paramètre  variable  c.  Pour  une  valeur  de  c,  cette  courbe 
prend  une  situation  déterminée  AM  (fig.  84)  : menons  des 
tangentes  à cette  ligne  et  à la  trajectoire  DM  en  leur  point 
commun  M\  Y' et  y'  en  fixeront  les  inclinaisons  sur  l’axe  des  x, 
et  l’angleï^A/?’  qu’elles  forment  entre  elles  a pour  tangente 
r'  — Yr 

a d’où 

i + f;  ^ 

(i  + Y'— y =o — (i). 

Il  faut  ici  remplacer  Y et  X par  y et  x,  parce  qu’il  s’agit  d’un 

point  commun  aux  deux  courbes  : a est  une  constante  ou  une 

fonction  donnée.  Le  raisonnement  du  n°  462  démontre  que  si 

l’on  élimine  c entre  cette  équ.  et  celle  F(jr  , x , c)=o  de  la 

courbe  coupée,  et  qu’on  intègre,  on  aura  celle  delà  trajectoire. 

Si  elle  est  orthogonale,  on  trouve  simplement,  au  lieu  de  ( 1 ),  l’éq. 

1 rf-Py.  = 0 (*)• 

Par  ex. , si  l’on  demande  la  courbe  qui  coupe  à angle  droit 
une  droite  qui  tourne  autour  de  l’origine,  Y=cX  donnera 
Y'  ~c,  et  l’équation  (2)  deviendra  1 -f-<y  = o : éliminant  c 
à l’aide  de  y = ex , on  trouve  xdx-t-ydj'=o  ; d’où  ar*-f 
Doue  la  trajectoire  est  un  cercle  de  rayon  îirbitraire. 

Mais  si  la  droite  doit  être  coupée  sous  un  angle  donné , dont 
a est  la  tangente  , le  même  calcul  appliqué  à l’équ.  (1)  donne 
pour  la  trajectoire,  cette  équ.  différ.  homogène  (u.0  855' 

jr  + ax=y(x—ajr)-r 

d’où  al  (c  l/  -j-j'1)  =arc  Ç tang 

équ.  qui  apppartientà  la  spirale  logarithmique  (n°  474)»  a‘us‘ 
qu’on  peut  s’en  convaincre  en  traduisant  cette  relation  en  coor- 
données polaires  ( n"  385). 
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Pour  l’équ.  Xm  Yn  = c,  qui  appartient  aux  hyperboles  el  pa- 
raboles de  tous  les  ordres  ,1e  même  calcul  donne  l’équ.  homo- 
gène (nr  -f-  amy]y'  — anx — my.  Quand  la  trajectoire  doit  être 
orthogonale,  myy'=  nx  ayant  pour  intégrale  my'  — nx'—A, 
cette  courbe  est  une  hyberbole  du  ae  degré  , ou  une  ellipse, 
suivant  que  l'exposant  n est  positif  ou  négatif. 

La  trajectoire  orthogonale  du  cercle  qui  a pour  équation 
y'—tkcx — x*,  estunautrecercledontl’équ.  est^a -f- x'—Ay. 
On  lexonstruit  en  prenant  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l’axe  des  y,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à l’origine. 

8g4-  Lorsqu’on  se  propose  de  trouver  une  courbe  dont  la 
soutangente  ou  la  tangente. . . soit  une  fonction  donnée  < f>  de 
x et  dey,  il  suit  des  formules  ( n°  762)  qu’il  faut  intégrer  les 
équ.  y — y'ç, y\/(i  -f-y'’)  =&y’q>....  C’est  pour  cela  qu’on  a 
donné  le  nom  de  méthode  inverse  des  tangentes  à la  branche 
de  calcul  qui  est  relative  à l'intégration  des  équ.  du  1®  ordre 
entre  a:  et  y.  • . 

En  voici  quelques  exemples. 

Quelle  est  la  courbe  dont  en  chaque  point  la  longueur  n de- 
là normale  et  l’abscisse  t du  pied  de  cette  droite,  ontentre  elles 
une  relation  donnée  n=Ft?  Puisque  (n°  762)  on  a tsssx-^-yy' 
et  n —yÿii+y'*),  il  est  clair  que  le  problème  proposé  se 
réduit  à intégrer  l’équ.  y\/(i  -f  y'2)  = F(x-j-yy'). 

Si  l’on  veut  que  nett  soientles  coordonnées  d’une  parabole, 
dont  2 p est  le  paramètre , il  faut  que  n’  — zpt,  d'où 

1 -f  y*)  = V(x  +y/). 

Pour  intégrer  cette  équ.  , résolvons-la  par  rapport  à yy' , puis 
divisons  tout  par  le  radical , nous  aurons 

—P-rf. +I==o: 

.m  w+*px  — r) 

orVIe  1 " terme  est  visiblement  la  dérivée  de  \/{pl-\-tt,px—y'), 
donc  V(p' -+- ipx — yx ) = a — x.  Si  l’on  carre  , on  obtient, 
en  mettant  c au  lieu  de  la  constante  arbitraire  a -\-p, 
y'  - f-  a:’  — a ex  -j-  e>  — ipe  = o. 
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La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  en  un 
lieu  quelconque  de  l’axe  des  x,  et  dont  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  2p  et  la  distance  de  ce  point  à l’origine. 
C’est,  au  reste,  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

Mais,  outre  cette  multitude  infinie  de  cercles  qui  salisfon tau 
problème  , il  y a encore  pour  solution  une  parabole  ; car,  en 
remontant  aux  procédés  desn05  863 et  867  , on  trouvera  l’équ. 
singulière  j-’  = 2 px  -f-  p \ Il  est  facile  de  vérifier  ( comme  on 
l’a  vu  n°  864,  3°.  ) que  cette  parabole  résulte  de  l'interjection 
continuelle  de  tous  les  cercles  successifs  compris  dans  la  solu- 
tion générale. 

8g5.  Touvcr  une  courbe  telle , que  les  perpend.  abaissées 
de  deux  points  fixes  sur  toutes  ses  tangentes  forment  un  rec- 
tangle constant  = k.  Prenons  pour  axe  des  x la  ligue  qui  joint 
les  deux  points  , l’un  étant  à l’origine , et  l’autre  distant  d eza  : 
le  n°  374  fait  connaître  les  expressions  des  distances  de  ces  deux 
points  à la  tangente  , qui  a pour  équ.  Y — y=.ÿ(X — x ),  et 
l’on  trouve 

(20  / +J  —j'x)  {j  — f x)—  k{\  +/’) (1). 

Cette  équ.  s’intégre  en  la  différentiant  d’abord  ; jr"  est  facteur 
commun , et  l’on  trouve  jr"  = o,  et 

—x{p. af  +j—j'x)  ■+■  (j—fx)  {2a— x)  — 2kf ...  . (2); 
la  1™  donne  j-'  = c,  qui  change  la  proposéeeu 

( 20c  -\-j  — ex)  {y — ex)  = k ( 1 -j- c“)  ; 

ce  sont  les  équ.  de  deux  droites;  et  il  est  aisé  de  s’assurer 
qu’elles  répondent  en  effet  au  problème.  Le  nombre  des  droites 
comprises  par  couple  dans  cette  relation  est  d’ailleurs  infini. 

Quanta  l’équ.  (2),  si  l’on  en  tire  la  valeur  de^',  et  qu’on  la 
substitue  dans  (1),  en  changeant  renr  + a,  ona 

+*)  + *’=*  (<**+*). 

On  trouve  donc  une  ellipse  qui  apour  foyers  les  points  fixes 
donnés,  et  pour  demi-axes  \/{k  -f-  a’)et  \/k.  Cette  courbe  est 
une  solution  singulière  du  problème,  etrésulle  de  l’intersection 
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successive,  des  droites  comprises  dans  l’intégrale  complète. 
On  pourra  s’exercer  encore  aux  questions  suivantes  : 

Trouver  une  courbe  telle  , que  toutes  les  perpend.  abaissées 
d’un  point  donne'  sur  ses  tangentes  soient  égales. 

Quelle  est  la  courbe  telle,  que  les  lignes  menées  à deux  points 
fixes  , d’un  point  quelconque  de  son  cours  , soient  également 
inclinées  sur  la  tangente? 


V.  INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  QUI  RENFERMENT  TROIS 
VARIABLES. 


Équations  différentielles  totales. 

8g6.  Puisque  l’équ.  t\z— piSx qt\jr  résulte  de  la  somme 
des  dérivées  (n°  744)  de  z=J{x,j-'),  prises  relativement  à ,r 
et  / considérées  comme  variables  indépendantes, on  en  conclut 
que  "les  fonctions  de  x et/-  représentées  par/?  et  q doivent  être 
telles,  qu’on  ait  (n°  743)  • 

dj-  dx  v ' 

Si  une  équ.  proposée  satisfait  à cette  condition  , on  intégrera  la 
différentielle  exacte  pèx  -f-  qàjr,  par  le  procédé  du  n°  fc>5g  ; le 
résultat  sera  la  valeur  dezou/Çx,/-).  C’est  ainsique,  d’après 
i’ex.  I , p.  4f)5  > l’on  v0*t  qtfe  l’intégrale  de 

(1  JT  » ' 

JÔTfJ?)  + aàx  + *bjrAj, 

pst  3 = rtr -4- le  (x -f- 4/ 1 +x'). 

897.  Si  l’équ.  différentielle  proposée  est  implicite, 

Pd.r  + Çd/  4-  /vdz  = o ; 

P,  Q et  R étant  des  fonctions  de  x,  y et  z,  on  pouvra  la 
mettre  sous  la  forme  dz=pdx4“,7d/,  en  faisant 

p = — 77,  q-= — 2 Pour  reconnaître  si  la  condition  (l) 
ri  H 


ds: 
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est  remplie,  comme p contient  s qui  est  fonction  de  x et  y, 
pour  obtenir  le  premier  membre  de  l’équ.  (i),  il  ne  faut  pas  se 
borner  à regarder  x comme  constant  dans  p,ely  comme  varia- 
ble •,  il  faut  en  outre  faire  varier  z par  rapporta  y ; d’où  (n°  ^44) 

--  4-  q.— , à cause  de  g = On  en  dira  autant  de  q rela- 
dy  * dz  . dy 

tivement  à x ; on  a donc  , au  lieu  de  la  condition  (j), 


dy  " clz  dx  ^ dz 
Remettant  pour  p et  q leurs  valeurs , on  a 


d y djf  dx 


„<\R  ^dP  _d  Q 


équ.  qui  exprime  que  z est  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes, auxquelles  elle  est  liée  par  une  seule  cqu. 


898.  Soit  F le  facteur  qui  vend  l’équ.  Pdx-f-Qdj'-f-Rdz=o , 
la  différentielle  exacte  de  f(x,y,  z)z=o.  Il  suitdes  principes 
développés  (p.  3^o),  que,  si  l’on  fait  x constant,  ou  dx=o, 
l’équ.  FQAy  -f-  PRdz  = o doit  être  une  différentielle  exacte 
entre  y et  z : on  doit  en  dire  autant  pour  dy  — o,  et  dz  = 0 ; 
d’où  l’on  tire 


dy 


F 


d.FQ 

d .FP  _ 

d.FR 

d.FQ 

dz  ’ 

dz 

~ dx  ’ 

dx 

m 

f dR 
l djr 

dz  J 

<?aT- 

«SI 

dy  f 

f dP 

dR  1 

pl^l 

1 dx 

dx  5 

d.r 

dz  f 

:p^_ 

.o^r 

1 dx 

dy  J 

4 r 

Vdx  > 

d .FP 
dy  : 


(3). 


Or,  si  l’on  multiplie  respectivement  ces  équ.  par  P,  Q et  R, 
et  qu’on  les  ajoute  , les  2**  membres  se  détruiront , en  sorte 
que  le  facteur  commun  F disparaissant , on  retombera  sur  la 
relation  (2);  donc  on  ne  peut  espérer  de  rendre  la  proposée 


a 
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intégrable  à l’aide  d’un  facteur  F,  qu’au  tant  que  la  condition  (2) 
est  satisfaite.  Toute  équ.  entre  deux  variables  est  iutégrable, 
au  moins  par  approximation,  tandis  qu’il  n’en  est  pas  de  même 
des  équ.  à trois  variables  ou  plus. 

899.  Si  les  différentielles  passent  le  1"  degré,  voici  ce  qui  a 
lieu.  Quelle  que  soit  l'intégrale  cherchée,  en  la  différentiant,  il 
estclair  qu’on  peu  tla  mettre  sous  la  forme  Pdx-f-Qdj--f-Pdz=o, 
à laquelle  la  proposée  doit  être  réductible  ; donc , si  l’on  résout 
la  proposée  par  rapport  à dz , les  dx  et  djr  ne  doivent  pas  de- 
meurer engagés  sous  le  radical  : elle  n’est  donc  intégrable 
qu’autant  qu’elle  est  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Pour 

Aàx*-\-  Bdy’-f.  Càz^-\'Dàxàj-\-Eàxdz-\-Fdjdz—o , 
le  radical  compris  dans  la  valeur  de  ds  est 

]/[(E‘—$AC)dx'+?.(EF—o.DC)ixdy-\-(F'—/iBC)dj']  ■ 
en  le  soumettant  à la  condition  connue  (n°  i38),  on  trouve 
(PF—  2DC) (£»—  4 AC)  (F*—4BC)  = o . . . (4). 

Si  cette  équ.  est  satisfaite , on  aura  à intégrer  deux  équ.  de  la 
forme  Pdx-f-  Çdj--|-71dz=o , dont  la  proposée  est  le  pro- 
duit. 

, é 

900.  Pour  intégrer  Pdx-f-  Qdj-  -f-  /îdz=o , lorsque  la  con- 
dition (3.)  est  remplie , on  regardera  comme  constante  l’une  des 
variables , telle  que  2 ; puis  on  intégrera  Pdx  -f-  Qd/=o.  Soit 
f(x,j,z,  Z ) = o l’intégrale  , Z étant  la  constante  arbitraire 
qui  peut  contenir  z : on  différentiera  cette  équ.  complètement, 
et  l’on  comparera  à la  proposée  ; il  devra  en  résulter  pour  d Z 
une  expression  indépendante  de  x etj-,  fonction  de  z et  Z seuls; 
l’intégration  fera  connaître  Z.  Ce  procédé  résulte  des  principes 
mêmes  de  la  différentiation  des  équ.  (n°  744)- 

I.  Soit  dx  z)  +dj-  (x+  z)-f-dz  (z+/)=o;  en  faisant 
dz  — o,  on  a dx  (j'-f-z)  -\-dy  (x-f-z)  = o,  dont  l’intégrale 
(n°  853)  est  (x-fz)  (j'~h z)  = Z.  Différentions  ce  résultat, 
et  comparons,  à la  proposée,  nous  aurons  dZ  = 2zdz,  d’on 
Z=zl-\-  c.  Donc  l’intégrale  demandée  est  xz 
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II.  Avant  de  traiter  l’équ.  zdx  4-  xày-\-ydz~o , on  la  sou- 
mettra à la  condition  (a)  ; et  comme  x + y -J-z  n’est  pas  nul, 
on  voit  que  l’équ.  n’est  pas  intégrable.  Si  l’on  exécutait  le  calcul 
indiqué  pour  l’intégration , on  trouverait  que  Z ne  peut  être 
dégagé  de  x et  y. 

III.  Pour  [x  (x — a)  -\-y  {y—  6)]  dz=  (z— c)  (xdx  -f-^dy) , 
la  même  chose  a lieu,  à moins  que  a et  b ne  soient  nuis.  Dans 
ce  cas , on  a (x’-f-j"1)  dz  = (z  — c)  (xdx  -+-yày)  ; on  intègre 
en  faisant  dz=o-,  d’où  x,-f-iy>=  Zx.  DifFérentiant  et  com- 
parant à la  proposée,  on  trouve  Zdz=  ( z — c )dZ  j d’où 
Zz=A(z — c).  Ainsi  l’intégrale  est  xî-|-j'''=  A1  (z — c)’. 

IV.  Soit  encore  proposée  l’équ. 

(^’-f-yz+z’)  dx  •+• (x^xz-f--’) dy  -}-  (x*-f-  xy-f-y1)  dz= o.  • 


En  faisant  dz  nul , on  doit  intégrer 
dx  . dy 


x'  + xz  + z*  y*+yz  + z 


- = O : d’où 

3 ' 


^3[arc(.a„e=^î)+a,c(t»„e  = î±Ç)]=/., 

°“n  "C('anc  = = Wf’ 

Puisque  cet  arc  est  une  fonction  de  z,  sa  tangente  l’est  aussi, 
et  l’on  peut  poser,  en  faisant  le  dénominateur  = Q, 


(x  -hy-h  z)z  __  (x  +y+z)z  _ ? 
z 5 — zx  — zy — 2J ty  çi 


t Diflférentions  cette  équ.,  chassons  le  dénominateur  <pfl,  etcom- 


(*)  On  trouve  souvent  des  formules  dans  lesquelles  on  doit  ajouter  des  arcs 
donnés  par  leurs  tang.  Soitarc  ( tang  = a ) -f-  arc  ( tan  g— fi)  ; m et  n désignant 
ces  deux  arcs , ou«=  tang  m,  fi—  tang  n,  il  s’agit  do  trouver  l’expression  • 
de  l’arc  m+n.  On  a ( équ.  K,  n°  35g) 


et,  -f-  fi  f fi  \ 

tang  (m-t-n'j=  — — — ; d’où  m -f-  n — arc  ^ tang=  j J • 


C’est  ainsi  qu’on  a réduit  l’équ.  ci-dessus. 
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pavons  à la  proposée  multipliée  par  iz  y comme  les  termes  en 
d.r  et  dy  sont  les  mêmes  dés  deux  parts,  on  égale  entre  eux 
les  antres  termes,  savoir  : ■ , 

2 (ar’-f-xj'-f z=-2  (z2x-^-z,y-\-2.xyz-{~x’‘y-j-y!‘x)dz-çi . àZ  , 
2{x>z-\-3xyz+j-'‘z-t-z\x+z'‘j-+xtj--i-jr,x)àz-î-Q* . dZ—o . 

Mettons  pour  <p  sa  valeur  tirée  de  (a),  et  supprimons  le  facteur 
cômmun  ar  — f- y + 2, 

2(xj"  -f-  jz  -f-  xz)Z*dz  + (x+j--f-  z)'z*.  d Z = o. 


C’est  cette  équ.  qui  est  destinée  à donner  Z en  z,  et  qui  doit 
11e  pas  contenir  x et  y.  On  tire  de  (o) 


xz  + ys  = 


z%Z — z’1  — 2 xjrZ 
Z d-  1 


Substituant,  on  trouve  que  iZ[zl — xy)  est  facteur  commun , 
et  l’on  a Z(Z — i)dz-f-z.dZ  = o;  donc- 

dz  d Z HZ  cZ  z 

~z  ~ ~Z~~  Z— 1 ’ Z~~Z^Z T’  Z — z—c 
Avec  cette  valeur  de  Z,  l’équ.  (a)  est  l’intégrale  demandée, 

qu’on  peut  écrire  xy  -f-  xz-\-  yz,=.c{x~{-  y -f-  z)- 

> 

901.  Si  la  condition  (2)  n’est  pas  satisfaite,  en  suivant  le  pro- 
cédé qu’on  vient  d’indiquer,  AZ  ne  peut  plus  être  exprimé  en  z 
et  .Z  seuls,  f étant  le  facteur  qui  rend  intégrable  PAx  4-  Çilj-, 
et  u-f-Z  l’intégrale  de  FPAx-t-  FQdy  ; comparons  la  différen- 
tielle de  u + Z =0  avec  FPdx  FQdy  ■+•  FRAz  = 0;  nous 
trouvons  * 

u + Z=o,  f ^ + ^5  =FR (6). 

dz  dz 

x , y et  z entrent  ici,  en  sorte  qu’on  ne  peut  en  tirer  Z,  ni  l’in- 
tégrale demandée  u + Z = o,  comme  cela  arrive  quand  la  con- 
dition d’intc'grabilité  est  remplie.  11  n’en  résulte  pas  moins  que’ 
u-\-Z  — o satisferait  à la  proposée  et  en  serait  l’intégrale  , si 
l’on  déterminait  Z en  fonction  de  z,  Z — de  manière  à 
avoir  en  même  temps  la  relation  (5).  Or,  ou  a vu  (n°  ?44) 
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que,  dans  la  différentiation  des  équ.,  on  suppose  tacitement 
que  les  variables  x et  y sont  de'pendantes,  en  vertu  d’une  rela- 
tion arbitraire  qui  les  lie  l’une  à l’autre.  Dans  le  cas  actuel , on 
ne  peut  intégrer  sans  établir  cette  de'pendancc  : on  voit  que,  si 
l’on  pose  Z = 0z,  le  système  de  nos  deux  équ. 

u+çz=. o,  ^ -\-ç z = F/î..i.  (6) 

d Z 

satisfait  à la  proposée , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  forme  de  la 
fonction  tp. 

Les  équ.  qui  ne  satisfont  point  à la  condition  d’intégrabilité 
étaient  autrefois  appelées  Absurdes  .-  on  établissait  en  prin- 
cipe qu’elles  ne  signifiaicntrien,  et  qu’un  problème  susceptible 
de  solution  ne  pouvait  jamais  conduire  à ces  sortes  de  relations, 
qu’on  prétendait  équivaloir  aux  imaginaires.  Monge  prouva  que 
celte  opinion  est  fausse,  en  donnant  la  théorie  précédente. 

Si  l’on  cherche  une  surface  courbe  qui  remplisse  certaines 
conditions  , lesquelles,  traduites  en  analyse,  conduisent  à une 
équ.  différentielle  entre  les  coordonnées  x,  y et  z,  les  points, 
de  l’espace  qui  satisfont  au  problème  sont  donc  , dans  le  cas 
présent,  non  pas  ceux  d’une  surface,  mais  ceux  d’une  courbe  à 
double  courbure,  pareil  que  l’équ.  ne  peut  exister  qu’en  se  par- 
tageant d’elle-même  en  deux , ainsi  que  cela  s’est  souvent  ren- 
contré d’ailleurs  (n°s  112,  573,  G16).  Bien  plus,  comme  <p 
est  arbitraire,  ce  n’est  pas  une  seule  courbe  qui  répond  au 
problème,  mais  une  infinité  de  courbes  soumises  à une  loi 
commune.  • , 

Ainsi , pour  zdz  4-  xd y -J-  ydz  — o , ou  trouvera 
Fz=,x~\  R = y,  y-l~z\x=u; 
d’où  y-\-z\x  + 0zi=so,  lx-| -<p'zz=yx~‘, 

pour  les  équ.  (6)  dont  le  système  satisfait  à la  proposée,  quelle 
que  soit  la  fonction  $>. 

Dans  l’ex.  III  du  n°  900,  on  a 

R — — x(x  — a)  — y (y  — b),  F=.(z — e)— donc 
x*  -f  y 1 + "<fs  = o , (z  — c)  <p'z  + x(x  — a)  4 y(y  —b)=.o. 
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Équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre. 


902.  Soit  l’équ.  cU  —pàx  + qây  ; p et  q sont  les  différen- 
tielles partielles  de  z,  par  rapport  à x et  y respectivement. 
Nous  avons  donné  les  moyens  de  remonter  de  cette  équ.  à son 
intégralez=/’(ar,  y);  proposons-nous  maintenant  de  trouver 
l’équ.  z=f(x,y)  par  la  seule  connaissance  de  l'un  des  coeffi- 
ciens p et  g , oud’une  relation  entre  eux. 

Prenons  d’abord  le  cas  où  q n’entre  pas  dans  la  relation,  savoir, 
F(p,  x,y,  2)  = o.  On  sait  que  les  variables  x ety  sont  in- 
dépendantes dans  l’intégrale  z—f  (x,y),  l’une  pouvant  varier 
sans  l’autre  (n°  744);  comme  q n’est  pas  dans  la  proposée,  cette 
équ.  se  rapporte  au  cas  où  a;  et  z ont  seuls  varié , puisque  si 
y variait,  la  relation  donnée F=o  demeurerait  la  mêrue.Il s’agit 

donc  de  faire  p dans  la  proposée,  et  d’intégrer  une  équ. 

entre  les  variables  xetz,  y étant  supposé  constant.  Alors  la 
constante  additive  à l’intégrale  devra  être  une  fonction  arbi- 
traire de  y,  que  nous  représenterons  par  çy. 

Donc , pour  intégrer  l’équation  F(p,  «,  y,  z)  =0,  il  faut  en 
éliminer  p à l’aide  de  dz=pdar,  intégrer  en  prenant  y constant, 
et  ajouter  <py.  *• 

On  raisonnera  de  même  à l’égard  de  q pour  intégrer  l’équ. 
F(q>  x,y,  z)=  o. 

Par  ex.,  p = a pour  intégrale  z=x3  -J-  çy. 

Celle  de  x—p\f  ( x 1 -\-y‘),  est  z=\/{x'1  y*)  -f-  çy. 

Pour  p 1/  (<2a  — y ‘ — x‘)  = a , on  trouve 


z — a.  aref  sin  = — f — rr  ) 4-  <£/• 

\ [/(  a‘—y')J 

Soit  qxy-\-uz=z  o;  ou  intègre  .rj'dz  4-  azJy  —o,  x étant 
constant, cl  l’on  al(zIj'n)  =lc;  d’où  zxya  = çx. 

Enfin,  soit  p(y*  -f-  ra)  z=y'‘  -f-z’;  d’où  résulte  l’équ.  homo- 
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gène  Cr*  -f  x^Az—fj'  + z^Ax,  puis 

arc(tang  =0  — arc(  tang  = ^ = c, 

ou  (note  page  540 

(riz — or)\ 
tang=^— ) =c, 


Z — X 


go3.  Prenons  l’e'qu.  générale  linéaire,  du  1"  ordre 


545 


=9J- 


pp+Qq=K 

P,  Q,  V étant  des  fonctions  données  des  x.j,  z.  Éliminons p 
de  Az—pAx-{-qAy,  nous  aurons 

Piz — VAx=q(PAy — Qdx). . . . (i), 

équ.  à laquelle  il  faut  satisfaire  delà  manière  la  plus  générale, 
q étant  quelconque , puisque,  d’après  l’équ.  proposée,  q reste 
indéterminé.  Quand  les  variables  x,  jr,  z,  sont  séparées  dans 
cette  équ. , chaque  membre  peut  être  rendu  intégrable  en 
particulier.  Soient  «•  = «,  p=/8,  les  intégrales  des  équations 
respectives 

PAz  — VAx  =0,  PAy  — Qdx  = o. . . (2); 

l’équation  revient  à /tdtr=ÿpt'dp,  p et  p étant  les  facteurs  qui 

rendent  les  équ.  (2)  intégrables  ; et  pour  que  cette  équ.  le  soit 

/ 

u 

elle-même , il  faut  que  — q soit  une  fonction  de  p,  savoir. . . 

w = 9p,  <p  désignant  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire. 

Lorsque  les  x,y,  z sont  mêlées  dans  les  équ.  (2),  si  * = * , 
et  p , sont  des  fonctions  qui  y satisfont , la  proposée  a 
encore  pour  intégrale  sr  = <ft(  ; et  c’est  ce  qui  nous  reste  à dé- 
montrer. 

En  effet,  pour  reconnaître  si  la  proposée  est  satisfaite  par 
une  équ.  quelconque  7r=<pf>,  il  faut  qu’en  la  différenciant  sous 
la  forme  dz  —pAx-pqAy , les  valeurs  qu’on  trouvera  pour  p 
et  q,  étant  substituées,  donnent  Pp  -f-  Qq  = V.  Les  différen- 
tielles, de  sr  =«,  p =/3  étant 

T.  II.  -35 
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dx~Aàx  -J-  Bdj  -f-  Càz—O  , dp  = ndx  f bày  + càis  ~o, 
ou  trouve  pour  la  différentielle  de  a-  — ç>p  = o,  relative 
azetx...(C  — c.ç'p]p  -{-A — a<p'p  = o, 
à z et  jr. . ,(C — c.f  p)q  ~f-  B — b.q. ’p  = o. 

Tirant  de  là p et  q,  pour  substituer  dans  Pp  -f-  Ç<7=  V,  on 
trouve  que  l’équ.  a-  =<pp  satisfait  àla  proposée,  si  l’on  a 

AP  + BQ  + Cr=<p'fX  (aP  + bQ+cF). 

Mais  si  l’on  admet  que  les  fonctions  v et  p ont  été  choisies  de 
manière  à satisfaire  aux  équ.  (a),  on  peut  tirer  de  celles-ci,  dz 
et  da:  pour  substituer  dans  d»-  = o et  dp  = o ; et  l’on  trouve 
que  les  équ.  qui  expriment  la  condition  déterminante  de  a-  et  p,  ' 
sont 

AP  -f*  B Ç -f-  CV  ;=  o , aP  -f-  -f  cy  ^ 0 » 

ainsi  n—çp  satisfait  à la  proposée  , la  fonction  <f  demeurant 
arbitraire , et  —ç>p  est  l’intégrale  demandée. 

Si  Ton  élimine  dar  entre  les  équ.  (2),  il  vient  Çdz — Vdj—<s  ; 
deux  des  équ.  suivantes  contiennent  donc  la  3%  et  peuvent  être 
employées  indifféremment  : » 

Pdz  — Vàx  — o , Pdjr — Qdx  = o , Çdz  — Vdy  = o. . . (3). 

Concluons  de  là,  que  V intégration  de  l'éqttl  aux  différen- 
tielles partielles  du  1 *r  ordre  Pp  4-  Qq  = V,  se  réduit  à satis- 
faire à deux  des  équ.  (3),  par  des  fonctions  irx=  m,  p = /3, 
et  à poser  ir  = ç>p , ç désignant  une  fonction  arbitraire,  a et  fi 
des  constantes,  qui  n’entrent  pas  dans  l’intégrale,  attendu  que 
la  fonction  <p  contient  autant  de  constantes  qu’on  veut. 

Si  l’on  fait  q>p  — const. , on  a «r  =const. , qui  satisfait  aussi 
à la  proposée  ; en  sorte  que  «•=*  et  p=  fi  en  sont  des  inlé-  ‘ 
grales  particulières. 

904.  Examinons  d’abord  ce  qui  arrive  dans  divers  cas. 

i°.  Si  V est  nul,  Tune  de  nos  équ.  (3)  est  ds  = o,z  = a:=sr; 
il  ne  restera  donc,  dans  la  ?.*,  que  les  deux  variables  x et  y - 
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l’intégrale  p = /S  s’obtiendra  ensuite  (cbap.  IV),  et  z=Çf  sera 
l’intégrale  de  Pp  -f-  Qq  = o. 

Par  ex.,  py  — qx,  donne  P— J,  Q= — x,  ydy-f-xdx=o , 
d’où  p =x*  Pu*s  z -h  J'*),  e'qu.  finie  des  surfaces 

de  révolution  autour  de  l’axe  des  z (n°‘  662  et  7^5). 

Pour  px-t-qy= o,  on  trouve  xdy—ydx=o,  ]f=l *x,y=ar, 

p ; enfin  z — <p  c’est  l’équ.  des  conoïdes  (n°  788). 

De  même,  soit  qz=zpP , P ne  contenant  pas  z,  l’inte’grale 
est 

z=ç>p,  r dx  -f- PJr ) » 

F e'tant  le  facteur  qui  rend  intégrable  dx  -f-  Pdy. 

20.  Quand  il  arrive  que  deux  des  équ.  (3)  ne  contiennent 
que  deux  variables  et  leurs  différentielles,  l’intégration  donne 
aisément  7r  et  p. 

Soit  proposée  l’équation  px -j-  qy  — nz  ; d’où  xiz  = nzdx , 
xdy=yàx , puis  z = uxn y y = @x -,  on  en  tire  a et  $ , valeurs 

de  % et  p,  et  par  suite  l’intégrale  cherchée  z — xnj>  O11 

voit  que  ç est  homogène  et  quelconque  ; et  comme  la  proposée 
est  l’énoncé  du  théorème  des  fonctions  homogènes  (p.  499)» 
on  en  retrouve  ainsi  la  démonstration  pour  le  cas  de  deux 
variables. 

Pour  px1  -j~  qjr*  — 2* , on  a xMzrrz’dr,  x*<\y  =sy*àx  ; 
d’où  z~ 1 — x~‘  — 7c , y~'  — x~‘  = p ; donc  l’intégrale  est 


X et  V étant  des  fonctions  de  x seul,  l’équ.  qzxpj Ï + F, 
donne  Xdz  -f-  Vdx  = 0,  Xd/-  -|-  dx  = o , et 


3°.  Quand  l’une  des  cqu.  (3)  est  seule  entre  deux  variables, 
après  l’avoir  intégrée,  011  élimine  a l’aide  de  ce  résultat  *■  — «, 

35. . 

’ « 
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l’une  des  variables  de  la  2'  ou  3'  de  nos  équ.,  puis  on  intègre, 

et  l’on  a f = fi;  on  remet  w pour  «dans  f,  et  l’on  a * = $( , ou 

P 1 — $i7r- 

Soit  qxy — px*—y%  ; d’où  x*dz-\-y'dxz=o,  x3dy-i-xyd x=o  ; 
celle-ci  donne  xy=(2;  mettant  dans  l’autre  fer-1  pourj",  il 
vient  du  + px^d'x  — o ; d’où  z ~^S>‘x~3  + a ; remettant  ici 
xy  pour  /?,  on  a z — ^•“x"'1  = * = sr  ; partant,  l’intégrale  de- 
mandée est  3zx  —y1  -j-  3x<p  (xy) . 

Vo\xrpx  + qy  = nV/(x* -f-j”),  on  a 

xdz— ndx  y/ (x’-]- y'),  xdy  =ydx  ; 
la  a*  donne  y = fix  ; chassant  y de  la  1",  elle  devient 
dz=xn\/(i  -f-  j3‘)dx;  d’où  z — nxy/{  1 -f-  £’)  — 


puis  — nl/(x*+^*),  f,=yx-‘; 

et  enfin  zx=.n\/{x'‘  -j-jr’)  -f-  <p 


go5.  Mais  quand  x,  y et  z sont  mêlées  dans  les  équ.  (3), 
il  n’est  plus  possible  d’intégrer  chacune  en  particulier,  car  y 

11e  peut  être  supposé  constant  dans  la  ir*,  ni  z dans  la  2' 

On  est  alors  obligé  de  recourir  à des  artifices  particuliers 
d’analyse.  C’est  ainsi  qu’on  parvient  souvent  à intégrer,  en 
substituant  pourp  ou  q , dans  les  équ.  suivantes,  la  valeur  tirée 
de  la  proposée  ; ces  équ.  résultent  de  dz  = pdx  -f-  qdy,  traité 
par  l’intégration  par  parties. 

z=px  + /(qdy  — xdp) . .....  (4), 

z — qy  + /(pdx  —ydq) (5) , 

z=px  + qy— /(xdp+ydq).  , . . (6).  _ 

Par  ex.,  si  p est  une  fonction  donnée  de  q , telle  que  p — Q, 
la  relation  (6)  devient 

z = Çx  + qy  — /(xQ'  + y)  à q ; 
d’où  il  suit  que  le  facteur  de  d q doit  ne  contenir  ni  x,  ni  y , 
xQ'  +y  = <pq,  z=Ç>x  + qy  — <pq; 
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la  fonction  ip  est  arbitraire.  L’intégralc  résulté  ensuite  de  l’éli- 
mination de  q entre  ces  deux  équ.,  lorsque  cette  fonction  <p  a 
clé  détermiuée  (n°9i9). 

go6.  Après  avoir  inis  dans  d z = pdx  -f-  qdy , la  valeur  de  p 
ou  celle  de  q,  tirée  de  la  proposée,  on  a une  équ.  différen- 
tielle entre  les  quatre  variables  x,  y,  z et  q ou  p.  Supposons 
que  celte  équ.  soit  réductible  à être  une  différentielle  exacte, 
en  prenant  pour  constante  p ou  q , ou  une  fonction  Ô de  cette 
lettre;  et  soit  f(x,y,  z,  6)  = c,  l’intégrale  dans  cette  hypo- 
thèse de  fl  constant.  Il  est  visible  que  si  l’on  différcntie  cette 
équ.,  on  reproduira  celle  d’où  on  l’a  tirée,  non-seulement  6 
et  c demeurant  constaus;  mais  même,  si  6 et  c sont  des  va- 
riables, pourvu  qu’on  ait  -j^dfl  — dc  = o.  Ainsi,  pour  rendre 

à 6 son  plat  de  fonction  variable  quelconque  dans  l’équ.  diffé- 
rentielle, et  que  cependant  l’équ.  f=c  en  soit  toujours  l’in- 
tégrale , il  suffira  de  supposer  que  c est  une  fonction  arbitraire 
de  fl,  telle,  qu’on  ait  ensemble 

àf 


f(x,y,  z,  0)  = <p9, 


df 


--9% 


Daus  le  cas  où  la  proposée  est  différentielle  exacte,  I étant  pris 
pour  constant , on  intégrera  dans  celle  hypothèse , cl  l’on  aura 
la  i r“  de  ces  équ. , qu’on  dijjêrcnliera  ensuite  relativement  à t 
seul,  pour  former  la  2e;  le  système  de  ces  deux  équ.  satisfera  à 
la  proposée,  p étant  une  fonction  arbitraire.  Quand  on  aura 
déterminé  9 (n°  919),  il  restera  à éliminer  0 entre  elles,  et  l’on 
aura  l’intégrale  demandée. 

Il  suit  de  ce  qu’on  a vu  (n°  8o5),  que  si  la  1"  équ.  est  con- 
sidérée comme  appartenant  à une  surface  courbe  dont  fl  serait 
un  paramètre  variable,  ces  deux  équ.  sont  celles  de  la  caracté- 
ristique ; la  recherche  de  cette  courbe  revient,  comme  on  voit, 
à l'intégration  de  l’équ.  proposée. 

Soit  donnée  l’équ.  z —pq\  on  trouve 


-J^+qdy, 


,]y 


qdz — zdx  (8-hx)  tlz  — zdx 


•f 


(0  + *)* 
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en  posant  qx=  0 a?;  l'intégrale  est,  pour  0 constant, 


Y ~ — - — 4-aâ,  d’où 
J x + ti  ’ 


(x  + 6y 


= p'S, 


en  différentiant  relativement  à 0 seul.  Le  système  de  ces  deux 
équ.  est  l’intégrale  de  la  proposée  z=xpq. 

goy.  On  facilite  souvent  l’intégration  en  introduisant  une  in- 
déterminée 0,  qui  permette  de  partager  l’équation  proposée  eu 

deux.  Soit  f(p,  x)  ==•  F{q,y)  ; faisons  f(p,x)  — Ë;  d’où 

F(q,  j)  =.  fl  ; résolvons  ces  équ.  par  rapport  à p et  q , nous 
aurons 

p = 4(x,6),  q = x(r,0),  ite  — idx  + xdjY. 


Intégrons  en  prenant  0 constant,  d’après  ce  qu’on  vient  de 
dire  ; 

2 -f  <pà=f  l<lx  + fxdj  ■ 

il  restera  à différentier  relativement  a 6 seul,  et  à éliminet  0 
entre  ces  équ.,  après  avoir  déterminé  la  fonction  <p. 

Par  ex.,  pour  l’équ.  apq  x^jr’ , on  a 


= 0, 

x%  aq 


* v i 


Donc 


3a z -f-  çl  = x’i  -f 


y 


go8.  Quand  l’équ.  Fp  -\-Qq=zF,  est  homogène  en  x,jr,  z, 
on  fait  x=lz,j  = uz;  P,  Ç,  V se  changent  en  P.Z*,  Qy , 
y y (n°  855),  et  les  équ.  (3)  donnent 

(P,  — tP,)dz  — zTxdl , (Ç,  — uV,)dz  = zF.d « ; 

d’où  {Pl  — tF,)Au=x{Qi  — uF,)dt. 

L’intégrale  de  cette  équ.  en  t et  u étant  trouvée,  on  s’en  ser- 
vira pour  éliminer  soit  f,  soit  u,  de  l’une  des  précédentes, 
qu’on  sait  alors  intégrer:  enfin,  éliminant  u et  t par  x = tz , 
y = uz,  on  aies  solutions  ir  et  />  des  équ.  (3),  et  par  suite 
fin  tégrale  x = Çf.  ■ 


i 


Digitized  by  Google 


D1FFÉR.  PARTIELLES,  2*  ORDRE. 

Pour  i'équ.pxz  -J-  qyz  — x*,  on  trouve 

(i — t’)dz:=ztdt,  u(i — t/dz^zzûdu; 
d’où  udt=/dM,  ta  au,  z\/(i — C)  = jS; 
enfiu,  x = my,  t/(z*  — x’)  = £,  z’=j'4f  Q. 


55x 


Équations  différentielles  partielles  du  ae  ordre. 


909.  Outre  les  coefficiens p et  <7  du  i*r  ordre,  l’équation 
peut  contenir 

d’z d*z  d’z  d’z  . 

dx’  r’  dxdj  tfcrdx  S ’ dj*  ‘ ’ ’ ' ’ 

d’où  d/?  = rdx-f"  ■ffÎT'»  dÿ=rdx-f*/dj'. . . (5), 

d’z  = d pdx  -f-  dydj'  =s  rdx’  -f-  xsdxdy  4-  tdjr*. 

Il  s’agit  d’intégrer  l’équ./X x,  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t ) = o . 

Remarquons  d’abord  qu'on  doit  considérer  y comme  cons- 
tant dans  l’équ.  qui  a la  forme  r=  Pp  -f-  Q*  qui  revient  à 

= P^?-+-  Q,  P et  Ç>  étant  des  fonctions  de  x,y  et  z j car 

les  différentielles  partielles  q , seti,  qui  se  rapportent  à la 
variation  de  y,  n’entrent  pas  ici  (n°  902)  : on  a alors  à inté- 
grer une  équ.  aux  différentielles  ordinaires  du  2*  ordre  entre  x 
et  z;  mais  au  lieu  de  la  constante  addilive,  on  prendra  une 
fonction  arbitraire  <py. 

Par  exemple,  si  z n’entre  pas  dans  P et  Q,  en  substituant 

pour  p,  ona~=  Pp  -f-  Q ; la  fonction  ( Pp  4-  Q)  dx  est  li- 
néaire entre  les  variables  p et  x;  y est  d’ailleurs  constant^. 
L’intégrale  est  donc  (110  857),  en  faisant  w = /Pdx, 

P = ^ = eu(/e~u  Çdx  -f-  fy) 
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intégrant  de  nouveau,  et  ajoutant  une  nouvelle  fonction  arbi- 
traire -Jy,  on  a l’intégrale  demandée. 

Lorsque  P =o,  on  a p—f  Qdx 4- <PJK ; d’où 
l — fdx/Qdx  4.  xçy  4-  -Jy. 

Pour  l’équ.  xyr  — (n — 1 )py  + a,  comme  dans  cet  exemple 


on  a 

on  obtient 

dj 

dx 


P=z 


<?  = 


xy 


— ax  xn 

Enfin  soitxr=(n — 1 )p,  on  a nz  = xn <p y 4" 4^- 

910.  Pour  intégrer  t=Pq- f Q,  ou^3  = P ~ + Ç,  il 

faut  prendre  X constant,  et  ajouter  çx  et  ^x. 

Soit  al  = xy  ; on  a d'abord  q = -+-<px  ; puis 


2 a 

Gaz  = y3!  -f-  yipx  -f-  4x. 

9"-  L’int^ale  de  ou ~=M,  rentre-dans  la 

théorie  des  cubatures  (n°  85i)  ; 

z =zfdxfMdy  4-  <px  4-  ty. 

C’est  ainsi  que  s = ax  4-  by,  donne 

* — ï xy(ax  + b y)  +<px+  ■iy. 

912.  Soit  s=zMp-{-N,  M et  N étant  connus  en  x et  y,  ou 
d’z  d^> 


dxdy  d y ' 


■■Mp  + N; 


p et  y sont  ici  seules  variables,  et  l’on  retombe  sur  une  équ. 
linéaire  (n°  857)  ; donc,  faisant  u=JMdy,  on  a 

P = 3^  = e“(<p'x  4 fe— . Ndy). 
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Intégrant  ensuite,  par  rapport  à x,  il  vient 

s ={{euàxfe~uNdy)  x . dx + J y. 

Par  ex. , pour  sxy  = bpx  -f-  ay , on  trouve 


~aS 


z=rb+^*+ 4r. 

913.  Prenons  l'équ.  linéaire  du  a*  ordre 


Rr+Ss+Tt=F,  ou/Æ+S  dz 

dx1 


jlT—=V 


R,  S,  T,  V sont  donnés  en  x,  y,  z,  p et  q.  Éliminant  r et 
t par  les  équ.  (Æ),  qui  servent  de  définition  à ces  fonctions, 
on  a 

Rdpdy  -j-  Tdqdx  — VàxAy  — s(Rdy* — SA xdy -f-  Tdx") . 


Supposons  qu’on  connaisse  deux  fonctions*-,  p,  qui  rendent 
nul  chaque  membre  respectif,  ou  qu’on  aitjr  = a , p=£,  avec 

fîdj-’  + Tclx*  =5dxdj", 

Rdpdy  + TAqAx  — VàxAy. 

Il  s’agit  de  prouver  qu’ici,  comme  au  n°  903,  *—<Pf  satisfera 
à la  proposée,  quelle  que  soit  la  fonction  <p,  sr  et  p contenant 
x,y,  z,  pciq.  Pour  le  démontrer,  ramenons  d’abord  ces  équ. 
au  i*r  ordre,  en  posant  dy  = Sîdx,  il  vient 

Ra% — 5n+7’=o...  (1), 
dj‘=Cdx,  Radp  + Tdq—  VQ.dx. . . (2). 

La  ire  de  ces  équ.  donne  pour  fi  deux  valeurs  en  x,  y,  s,p,  q; 
et  l’on  suppose  que  *■=«  et  p = |3  ont  été  déterminés  de  ma- 
nière à satisfaire  aux  équ.  (2).  Formons  donc  les  dilTérentielles 
complètes  d*  = o,  dp=o,  sous  la  forme 

Adx-\-Ddy  -f  6'dz  -j- Ddp  Edq=.o,  adx-\-bdy. . .edq  = o. 
Mettous  pdx-\-qdy  pour  dz,  Qdx  pour  dj-;  enfin,  pour  dq  sa 
valeur  tirée  de  (2),  nous  aurons  deux  sortes  de  termes  dans 
chaque  cqu. , les  uns  facteurs  de  d* , les  autres  de  dp  j en  les 


i> 


1 


i 

l! 


1 


i 
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égalant  séparément  à zéro  (attendu  que  la  proposée 

lir-j-Ss...=  V,  ne  pouvant  déterminer  qu'une  des  quantités 
r,s,t,  en  fonction  des  autres,  et  de  x,  y,  z,  p et  y,  dr  et  d p 
restent  iudépendans),  il  vient 

A+aB  + (p  + qa)C+^  = O,  = 

« + ab  + (p  +qn)c  + e-^  — o,  d=^~. 

Ceséqu.  expriment  la  condition  que  ir  et  p satisfont  aux  con- 
ditions (a).  Cela  posé,  pour  reconnaître  si  en  effet  l’équation 
5T  = pp  satisfait  à la  proposée,  prenons  sa  différentielle  com- 
plète ArxxÇi'p.dp,  ou 

• ; 

Aàx  -f  BAy. . . Edq  — <p'p . {aàx  -f-  bày . . . ed q)  ; 

substituons-y  pour  A,  D , a,  d,  leurs  valeurs  tirées  des  quatre 
équ.  précédentes,  et pàx-\-qày  pour  dz;  enfin,  réunissant  les 
termes  qui  ont  pour  coefiiciens  B , C , E , b , c , e,  nous  voyons 
qu’ils  ont  pour  facteur  l’une  ou  l’autre  des  quantités 

RCiip-\-  TAq — Endx,  dy — Odx, 

lesquelles  sont  nulles  ch  vertu  des  équ.  (2) , et  cela  quelle  que 
soit  la  fonction  p ; donc  jr  = pp  est  V intégrale  première  de  ta 
proposée,  <p  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x et  y. 

On  se  trouve  ainsi  conduit  à traiter  les  équ.  (2);  mais  il  faut 
remarquer  qu’outre  ces  deux  relations,  on  ait  àzz=pàx-\-qày , 
ce  qui  ne  fait  que  trois  équ.  entre  les  cinq  variables  x,  y,z,p 
et  q.  Il  pourrait  donc  se  faire  que  l’équ.  qu’on  obtiendraitentre 
trois  de  ces  quantités,  par  l’élimination,  ne  remplît  pas  là 
condition  d’intégrabilité  (n°  897)  ; dans  ce  cas,  elle  ne  provien- 
drait pas  d’une  équ.  unique.  On  serait  alors  conduit  à une 
intégration  inexécutable,  sans  que  pour  cela  on  fût  en  droit  de 
conclure  qu’elle  n’est  pas  possible,  et  que  l’équ.  différentielle 
proposée  ne  résulte  pas  d’une  seule  primitive.  \ 

Concluons  de  là  que,  pour  intégrer  l’équ.  linéaire  du  2*  ordre 
/ir-J-Sf  Tt=zV,  on  posera  les  équ.  (1)  et  (2);  la  1"  fera 
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•onnaître  a , dont  la  valeur',  substituée  dans  (2),  donnera  deux 
équ.  auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  des  intégrales  sr=a, 
f — fi  : on  fera  * = <pp , et  il  restera  à intégrer  cette  équ.  du 
itr  ordre. 

Comme  l’équ.  (1)  est  du  2*  degré,  on  en  tire  deux  valeurs 
de  a;  on  préférera  celle  qui  se  prêtera  mieux  aux  calculs  ulté- 
rieurs. 


914.  Prenons,  par  exemple,  q*r — ipqs-\-p^i  =0;  R = q‘‘, 
S — — ipq , T—p*,V-=x o,  donnent,  pour  l’équation  (1),' 
ÿ’a"  -f-  2 pqa  4- p *=  o ; d’où  qSl  4-  p = o ; et  chassant  a des 
équ.  (2), 

pdx  -f*  qdy  ~ »,  qàp  =zpdq. 

Celle-ci  donne  p =@q  ; l’autre  revient  à dz  = o,  z = a ; et 
/3  = , ou  p — qçz,  reste  à intégrer  de  nouveau. 

Appliquons  la  méthode  du  n°  903,  qui  donne 

* 

dz  = o,  dy  — — dx.<pz-,  d’oùz  = «,  y-^xçm  — 0; 


posant  |3  = il  vient  enfin  pour  l’intégrale  cherchée,  ç et  4 
étant  les  deux  fonctions  arbitraires, y-f-  x<pz=ÿz. 

L’équation  rx’-f-  ixys  -J-j’t  = o,  où  Rx=  x‘ , S —’ixy . . . , 
donnent  a x = y,  et  les  équations  (2)  deviennent ydx  = xdy, 
xdp  +ydq  = o.  La  ir*  donner  = mx;  chassant  ^de  la  2', 
elle  devient  dp  + ad^  = o ; d’où p-\-  <tqx=.[ 3;  enfin,  (3=  ça 


donne  pour  l’intégrale  première  , px  -4-  qy  — xip 


Les  équ.  (2)  du  n°  go3  sont  ici  dz  = dx . <p,  xdy  = jrdx)  on 
tire  de  cette  dernière  y—  o.x\ chassant^  de  l’autre,  dz=dx.<p«, 


z — x$*  4-/®;  enfin , £ = \}/«,  donne  z =zx$ 


Dans  l’exemple  suivant  on  a fait  p +-y=  m, 


r( I -f  qm ) 4-  S{q  —p)  m = t(i  + pm). 
L’équation  (1)  est 

( 1 4-  î»w)a’  — ( q — p)ma  — 1 4~  pm  ; 
d’où  a = 1 . Quant  à l’autre  racine  de  fl,  comme  elle  con- 
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duirait  à une  intégrale  première,  contenant  p -j-  q sous  le  signe 
ç , et  hors  ce  signe , elle  ne  peut  être  employée.  Les  équ.  (2) 
sont  . 

dy  = dx,  ( 1 -f  qm)dp  =(1  + pm)dq. 

On  a x — y = et;  pour  intégrer  la  2e  faisons  p q—n,  z t 
p-j-q  = m;  on  eu  tire  les  valeurs  de  p , q,  dp , dq , et  l'on  a 
cette  équation  séparable  mndm  = (2  -f-  m7)dn,  qui  donne. . . 
n~fi  1/(2  + m’)  ; ainsi,  S = <p*  devient 

n — [/2-\-m\<p'(x— y),  p=q-\-V*-Hp-\-q)%-  <f\x—y). 

Pour  intégrer  de  nouveau  cette  équ.,  mettons  pour/»  et  q leurs 
valeurs  en  m et  ndans  dz—pdx-\-qdy  ; il  vient 

idz~  ( m + n)dx  -j-  (m  — n)dy 

— m(dx  -f-  dj)  + (dx  —dy  ) v/(2  -f  m')  ,<p'(x  —y) . 
Intégrons,  en  supposant  m constant,  parla  méthode  du  n°  906, 
et  nous  trouvons  qne  l’intégrale  cherchée  est  représentée  parle 
système  des  deux  équations 

2z  + im=m(x+y)  -f-  [/(2+m3)f)(x— y), 

gi5.  La  complication  de  ces  calculs  empêche  très  souvent 
qu’ils  ne  réussissent;  mais  dans,  le  cas  où  les  coeffîciens  R,  S et  T 
sont  constans,et  ^fonction  de  x et  y,  l’équ.  (t)  donne  pourü 
deux  valeurs  numériques,  telles  que  m et  n : et  les  relations  (2), 
auxquelles 5r=etetp  = /S  doivent  satisfaire,  s’intégrent  et  don- 
nent , pour  la  racine  m , ' 

y~mx  -f-  cl  et  Rmp  -j-  Tq—mfVdx  : 

On  devra  substituer  dans  V,  pour  y,  sa  valeur  mr-f  a ; puis 
fFdx  ne  dépendra  plus  que  des  quadratures.  L’intégration 
faite  , on  ajoutera  une  constante  /3,  etl’on  remettra  pour  a.  sa 
râleur  y — mx.  On  aura  donc  les  équ.  cherchées  =a,  p=@> 
en  sorte  que  p=zç'nz=q>'(y — mx ),  deviendra 

Rmp  -f-  Tq  =zmfprdx 4-  <p(y  — mx). 
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On  raisonnera  de  meme  pour  la  2e  racine  n de  12  , ou  plutôt 
on  changera  ici  menn:  mais  il  suffit  de  traiter  l’un  de  ces  deux 
cas , parce  que  l’autre  conduit  au  même  résultat.  On  choisit 
celui  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul. 

Il  s’agit  maintenant  d’intégrer  de  nouveau  : pour  cela,  repre- 
nons notre  i"  intégrale,  et  tirons-en  la  valeur  de p pour  la 
mettre  dans  dz=pdx  + qdj  : remarquant  que  par  la  nature 
des  deux  racines  met  n de  G,  on  a Rmn  = T,  on  trouve 


fldz  — d xÇV dx  — d — mx)  = Rq{ djr — nd.r)  ; 
en  comprenant  dans  le  diviseur  constant  m.  Or , pour  in- 
tégrer cette  équ.  ( n°  go3),  on  égalera  à zéro  chaque  membre 
séparément  ; d’où 

y=znx-\-c,  Rz — fdxfFàx — fdx.ç'(jr — mx)  — b. 

Il  convient,  avant  tout,  de  faire  quelques  remarques  : 
i°.  On  devra  mettre  nx  -f-c  pour  jr  dans  la  2'  équ. , et  in- 
tégrer par  rapport  à x ; puis  on  remettra  y — nx  pour  c dans  le 
résultat. 

2".  Les  deux  intégrales  fdxfVdx  nécessitent  une  distinction 
importante,  puisqu’on  a d’abord  mis  mx  -f-  a pour  j-  dans  V, 
et  y — mx  pour  a.  dans  le  résultat;  tandis  qu’on  doit  faire 
y = nx  -f-c  dansdxfFÜx,  et  restituer^ — nx  pour  c. 

3°.  fdx.<p'{j  — mx)  devient  fdx.  ç'[  x (n  — m ) -f-  c ] , ou 


<f> 


n — m 


ou  plutôt  <p[(n  — m)x- J-  c],  en  comprenant  la  cons- 


tante n—m  dans  <p ; ainsi,  l’on  a ç(jr — mx). 

4°.  Enfin,  la  constante  ùest  une  fonction  quelconque  îj'de  c, 
ou  — nx )•  D°nc 

Rz  =2 fdxJVdx  <p{j — mx)  + 4(J  — me). 

Par  ex.,  pour  r — s — 2 tz=zkjr~\  on  a 
n,-f-c=  2,  d’où  rn  = i,  n =—  2 et jr—x -f* «, jf~»  — ix. 
Donc 


JTàx= f =zkl(x  + «.  (=  k\j. 


fdxfVdx  — fkdx  \jr  = fkdx . 1 (*  — zx) . 
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Cette  intégrale  s’obtient  aisément  ( n°  817,  ou  80g,  V);  elle 
devient  — kx  ~ky.\\/ y,  en  remettant  ix  y pour  «'Ainsi, 


z -f  k(x  +y  1 \/y)  = ~ x ) + 'î'  (r  4-  2X). 


Pour  r ==  b't  ou 


iVz 


— b" 


d’a 


— b1  qui  est  l'équ.  des  cordes 

vibrantes  (voy.  111a  Mécanique,  n°  3io) , on  a /?=i,  jT= — b1, 
S — o — JS , d’où  a2c=b'‘,  m-=zb  — — n,  y=zbx  , ou 
jr  =«'  — bx\  enfin  fdxfVdx-=.o.  Donc 


z — <p(y—  bx)  +4(y+bx). 


Nous  renvoyons  , pour  de  plus  amples  détails  sur  celte  ma- 
tière, au  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix. 

916.  On  intègre  quelquefois  en  suivant  le  procédé  dun°907, 
qui  consiste  à partager  la  proposée  en  deux  équ.  à l’aide  d’une 
indéterminée  9.  Par  ex. , l’équ.  rt  = des  surfaces  dévelop- 

r s 

pables  (n°  806) , donne  - = 6 — - , d’où  r=r9,  s — t 8, 

rdx-f-rdj-=3(5dx+/dr),  ou  dp  — èàq  ( B , n°  909). 

Cette  équ.  n’est  intégrable  qu’autant  que  6 est  fonction  de  q ; 
donc  p=Qq  est  l’intégrale  t”.  L’équ.  àz—pdx-tf-qdy  devient 
dz—âx.$q-+-qdy  : supposant  q constant,  parla  méthode 
du  n°  906 , il  vient 

s=x^-f  qy+4<I’  ^,ï+jr+4'ÿ=o. 

Toutes  les  surfaces  développables  sontcomprises  dans  lesystème 
de  ces  deux  équ. , et  pour  l’une  d’elles  qu’on  déterminerait  en 
particulier,  il  faudrait  trouver  les  fonctions  © et  \|/,  puis  éli- 
miner q entre  les  deux  équ.  résultantes. 

Intégration  des  Équations  différentielles  partielles 
par  les  séries. 

91 7.  Prenons  le  2*  ordre  pour  ex.  des  intégrales  approchées. 
Sort  donnée  uue  équ.  entre  r,  s, t...x;  choisissons  l’une  des  va- 


Digitized  by  Google 


INTKG.  DES  ÉQU.  DIFFÉR,  PART.  PAR  SÉRIES.  55g 
riables , telle  que  x,  et  posons  la  formule  de  Maclaurin  (n®  746) 

« =/+  *r+ \ *•/■+*  *3fm+ . . . 

f,  f f". ...  désignent  ici  des  fonctions  cherchées  de  y,  qni 
sont  ce  que  deviennent  l’intégrale  z~f{x,  y)  et  ses  dérivées 
relatives  à x , lorsqu’on  fait  x = o (*).  Qu’on  tire  de  la  pro- 
posée r=F(r,  s,  t,p,  q , x,  y},  il  est  clair  que  si  l’on  change 

- - d P df'  , 

x en  zéro,  z en/, p en  f',  enfin  ion^  en  -g- , il  n entrera 

dans  la  valeur  de  r ({nef  f\  et  leurs  dérivées  par  rapport  à y, 

d*'f 

: ainsi,  r deviendra  f".  De 

ày 3 J 

même  la  dérivée  de  r,  relative  à x,  donnera  f,  à l’aide  des 
mêmes  fonctions  f et  qui  demeurent  quelconques  : et 
ainsi  pour  f lT,  fv. . . . en  sorte  que  la  série  contiendra  deux 
fonctions  arbitraires  de  y. 

Pour  le  3e  ordre,  le  même  raisonnement  prouve  que  la  série 
ci-dessus  est  l’intégrale  et  contient  les  trois  fonctions  quelcon- 
quesy  f’,f "•  Eu  général,  toute  équ.  différ. partielle  d’ordre  n 
a une  intégrale  qui  contient  n fonctions  arbitraires. 

91S.  Lagrange  a encore  proposé  d’approcher  des  intégrales 
par  la  méthode  des  eoefficiens  indéterminés.  On  pose 
- (-x-xj.-f--*1;*:  -f-x38  -4 - x'». . . . 

En  prenant  les  différentielles  convenables,  substituant  dans  la 
proposée , et  égalant  entre  eux  les  termes  où  x entre  au  même 
degré , on  a diverses  équ.  qui  servent  à trouver  celles  des  fonc- 
tions de  y qui  ne  doivent  pas  rester  arbitraires. 

Par  ex. , pour  r=q , on  trouve 

d’*  - , 

g^5  = r=2^-f  6x«+  1 2X’*..  . 

dj.  = ?=<p'  + *4'+  xV...; 

m 

(*)  Si  la  fonction/(x,.r)  devait  être  de  naturo  à donner  l’iufini  pour  quelque 
valeur  d ef,/r,J" il  faudrait,  comme  on  l’a  fait  00871,  changer  x en  x— a; 
dans  la  proposée,  a étant  une  constante  qu’on  prend  à volonté,  de  manière 
à ne  plus  rencontrer  de  dérivées  infinies  dans  les  calculs  qu’on  va  evposev. 


, . df 

puisque  q devient  -p— , et  t = 
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substituant  dans  rz=zq  et  comparant,  on  trouve 

z = <P .+  *4-  -H  * V + ® *34'  +izxi<P" 


d’z  d’z  d’z 

De  inêuie  pour  1 cqu.  -j— ; + g— _ ^ = o,  on  trouve 


x*/d'<p  d3«p  \ ^ /d’4  d*4\ 


Des  Fonctions  arbitraires. 


91g.  On  dira  pour  les  fonctions  arbitraires  9,  4. des 

équ.  diffe'r.  partielles,  ce  qu’on  a dit  (n°  83g)  pour  les  cons- 
tantes introduites  dans  les  intégrations  ordinaires.  Tant  qu’on 
11c  veut  qu’intégrer,  c.-à-d.  composer  une  expression  qui  , 
soumise  aux  règles  du  Calcul  différentiel , satisfasse  à la  pro- 
posée, ces  fonctions  <p,4 sont  en  effet  quelconques. 

Mais  si  les  résultats  doivent  être  appliqués  à des  questions  de 
Géométrie  , de  Mécanique,  etc. , ces  fonctions  peuvent  cesser 
d’être  arbitraires.  Quelques  exemples  suffiront  pour  l’intelli- 
gence de  cet  exposé. 

On  a vu  (n0‘ 660 , ^45)  que  l’écju.  des  surfaces  cylindriques  est 
y — bz=ztp(x — az),  ou  ap  -(-  bq=.i. 

La  ir*  est  l’intégrale  de  la  a',  la  forme  de  la  fonction  0 
dépendant  de  la  courbe  directrice.  Or,  si  la  base  du  cylindre 
sur  le  plan  xy  est  donnée  par  son  équ.  y—fx,  il  faudra  que 
<p  soit  telle,  que  cette  base  soit  comprise  parmi  les  points  de 
l’espace  que  désigne  l’équ.  y — bz  = <p(x — az).  Si  donc  on  y 
fait  z = o , les  équ.  y—q>x,y=fx  seront  identiques.  Donc  les 
fonctions  ç et  font  même  forme,  c.à-d.  que  si  l'on  cbange  dans 
y=fx,y  en  y — bz,  et  x en  x — az,  l’équ.  qu’011  obtiendra 
sera  celle  du  cylindre  particulier  dont  il  s’agit  (n°  "788, 1). 

Généralement,  soient  91— o,  N=  o les  équ.  de  la  direc- 
trice : on  fera  x — nz=«  , et  éliminant  entre  ces  trois  équ. , 
on  en  tirera  les  valeurs  de  x,  y et  z,  et  par  suite  celle  de 
y — bz  ou  (pu , en  fonction  de  n,  c.-à-d.  qu’on  aura  la  manière 
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dont  ipu  est  composé  en  u.  Il  ne  restera  plus  qu’à  mettre  x — az 
potir  u,  dans  y — bz  — çu,  pour  avoir  l’équ.  de  la  surface 
cylindrique  particulière  dont  il  s’agit. 

Pareillement  les  surfaces  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z 
ont  pour  équ.  py  = qx,  dont  l’intégrale  est  x*-}-yi—<pz 
(n°*  662,745)  ; la  fonction  p demeure  indéterminée  tant  que 
la  génératrice  dé  la  surface  reste  quelconque  : mais  si  cette 
courbe  est  donnée  par  ses  équ.  M=o,  N=  o,  dans  toutes 
ses  situations  elle  sera  sur  la  surface  ; les  x , y et  z seront  les 
mêmes.  Posons  z=«  , éliminons  x, y et  z entre  ces  trois  équ. , 
puis  substituons  leurs  valeurs  dans  x*-t-y*=ç>u , nous  saurons 
comment  la  fonction  p est  composée  en  u ; remettant  donc  z 
pour  u , et  xa-f-  y*  pour  pu , nous  aurons  particularisé  p , de 
manière  que  l’équ.  appartiendra  exclusivement  à la  surface 
proposée. 

Et  si  le  corps  est  engendré  par  la  révolution  d’une  surface 
mobile,  qui  serait  invariablement  liée  à l’axe  des  z,  et  dont 
on  aurait  l’équ.  M—  o , en  la  considérant  dans  l’une  de  ses 
positions , différentiant,  on  trouvera  les  expressions  de  p et  q 
en  x,  y et  z;  substituées  dans  py — qx—o,  on  aura  l’équ. 
N=  o de  la  courbe  de  contact  du  corps  générateur  avec  la 
surface  engendrée  , puisque  les  plans  tangens  sont  communs  à 
l’une  et  à l’autre.  On  a ainsi  les  équ.  d’une  courbe  qu’on 
peut  regarder  comme  génératrice,  et  l’on  retombe  sur  le  cas 
précédent. 

Le  conoïde  a pour  équ.  px-\-qy= o,  dont  l’intégrale  est 
j-=x.pz  ( p.  425  , 548).  Faisons  z — u,e\.  tirons  x,y  et  z en  u, 
à l’aide  des  équ.  M=  o,  N—  o de  la  courbe  directrice  ; enfin, 
mettons  pour  x et  y leurs  valeurs  dans  y~x.çu , et  nous  sau- 
rons comment  <pu  est  composé  en  u.  Enfin , remplaçant  u par  z, 
nous  aurons  p z , et  l’équ.  particulière  y = x.pz  du  conoïde 
proposé. 

Quand  la  directrice  est  un  cercle  tracé  dans  un  plan  parallèle 
aux  yz,  dont  les  équ.  sont  x = n ,y*-{-z‘i=bi,  ou  trouve 
ay7  -f-  z’x1 = b “x*. 

L’équ.  des  cônes  est  z — c—p{x — «)+?(j Y— b),  dont 
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V l’intégrale  est  - = p (- — (nM  661 , ^^5 ).  Pour  que  ïaÉ 

base  soit  un  cercle  tracé  sur  le  plan  xy  et  le  centre  à l’origine,  on  a 

z = o,  x7  y7  — r7,  et  ar — <z  = h(z  — c), 

d’où  z = o,  x = a — 'cm,  — (a — cm)’]. 

Substituant  dans  y — ù = (z  — c)pa,  pour  ar,  ^ et  a ces  va- 
leurs, on  q epu  = b — \/[r'1 — (a — cm)’].  Enfin,  remettant 
pour  u et  pu  leurs  valeurs,  on  a pour  l’équ.  du  cône,  comme 
page  3oo, 

(cy  — Ziz)ï-f-  (az  — cx)'7=rJ‘(z  — c)*. 

920.  Ces  ex.  suffisent  pour  montrer  comment  on  doit  déter- 
miner les  fonctions  arbitraires,  lorsqu’on  veut  appliquer  les 
calculs  généraux  aux  cas  particuliers.  Soit  en  général  K = p (L) 
une  intégrale  contenant  une  fonction  arbitraire  p,  K et  L étant 
des  fonctions  données  de  x,yet  z : la  condition  prescrite  établit 
quel’éq.  devient  F(x,y,  z)=o,  lorsqu’on  supposera:, y,  z)~o. 
Cette  condition  revient,  en  Géométrie,  à demander  que  la  sur- 
face cherchée  dont  l’équ.  est  K = pL,  passe  par  la  courbe 
donnée  dontles  éq.  sont  F=o,f=o.  Pour  satisfaire  à cette  con- 
dition, on  fera  L—u\  et  l’on  tirera  x,  y et  z en  «de  ces  trois  éq.  : 
puis , substituant  ccs  valeurs  dans  K , on  aura  pour  résultat  une 
fonction  K ,,  qui  sera  = pu  exprimé  en  u , ce  qui  déterminera 
la  composition  de  la  fonction  p.  Enfin,  on  remettra  L pour  u, 
dans  K — K,,  et  l’on  aura  l’intégrale  cherchée. 

S’il  y avait  deux  fonctions  arbitraires  à déterminer,  il  fau- 
drait donner  deux  conditions.  Un  calcul  semblable  au  précé- 
dent ferait  connaître  ces  fonctions. 

921.  Mais  si  la  nature  de  la  question,  et  cela  a lieu  dans 
un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  et  de  Géométrie 
transcendante,  ne  permet  pas  de  déterminer  les  fonctions  arbi- 
traires, elles  restent  quelconques,  et  les  propriétés  qu’on  dé- 
couvre, sans  particulariser  ces  fonctions,  ont  lieu  en  général. 
Pour  tirer  nos  explications  de  la  Géométrie,  s’il  entre  un  terme 
de  la  forme  px , et  qu’on  décrive  sur  le  plan  xy  la  ligne  qui  a 
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pour  équ.j-  = tpx,  toutes  ses  ordonnées  / seront  les  valeurs  de 
la  fonction  ç,  en  sorte  que  cette  courbe  soit  non-seulement 
quelconque,  mais  même  puisse  être  tracée  à la  main  par  un 
mouvement  libre  et  irrégulier  ; la  courbe  peut  même  être 
Discontinue,  c.-à-d.  formée  de  branches  différentes  placées 
bout  à bout,  ou  Discontiguë , c.-à-d.  formée  de  parties  isolées 
et  séparées  les  unes  des  autres.  C’est  Euler  qui  a mis  ces  prin- 
cipes hors  de  doute,  même  contre  l’avis  de  d’Alembert,  qu’on 
peut  regarder  connue  l’inventeur  ducalcul  aux  différences  par- 
tielles; calcul  dont  les  ressources  sont  immenses,  les  applica- 
tions d’une  utilité  sans  bornes  , et  qui , comme  on  voit,  est  le 
moyen  dont  on  se  sert  pour  soumettre  les  fonctions  irrégulières 
à l’analyse  mathématique. 

VI.  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

922.  Les  problèmes  des  Isopérimèlres  avaient  déjà  été  résolus 
par  divers  géomètres  avant  la  découverte  du  Calcul  des  varia- 
tions-, mais  les  procédés  dont  on  se  servait  ne  formaient  pas 
un  corps  de  doctrine,  et  chacun  de  ces  problèmes  n’était  ré- 
solu que  par  une  méthode  qui  lui  était  particulière,  et  par  des 
artifices  d’analyse  souvent  très  détournés.  Il  appartenait  au 
célèbre  Lagrange  de  ramener  toutes  les  solutions  à une  méthode 
\ uniforme.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Étant  donnée  une  fonction  Z = F(x , y,  y' , y"  •••)■,  en  dési- 
gnant par  y , y...  les  dérivées  de  y considéré  comme  fonc- 
tion de  x ,y~  q>x , on  peut  se  proposer  de  faire  jouir  Z de  di- 
verses propriétés  ( telle  que  d’ètré  un  maximum,  ou  toute  au  tre) , 
soit  en  assignant  aux  variables  x%  y , des  valeurs  numériques , 
soit  en  établissant  des  relations  entre  ces  variables,  et  les  liant 
par  des  équations.  Quand  l’équ.  y = ipx  est  donnée,  011  en  dé- 
duit y , y',  y“...  en  fonction  de  x,  et  substituant,  Z devient 
—fx.  On  peut  assigner,  par  les  règles  connues  du  Calcul  diffé- 
rentiel, quelles  sont  les  valeurs  de  x qui  rendent  fx  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  On  détermine  ainsi  quels  sont  les  points 
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«l’une  courbe  donnée,  pour  lesquels  la  fonction  proposée  Z est 
plus  grande  ou  moindre  que  pour  tout  autre  point  de  la  même 
courbe  voisin  du  premier. 

Mais  si  l’équ. j-  = $>x  n’est  point  donnée,  alors,  prenantsuc- 
cessivement  pour  <px  différentes  formes,  la  fonction  Z — fx 
prendra  elle-même  différentes  expressions  en  x ; on  peut  se 
proposer  d’assigner  à tpx  une  forme  propre  à rendre  Z plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  forme  de  yx,  pour 
la  meme  valeur  numérique  de  x , quelle  qu’elle  soit  d’ailleurs* 
Cette  dernière  espèce  de  problème  appartient  au  calcul  des  Va- 
riations. 11  s’en  faut  de  beaucoup  qu’il  se  borne  à la  théorie  des 
maxima  et  minima ; mais  nous  nous  contenterons  de  traiter 
celte  matière,  parce  qu’elle  suffit  pour  l'intelligence  complète 
des  règles  de  ce  calcul.  N’oublions  pas  toutefois  que,  dans  ce 
qui  va  être  dit,  les  variables  x et  y ne  sont  pas  indépendantes , 
mais  seulement  que  l’équ.  y=px,  qui  les  lie  entre  elles,  est 
inconnue,  et  qu’on  ne  la  suppose  donnée  que  pour  faciliter  la 
résolution  du  problème,  x doit  être  regardée  comme  une  quan- 
tité quelconque  qui  reste  la  même  pour  les  différentes  formes 
y = ç ix;  les  formes  de  <p , <p',  <p" . . . sont  donc  variables,  tandis 
que  x est  constant.  ■ ’ 

gi3.  Dans  Z = F(x,  y,  y , y".. . .)  mettons  y -j-  k pour 

y,  y'  - h k'  pour  y' , k étant  une  fonction  arbitraire  de  x, 

et  k ',  k" . . . ses  dérivées.  Or,  Z deviendra 

Zt  — F(x,  y + k,  y’  + k',  y“+k"...). 

Le  théorème  de  Taylor  (n°  743)  a lieu,  que  les  quantités 
x,y,  i,  k soient  indépendantes  ou  dépendantes;  ainsi  l’on  a 

z,  = z + (k.  ïÿm+’k  jp/+etc-j-l' etc-> 

de  sorte  qu’on  peut  regarder  x ,y,y' , y" . . . conjme  autant  de 
variables  indépendantes,  en  tant  qu’il  ne  s’agit  que  de  trouver 
ce  développement. 

Cela  posé,  la  nature  de  la  question  exige  que  l’équ.  y = fx 
ait  été  déterminée  de  manière  que , pour  la  même  valeur  de  x , 
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or  ait  toujours  Z,  > Z,  ou  Z,  Z : en  raisonnant  comme 
dans  la  théorie  des  maxima  et  minima  ordinaires  (n°  767), 
on  voit  qu’i,l  faut  que  les  termes  du  1"  ordre  soient  nuis,  et 
qu’on  ait 


k. 


d Z 

àjr 


+i’.«+ï“+ 

d y Ay' 


Puisque  k est  arbitraire  pour  chaque  valeur  de  x,  et  qu’il  n’est 
pas  nécessaire  que  sa  valeur,  ou  sa  forme,  restent  les  mêmes, 
quand  x varie  ou  est  constant,  k' , k" . . . sont  aussi  arbitraires 
que  k.  Car,  pour  une  valeur  quelconque  x = X,  on  peut  sup- 
poser l=a-f  — X)  -f-  \c(x — X)3-+-etc. , X,  a,  b,  c,..., 

étant  prises  à volonté;  et  comme  cette  équ.  et  scs  différentielles 
doivent  avoir  lieu,  quel  que  soitar,  elles  devront  subsister  lors. 

que  x=X,  ce  qui  donne  k—a,  k'  — b , k"  — c Donc, 

notre  équ.  Z,  — Z -f- . . . ne  peut  être  satisfaite , vu  l’indépen- 
dance d e a,  b,  c. . . , à moins  que  chaque  terme  ne  soit  nul, 
Ainsi,  elle  se  partage  en  autant  d’autres  qu’elle  renferme  de 
termes,  et  l’on  a 


dZ_  dZ  _ .dz  _ dZ:  _ 

dy  ° ’ d y ° ’ dy"  ° ‘ ' ’ ' ’ dyW  ° ’ 


(«)  étant  l’ordre  le  plus  élevé  de  y dans  Z.  Ces  diverses  équ. 
devront  s’accorder  tontes  entre  elles,  et  subsister  en  même 
temps , quel  que  soit  x.  Si  cet  accord  a lieu,  il  y aura  maximum 
ou  minimum , et  la  relation  qui  en  résultera  entre  y et  x sera 
l’équ.  cherchée  , y =<px,  qui  aura  la  propriété  de  rendre  Z 
plus  grand  ou  plus  petit  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  rela- 
tion entre  x et  y.  On  distinguera  le  maximun  du  minimum , 
suivant  les  théories  ordinaires,  d’après  les  signes  des  termes 
du  2'  ordre  de  Z,.  ( Voyez  page  392.) 

Mais  si  toutes  ces  équ.  donnebt  des  relations  différentes  entre 
.r  et  y,  le  problème  sera  impossible  dans  l’éiàt  de  généralité 
qu’on  lui  a donné  ; et  s’il  arrive  que  quelques-unes  seulement 
de  ces  cqu.  s’accordent  entre  elles , alors  la  fonction  Z aura  des 
maxima  et  minima,  relatifs  à quelques-unes  des  quantités 


/ 
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y > y j y •••»  sans  en  Avoir  d’absolus  et  de  communs  à toute»  , 
ces  quantités.  Les  équ.  qui  s’accordent  entre  elles  donneront 
les  relations  qui  établissent  les  maxima  et  minima  relatifs.  Et 
si  l’on  ne  veut  rendre  X un  maximum  ou  un  minimum  que  par 
rapport  à l’une  des  quantités  y, y’,  y*..-  commealors  il  ne  fau- 
dra satisfaire  qu’à  une  équ.,  le  problème  sera  toujours  possible. 

9^4-  11  suit  des  considérations  précédentes,  que., 
i°.  Les  quantités  x et  y sont  dépendantes  l’une  de  l’autre,  et 
que  néanmoins  on  doit  les  faire  varier  comme  si  elles  étaient 
indépendantes,  puisque  ce  n’est  qu’un  procédé  de  calcul  pour 
parvenir  au  résultat.  * •» 

2°.  Ces  variations  ne  sont  pas  infiniment  petites  ; et  si  l’on 
emploie  le  Calcul  différentiel  pour  les  obtenir,  ce  n’est  que 
comme  un  moyen  expéditif  d’avoir  le  second  terme  du  déve- 
loppement, le  seul  qui  soit  ici  nécessaire. 

Appliquons  ces  notions  générales  à des  exemples. 

I.  Prenons  sur  l’axe  des  x d’une  courbe  deux  abscisses  m et  n, 
et  menons  des  parallèles  indéfinies  à l’axe  des  y.  Soit  y = <px 
l’équ.  de  cette  courbe  : si  par  un  point  quelconque  on  mène  une 
tangente , elle  coupera  nos  parallèles  en  des  points  qui  ont. 

( n°  762)  pour  ordonnées  l—y-\-y  (m — x ) eihz=zy-±-y'(n — x). 

Si  la  fortuede  ç est  donnée , tout  est  ici  connu  ; mais  si  elle  ne 
l’est  point,  on  peut  demander  quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de 
la  propriété  d’avoir,  pour  chaque  point  de  tangence,  le  produit 
de  ces  deux  ordonnées  plus  petit  que  pour  toute  autre  courbe- 
On  a ici  Z — l X h,  ou 

Z=[y+{m—  x)  y'  ] [y  + (n  — x)  y]. 

D’après  l’énoncé  du  problème , les  courbes  qui  passent  par., 
un  même  point  (x,  y),  ont  des  tangentes  de  directions  diverses  ; 
et  celle  qu’on  cherche  doit  avoir  une  tangente  telle , que  la  con- 
dition Z ^maximum  soitremplie.  On  doit  donc  regarder  x et y 
comme  constans  dans  dZ  = o;  d’où 

d Z lÿ 2X  — m — n 1 ! 

d y'  T~°’  y (x — m)  (x — n)  ~ x — m (x  — n ) ’ 

puis  in  tégrant , y2  = C(x  — m)  ( x — n) . ' 

«r  , “l 

* 
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La  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  , selon  que  ^est 
uépaùf  ou  positif,  les  sommets  sont  donnés  par  x — m et  — ni 
dans  le  !"  cas,  le  produit  Z.  A,  ou  Z,  est  un  maximum,  parce 
nue  r"  a le  signe  - ; dans  le  a',  Z est  un  minimum,  on  plutôt 
un  maximum  négatif  : ce  produit  est  d’ailleurs  constant. . . 

lh  = '-C{m  — n)\  carré  du  demi-second  axe;  c est  ce  qu  on 

trouve  en  substituant  dans  Z pour  y et  y leurs  valeurs. 

Iï.  Quelle  est  la  courbe  pour  laquelle,  en  chacun  deses  points, 
le  carré  de  la  sous-normale  augmentée  de  l’abscisse,  est  un 
minimum?  On  a Z = {yy'+x)\  d’ou  l’on  tire  deux  eqi*.  , 
qui  s’accordent  en  faisant^-/  + x = o , et  par  suite  -\-y —r  . 
Donc  tous  les  cercles  décrits  de  l’origine  comme  centre,  satis- 
font seuls  à la  question. 

q25.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  n’est  pas  d’une 

grande  étendue  ; mais  elle  sert  de  développement  préliminaire , 
utile  pour  l’intelligence  du  problème  beaucoup  plus  intéressant 
qui  nous  reste  à résoudre.  Il  s’agit  d’appliquer  tous  les  ra.son- 
nemens  précédens  à une  fonction  de  la  forme /Z  : le  signe  J 
indique  que  la  fonction  Z est  différentielle,  et  qu’après  avoir 
intégrée  entre  les  limites  désignées,  on  veut  la  faire  jouir  des 
propriétés  précédentes.  La  difficulté  qui  se  rencontre  ici  vient 
donc  de  ce  qu’il  faut  résoudre  le  problème  sans  faire  1 inté- 
gration ; car  on  voit  assez  qu’il  est  eu  général  impossible  de 

l’exécuter.  . 

Lorsqu’un  corps  se  meut,  on  peut  comparer  entre  eux  soit 

les  divers  points  du  corps  dans  l’une  de  ses  positions , soit  le  lieu 
qu’occupe  successivement  un  point  désigné  dans  les  instans 
suivans.  Dans  le  i«  cas,  le  corps  est  considéré  comme  fixe,  et 
le  signe  d se  rapportera  aux  cliangemens  des  coordonnées  de  sa 
surface;  dans  le  2",  on  doit  exprimer,  par  un  signe  nouveau,  des 
variation;  tout-à-fait  indépendantes  des  i~,  et  nous  nous 
servirons  de  9.  Quand  nous  considérons  une  courbe  immobile, 
ou  meme  variable,  mais  prise  dans  l’une  de  sesposi  lions,  dx,  dy... 
, annoncent  une  comparaison  entre  ses  coordonnées  ; mais,  pour 
* avoir  égard  aux  divers  lieux  qu’occupe  un  même  point  d une 
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courbe,  variable  de  forme  selon  une  loi  quelconque,  nous  écri- 
rons Sx , Sy qui  de'signent  les  accroissemerïs  considérés 

sous  ce  point  de  vue,  et  sont  des  fonctions  de  x,  y. , . . Pareil- 
lement dx  devenant  d(x-p^r),  croîtra  de  d<hr  ; d3x  croîtra  de 
d’chr,  etc. 

' r 

Observons  que  les  variations  indiquées  par  le  signe  S sont 
finies , et  tout-à-fait  indépendantes  de  celles  que  désigne  la 
caractéristique  d : les  operations  auxquelles  ces  signes  se  rap- 
portent étant  pareillement  indépendantes , l’ordre  dans  lequel 
on  les  exécutera  doit  être  indifférent  pour  le  résultat.  De  sorte 
que  S. dx  et  d.<îa:  sont  deux  choses  identiques,  aussi  bien  que 
da»^x  et  ^.d’-r . . et  que  fSU  et  <1/17. 

Il  s’agit  maintenant  d’établir  des  relations  entre  x ,y , x 
de  manière  que  fZ  soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
des  limites  désignées.  Afin  de  rendre  les  calculs  plus  symétri- 
ques, nous  ne  supposerons  aucune  différentielle  constante:  d’ail- 
leurs nous  n’introduirons  ici  que  trois  variables,  parce  qu’il  sera 
aisé  de  généraliser  les  résultats,  et  que  cela  suffit  pour  entendre 
la  théorie.  Pour  abréger,  remplaçons  dx,  d’x.  »,  ày,  d1j'...,etc., 
par 


x 


, etc.,  de  sorte  que 
Z—  F{x , x/t  xu...,  y, y,,  yu...  z,s4,  xu ...).* 

x,  y et  z recevant  les  accroissemens  arbitraires  et  finis 
Sx,  ïjr,  Sx,  dx  ou  xt  devient  d(x-4-<J'x)  = dx-f-<ldxou 
x4  -1- Sx/ ; de  même  xu  croît  de  Sxn , et  ainsi  des  autres;  de 
sorte  qu’en  développant  Z, , par  le  théorème  de  Taylor,  et  in- 
tégrant , /Z  devient 

/Z,  _/Z  +J ■ * + dï, • èX‘+dyfJ' 

i &Z  . dZ  » dZ  » dZ  » „ . \ . , . 

+ dï/^'+dV  *+d +-)+/etc- 

La  condition  du  maximum  et  du  minimum  exige  que  l’inté- 
grale des  termes  du  i"  ordre  soit  nulle  entre  les  limites  dési- 
gnées , quels  que  soient  Sx,  Sjr  et  Sz , ainsi  qu’on  l’a  vu  précé- 
demment. Prenons  la  différentielle  de  la  fonction  connue  Z,  en 
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regardant  x,  x,,  x,(... y,  ^...^comme  autant  de  variables 

indépendantes  ; nous  aurons  . 

dZ=  mdx  -f-  ndx,-+-  pdx;. . . -f-  Mdj  + Nàjrt.. . +f*àz + »dzy. . . , 

m,  n...,  My  N...,  ft,  étant  les  coefficiens  des'diffe'rences 
partielles  de  Z par  rappdrt  à x,  x,...  ,y,  y,...,  z,  traités 
comme  autant  de  variables;  ce  sont  donc  des  fonctions  connues 
pour  chaque  valeur  proposée  de  Z.  Eu  pratiquant  cette  diffé- 
rentiation absolument  de  la  même  manière  par  le  signe  fa  on  a 

<J\Z=:  m.fac-\-n.i'Ax-{-p.è'A*x-\-  y.JdsX+. . . 1 

-±M.ïjr+N.$ày+P ,$'ày-\-QJàiy+.. . 

-hft  . Sz  -j-  r.faz-f-  x . «hPz-f-  X‘  W'z  + . . . j 

• 

Or,  cette  quantité  connue,  et  dont  le  nombre  des  termes  est 
limité,  est  précisément  celle  qui  est  sous  le  signe  /,  dans  les 
termes  du  i*r  ordre  de  notre  développement  : en  sorte  que  la 
condition  du  maximum  ou  du  minimum  demandée  , est  que 
J ^Z=o , entre  les  limites  désignées , quelles  que  soient  les  va- 
riations t'x,  Sy , fa.  Observons  qu’ici , comme  précédemment, 
le  calcul  différentiel  n’est  employé  que  comme  un  moyen  facile 
d’obtenir  l’assemblage  des  termes  qu’il  faut  égaler  à zéro  ; de 
sorte  que  les  variations  sont  encore  finies  et  quelconques. 

Nous  avons  dit  qu’on  pouvait  mettre  d.  fa  au  lieu  de  «l'.dx; 
ainsi  la  i”  ligne  de  l’équ.  équivaut  à 

m.  fa  -f-  n.d<£x+/?.d’<Jsx  -j-  q.  d3Jx  -f-  etc. 

m,  n...  contiennent  des  différ .,  de  sorte  que  le  défaut  d’homo- 
* généité  n’est  ici  qu’apparent.  Il  s’agitmaintenant  d’intégrer;  or, 
la  suite  du  calcul  fera  voir  qu’il  est  nécessaire  de  dégager  du 
signe  f,  autant  que  possible ,. les  termes  qui  contiennent  d^. 
Pour  y parvenir,  on  emploie  la  formule  de  l’intégration  par 
parties  ( p.  445)  ; • 

fn.dfa  ==  n.i'x — fdn.fa, 

fp. A*S'xi=:p  .Afa — d p.fa  + fA’p.i'x , 

fq. d3facz=  q.d'fa — dj.d<lx -f-d’ÿ.^X — /il  q d'x,  etc. 
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En  réunissant  ces  résultats  $ on  a cette  suite  dont  la  loi  est 
facile  à saisir,  • ' , 

f{m  — tira  4-  d*p  — d sq  +*  d4r  — ...  )S'x 
'±(n-dp-\-À',q-d?r...)Sx-\-(p-d>]+d!‘r...)d$'x+(q-Ar...)<!pîx... 

* < * r * : -i 

L’intégrale  de  ( A ),  ou  f.£Z  = 0,  devient  donc 
(B). . ./[m— d»4-d’/'... )/*-!-(  .V— dN+d'P...)fy+(ji— di. . .)<fc}=o, 

{n — ôp+<.\'q...':£x+(jy — d/‘+d,Q...)ii>+(v — d7r+...)Sz 

+(p  — dj+d*r...)d<Tx-(-(P — dQ )(ljy-b(v — d;£.....)difr 

■+(ÿ~— dr....)da  J.2r-f-(etc. .)-pK—  o, 

K étant  la  constante  arbitraire.  Nous  avons  coupé  notre  équ. 
en  deux , parce  que  les  termes  qui  restent  sous  le  signe  / ne 
pouvant  être  intégrés,  à moins  qu’on  ne  donne  à iïx ,3'y,S'z,  des 
valeurs  particulières,  ce  qui  est  contre  l’hypothèse,  f$~Z  ne 
peut  devenir  = o,  qu’autant  que  ces  termes  sont  nuis  à part  ; 
et  même  si  la  nature  de  la  question  n’établit  entre  S~x,iy  et  2z, 
aucune  relation,  l’indépendance  de  ces  variations  exige  que 
l’équ.  ( B ) se  partage  en  trois  autres, 

o = 771  — dn  + A” p — -f-  d4r 

o = M—dN+d'P  — d3Ç-f  d4«— 
o —ft  — d»  -J-  dV  — d3#  -+■  d4p  — X 

ga6.  Donc  pour  trouver  les  relations  entre  x,yet  a,  qui 
rendent  fZ  un  maximum , on  prendra  la  différentielle  de  la 
fonction  donnée  .Z,  en  considérant.?,  y,  z,  dxrdp,  dz,d’.r... 
comme  autant  de  variables  indépendantes,  et  en  se  servant  de  la 
lettre  J1  pour  désigner  les  accroissemens  ; c’est  ce  qu’on  appelle 
prendre  la  variation  de  Z.  Comparant  le  résultat  à l’équ.  (yé), 
on  en  tirera  les  valeurs  de  tm,  JH,  p,  n,  N...,  en  x,  yt  z,  et 
leurs  différentielles  exprimées  par  d.  Il  faudra  ensuite  les  subs- 
tituer dans  les  équ.  C et  D ; la  1”  se  rapporte  aux  limites 
entre  lesquelles  le  maximum  doit  exister;  lès  équ.  (£))  cons- 
tituent les  relations  cherchées  : elles  sont  différentielles  entre 
x,  y,  z ; et,  sauf  le  cas  d’absurdité,  elles  ne  peuvent  former  des 
conditions  distinctes,  puisqu’elles  détermineraient  des  valeurs 
numériques  pour  les  variables.  Si  la  question  proposée  se  rap- 

• K 

» 

; » * 

) 


Digitized  by  Google 


CALCUL  Bt£S  VARIATIONS.  57  I 

porte  à la  Géométrie,  cçs  équ.  sont  celles  de  la  courbe  ou  de  la 
surface  qui  jouit  de  la  propriété  demandée. 

927.  Comme  l’intégration  est  effectuée  et  doitêlre  prise  entre 
des  limites  désignées,  les  termes  qui  restent  et  composent  l’équa- 
tion (C)  se  rapporteut  à ces  limites  ; elle  est  devenue  de  la 
forme  K -f-  L = o , L étant  une  fonction  de  x,  jr,  z,  £r,  ïj-, 
Js...  Marquons  d’un  accent  les  valeurs  numériques  de  ces  va- 
riables à la  ire  limite,  et  de  deux  à la  2'.  Comme  l’intégrale 
doit  être  prise  entre  ces  limités,  il  faut  marquer  les  divers 
termes  de  L,  qui  composent  l’ëqu.  (C)  d’abord  d’un  , puis  de 
deux  accens  ; retrancher  le  tcr  résultat  du  2*  , et  égaler  à zéro 
(n°  83g);  de  sorte  quel’équ.  L # — Lt  — o ne  renfermera  plus 
de  variables,  puisque  x,£x...  auront  pris  les  valeurs  xt,  ê'x^.., 
x„,  assignées  par  les  limites  de  l’intégration.  On  ne 

doit  pas  oublier  que  ces  accens  se  rapportent  aux  limites  de 
l’intégrale , et  ne  désignent  pas  des  dérivées. 

11  se  présente  maintenant  quatre  cas. 

i°.  Si  les  limites  sont  données  et  fixes  (*).,  c.-à-d.  si  les 
valeurs  extrêmes  de  x,jr  et  z sont  constantes,  comme 

etc. , S'xyt  Aé'„x,  etc.,  sont  nuis  , tous  les  termes  de  L, 
çt  L sont  zéro,  et  l’équation  (C)  est  satisfaite  d’elle-même. 
Alors  on  détermine  les  constantes  que  l’intégration  introduit 
dans  les  équ.  ( D ),  par  les  conditions  que  comportent  les 
limites. 

20.  Si  les  limites  sont  arbitraires  et  indépendantes , alors 
chacun  des  coefficiens  de  é'x  , £ra...,  dans  l’équ.  (C),  est  nul  en 
particulier. 

3®.  S’il  existe  des  équ.  de  conditions  pour  les  limites  (**), 


(*)  Ce  cas  revient,  en  Géométrie,  à celui  où  l’on  cherche  «no  courbe  qui , 
outre  qu’eUe  doit  jouir  de  la  propriété  de  maximum  ou  minimum  demandée , 
doit  encore  passer  par  deux  points  donnés.  Les  équ.  (Dj.sont  celles  de  la  courbe 
cherchée  ; on  en  détermine  les  constantes  par  lu  condition  que  cette  courbe 
passe  par  les  deux  points  dont  il  s’agit.  » 

(**)  Cela  signifie,  en  Géométrie,  que  la  courbe  cherchée  doit  être  .terminée 
A des  points  qui  ne  sont  plus  lixcs , mais  qui  doivent  être  situés  sur  deux 
courbes  ou  deux  surfaces  données. 
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c.-à-d.  si  la  nature  de  la  question  lie  entre  elles , par  des  équ. , 
quelques-unes  des  quantités  xt,y,,  z„  x,„ya,  zu,  on  se  servira 
des  différ.  de  ces  équ.  pour  obtenir  plusieurs  des  variations 
Sxt>  Sy^S'Z/j  Sxu . . . , en  fonction  des  autres;  en  substituant  dans 
Ln — L==  o , ces  variations  se  trouveront  réduites  au  plus  petit 
nombre  possible  : ces  dernières  étant  absolument  indépen- 
dantes , l'équ.  se  partagera  en  plusieurs  autres , en  égalant  leurs 
coefficiens  à zéro. 

Au  lieu  de  cette  marche , on  peut  prendre  la  suivante  , qui 
est  plus  élégante.  Soient  u = o,  u~o...,  les  équ.  de  condition 
données;  on  multipliera  leurs  variations  par  des  in- 

déterminées A,  a'...  ; ce  qui  donnera  A(Tu-|-a'«Jv-}-...,  fonction 
connue  de  S'x^S'x,,,  ày,. . . Ajoutant  cette  somme  à Lu  — L„ 
on  aura 

La— L/  + aJu+V<^H-...=o...  (£). 

On  traitera  toutes  les  variations  è'x y,  &xu. , . , comme  indé- 
pendantes, et  égalaut  leurs  coefficiens  à zéro,  on  éliminera 
entre  ces  équ.  les  indéterminées  A,  a'.  . . On  parviendra  par  ce 
calcul  au  même  résultat  que  par  !a  méthode  précédente  ; car 
on  n’a  fait  que  des  opérations  permises,  et  l’on  obtient  ainsi 
le  même  nombre  d’équ.  finales.  Ce  calcul  revient  à la  méthode 
d’élimination  donnée  dans  l’Algèbre  (n°  1 1 1). 

Il  faut  observer  qu’on  ne  doit  pas  conclure  des  équ.  « = o, 
e=o. . . , qu’aux  limites  on  ait  du  = o,  di>=o. . . ; ces  condi- 
tions sont  indépendantes , et  peuvent  fort  bien  ne  pas  coexister. 
Si  toutefois  la  chose  avait  eu.  lieu  ainsi  (*) , il  faudrait  regarder 
du  = o , df  = o . . . , comme  de  nouvelles  conditions , et  outre 
le  terme  A S'il , il  faudrait  aussi  comprendre  a 'S~du 

4°.  Nous  ne  dirons  rien  pour  le  cas  où  l’une  des  limites  est 
fixe  et  l’autre  assujettie  à certaines  conditions,  ou  même  tout- 


(*)  S’il  s’agit  d’une  question  de  Géométrie , la  courbe  cherchée  doit , dans 
ce  cas,  avoir  à sa  limite  un  contact  d’un  certain  ordre  avec  la  courbe  ou  \\ 
surface  dont  l’équ.  est  u = o. 
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à-fait  arbitraire  (*) , parce  qu’il  rentre  dans  les  trois  cas  pré- 
cédais. 


928.  Il  pourrait  aussi  arriver  que  la  nature  de  la  question 
assujettît  les  variations  , Sj  et  &z  à de' certaines  conditions 
données  par  des  équ.  t=o,  9=o, . . , et  cela  indépendamment 
des  limites  ; comme , par  ex. , lorsque  la  courbe  cherchée  doit 
être  tracée  sur  une  surface  courbe  donnée.  Alors  l’équ.  (il)  ne 
se  partagerait  plus  en  trois, et  les  équ.  (Z?)  n’auraient  plus  lieu. 
Il  faudrait  d’abord  réduire  , comme  ci-dessus , les  variations 
au  plus  petit  nombre  possible  dans  la  formule  ( B ) à l’aide  des 
équ.  de  condition  , et  égaler  à zéro  les  coefficiens  des  variations 
restantes;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ajouter  à (Zf)  les  termes 
Adt-f-x' ; partager  cette  équ.  en  d’autres  en  y regardant 
S~x,  fyr,  iz  comme  indépendantes;  enfin,  éliminer  les  indé- 
terminées A,  A'. . . 

Nous  ferons  observer  que , dans  les  cas  particuliers , il  est 
souvent  préférable  de  faire , sur  la  fonction  donnée  Z , tous  les 
calculs  qui  ont  conduit  aux  équ.  ( B ) et  ( C ) , au  lieu  de  com- 
parer chaque  cas  particulier  aux  formulés  générales  précédem- 
ment données. 


Tels  sont  les  principes  généraux  du  calcul  des  variations  : 
appliquons-les  à des  exemples. 

• 929.  Quelleestla  courbe  CMK  plane  (fig.  44)  dont  la  longueur 

MK , comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  AM  et  AK , est  la  plus 
petite  possibel?  On  a (nos  8o3  , 76g)  s ~f  l/(r*dfl*  dr“)  = Z , 

il  s’agit  de  trouver  la  relation  r=z<p9 , qui  rend  Z un  minimum. 
La  variation  est 

rdô* . ^r-f-  rsdfl.<îd0  -f-dr.<Mr 

» l/(r’d£li-{-dr1)  ’ 


(*)  Alors  la  courbe  cherchée  a l’une  de  ses  extrémités  assujettie  à passer 
par  un  point  fixe  , tandis  que  l’autre  doit  être  ou  quelconque,  ou  située  sur 
une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée. 
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comparant  à l’équ.  (A),  où  l’on  supposera  x = r,jr  — 0 , on  a 
rdô*  dr  r“d3  _ - 

m==  ~xr > ” = 37’  M=z°'  N==~d7'° =P=P=*=- 


d s 

les  équ.  (£>)  sont 


rdi 

ds 


* - j/dr\  r*dô 

= dW'  -57=°' 


En  éliminant  d8 , puis  dj , entre  ces  équ.  et  ds^i^d^’-f-dr5, 
on  reconnaît  qu’elles  s’accordent  ; en  sorte  qu’il  suffit  d’inté- 
grer l’une.  Mais  la  perpend.  Al,  abaissée  dé  l’origine  A sur 
une  tangente  quelconque  TM , est 

Jr.  ' ' **  f ' t ■ 

AI  = AMx  sin  4MT=r  sin  /S,  ; . ' 

qui  éqairautXpage  45g)  à , 


41 


r tangjS 


r5d8 


_r=dÔ 

y/(i+  tang’jS)’  °U  y (r*dÉ)‘‘-f- dr“)  ds 


comme  cette  perpend.  est  ici  constante,  la  ligne  cherchée  est 
droite.  Les  limites  M et  K étant  indéterminées,  l’emploi  des 
équ.  (C)  n’a  pas  été  nécessaire. 

g3o.  Trouver  la  plus  courte  ligne  entre  deux  points  donnés , 
•ou  entre  deux  courbes  données. 

La  longueur  s de  la  ligne  est  fZ—f\/{àx'l-\~àj'*-lfài'), 
(n°  791);  il  s’agit  de  rendre  cette  quantité  un  mirtimum;  on  a 

w* + ~ lûz  ; 

ds  ' df  ./  ' di  , • 

• < 1 .*  •/,*’*  • ■'  . * 1 / ' 

et  comparant  avec  la  formule  ( A ),  on  trouve 

• dx  d y de 

m — o,  M—o , «=e . n = — , iv  = t = ~: 

..  d s ’ d s ds  ^ 

les  autres  coefficiens  P,  p,  x. . . sont  nuis.  Les  équations  (/>) 
deviennent  donc  iéi  ‘ , 
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d’où  Ton  conclut  dx  = ndf , dy  = bàs  et  dz  = cdr.  En  carrant 
et  ajoutantf  on  obtient  a* ■+■  i » condition  que  les 

constantes  a,b,c  doivent  remplir  pour  que  ces  équ.  soient 
compatibles  entre  elles.  Par  la  division , on  trouve 

dr  b ds  e ,,  , , . , . 

d * = â’  di  = ü;  d0U  cxxzaz+b'; 

* • • **5 

les  projections  de  la  ligne  cherchée  sont  donc  des  droites;  ainsi 
cette  ligne  est  elle-même  une  droite. 

Pour  en  déterminer  la  position,  il  faut  connaître  les  cinq 
constantes  a , b,  c,  a'  et  b\  S’il  s’agit  de  trouver  la  plus  courte 
distance  entre  deux  points  fixes  donnés  ( Gg.  85  ) , A{x t y , z ,) , 
C{ xaya  z„) , il  est  clair  que  Sx, , Syn,  Sy,...  sont  nuis,  et  que 
l’équ.  (C)  a lieu  d’elle-même.  En  assujettissant  nos  deux  équa- 
tions à être  satisfaites  lorsqu’on  y substitue  x( , x„,yt  etc., pour 
x,y  et  z, on  obtiendra- quatre  équ. , qui,  avec  c’=  i , 

détermineront  nos  cinq  constantes. 

Supposons  que  la  ae  limite  soit  un  point  fixe  C dans  le  plan 
xy,  et  la  ir*  une  courbe  AB, située  aussi  dans  ce  plan  ; l’équa- 
tion bx=zay  + a suffit  alors.  Soit  ytx=fxt,  l’équ.  de  AB  ; 

on  tire  Syy=.ASx,  ; l’équ.  (C)  devient  L=  ^ . Sx  -f-  ^ . S y ; 

x.  CW  CW 

et  comme  la  2e  limité  C est  fixe,  il  suffit  de  combiner  ensemble 
les  équ.  Sy  = A Sx,,  et  dx  . d/, . Sy==o.  En  éliminant 

t Syt  on  obtient  dx)  +Adyt= o. 

On  aurait  pu  aussi  multiplier  l’équation  de  condition... 
Syt — ASx—o  par  l’indéterminée  A,  et  ajouter  à Lt,  ce  qui 
eût  donné 


d’où 


d r , 

— -n  AJL  _L  x = 


-f-  A = O. 


àx 

dTf  xA—°’ 

Eliminant  A,  on  obtient  de  même  dx;  -f-  Ady—o. 

Mais  puisque  le  point  A{xJ,yt')  est  sur  notre  droite  AC,  on 

...  , .,  .,  , . ; dr  i b 

a aussi  odx =aay/t  d ou  a=a  — b A ,et  -p-  ce  qu» 

•*  QX  ./z  Q 
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fait  voir  que  la  droite  AC  est  normale  (n°  76a)  à la  courbe 
proposée  AB.  La  constante  a'  se  détermine  par  la  ébnsidéralion 
de  la  2e  limite  qui  est  fixe  et  donnée. 

Il  serait  facile  d’appliquer  le  raisonnement  précédent  aux 
trois  dimensions , on  parviendrait  à la  même  conséquence  ; on 
peut  donc  conclure  qu’en  général,  la  plus  courte  distance  AC 
(fig.  8G),  entre  deux  courbes  AÈiy  CD,  est  la  droite  AC  qui 
est  normale  à l’une  et  à l’autre.  , 

Si  la  plus  courte  ligne  demandée  devait  être  tracée  sur  une 
surface  courbe,  dont  u = o serait  l’équ. , alors  l’équ.  ( B ) ne 
se  décomposerait  plus  en  trois,  à moins  qu’on  n’y  ajoutât  le 
terme  A<lu;  alors  on  pourrait  regarder  S'x , S y et  <Jz  comme 
indépendans  , et  l’on  trouverait  les  relations 


da:  du  dr  , du 

da7+'E=°'  daf+V=°' 


, dz  du 

di+»3;=0- 


Éliminant  A,  on  a les  deux  équations 

£d(£MÊ)d  (£>■  (!XÏMa)<£). 

qui  sont  celles  de  la  courbe  clierchée. 

Prenons  pour  exemple  la  moindre  distance  A' C mesurée 
sur  une  sphère  qui  a son  centre  à l’origine  : d’où 

du  du  du 

u=x'+y'+z>-r*= t>,  - = = 

Nos  équations  deviennent,  en  .prenant  dr  constant, 

zd,x=xdtz,  zd2  j-=j-d2z , d’où  yd*x=xd  “y. 
Intégrant,  on  a 

zdx  — a:dz=adr,  zdy — 4ydz=idr,  ydx — ardj-=cdr. 

’ 1 

En  multipliant  la  irC  de  ces  équ.  par — y,  la  2°  par  x , la  3* 
par  z,  et  ajoutant,  on  trouve  ay=z  bx-\-cz  , équ.  d’un  plan 
qui  passe  par  l’origine  des  coordonnées.  Ainsi , la  courbe  cher- 
chée est  le  grand  cercle  A' C ( fig.  86  ) , qui  passe  par  les  deux 
points  donnés  A'  et  C,  ou  qui  est  normale  aux  deux  courbes 
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Â'B  et  CD , qui  servent  de  limites , et  sont  données  sur  la 
surface  sphérique. 

g3i.  Lorsqu’un  corps  se  meut  dans  un  fluide,  il  en  éprouve 
une  résistance  qui  dépend  de  sa  forme , toutes  circonstances 
égales  d’ailleurs  : si  ce  corps  est  de  révolution  et  se  meut  dans 
le  sens  de  son  axe , la  Mécanique  prouve  que  la  résistance  est 
la  moindre  possible , quand  l’équation  de  la  courbe  génératrice 
remplit  la  condition. 


A 


jràjr*  _ 

dxa  + dy* 


= minimum, 


d’où  Z = 


yy'^dx 


Déterminons  cette  courbe  génératrice  du  solide  de  moindre 
résistance.  En  prenant  la  variation , on  trouve 


— 2ydyidx  — 2jryl 

dj-3 

M= — 


m_o,  n-(dx^dr)l  (l+y.).» 


P~  o- 


_ y3àx  at  _ jÿw+y) 

dx'+dy'  i+y'J’  ('+/T 


la  2e  équ . (Z?)  est  M- — «lAr=  o ; et  il  suit  du  calcul  qu’on  vient 
de  faire  sur  Z , que 

KhAA = "%+™y=siN+ 


à cause  de  M=zàN.  Ainsi , en  intégrant , on  a 


a + 


y j __  Nr'  _ jy3(3+ya) 

1 J (1  ' 


Donc  a(i-j-y'u)*—2yy'i  Observez  que  la  1”  des  équ.  (£>), 
ou  m — d/i=o , aurait  donné  de  suite  ce  même  résultat,  savoir, 
— dn=o , ou  — n — a ; eu  sorte  que  ces  deux  équ.  conduisent 
au  même  but.  On  a 


J — 


y i+y*y 
?y3  ’’ 


en  substituant  pour  y sa  valeur,  cette  intégrale  est  facile  à 
obtenir;  il  reste  ensuite  à éliminer  y entre  ces  valeurs  de 
T.  IF.  37 
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x et  de  y,  et  l’on  obtient  l’équ.  de  la  courbe  demandée, 
contenant  deux  constantes  qu’on  déterminera  d’après  des 
conditions  données. 

gâa.  Quelle  est  la  courbe  ABM  (fig.  46),  dans  laquelle  l’aire 
BODM,  comprise  entre  l’arc  BM,  les  rayons  de  courbure  BO, 
MD,  qui  le  terminent,  et  l’arc  OD  de  la  développée,  est  un 
minimum?  L’élément  de  l’arc  -^Mestds  = dx^/(i-f-ys)  ; le 

( ® Y* a ) * 

rayon  de  courbure  MD  est  - — — , (n°  yy3  ,p.  4°4)  » Ie  Pr0* 

duit  est  l’élément  de  l’aire  proposée, 


Z = 


(t  +y*)>.  dx  (dxa+dy)» 


y dx.d1^ 

Il  s’agit  de  trouver  l’équ.  y—fx,  qui  rend  fZ  un  minimum. 
Prenons  la  variation  $Z,  et  nous  bornant  à la  2'  des  équations 
(D),  qui  suffit  à notre  objet,  nous  trouvons 


M=  o,  N — dP  = 4 a , 

— ,d  -4 -y*  , , r_  ( t+yy 

~ dx.dy  ’4jr“  y -4r.  r y .dx  ' 


N 
Or, 

d(~ r^)== W + Pd y".dx=4ady+dP.ày+Pàfdx. , 

en  mettant  /^a-j-dP  pour  N.  D’ailleurs  jr"dx=d \jr',  change  ces 
deux  derniers  termes  en 

iy”dP+Pdy)dx=à{Pr").dx  = — 

( I I - 

Donc,  en  intégraut , ^ — —ay'  + b, 


enfin, 


__  ( I -Hr'T  __  dy  J 2 (ay'  + b)df 

J ~~  2(qr'+6)_  dx’  ” (1+y3)*  ’ 


■ = c y T^rpr  + b- arc  ( tans = 
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D’un  autre  côte',  y=fydx  — y x fxdy  , ou 

j=fx—cy  -fbty  -arc  (tans=y)> 

ce  dernier  terme  s’intégre  par  parties,  et  l’on  a 
y — f x — cy'  — (by— a).  arc  ( tang= ?')+/• 


Éliminons  l’arc  tang.  entre  ces  valeurs  de  x et  dey  : 
by=a(x  — c)  + (y+yï  + hf> 


\/{by—ax+g)  = 


(by  — a)àx 


d 5 = - 


bdy  — adx 


ds  ’ \/(by  — ax+g)’ 

enfin  (IV,  p.  444)  * = 7.\/(by  — ax+g)  + h. 

Cette  équation,  rapprochée  de  celle  de  la  page  483,  montre  que 
la  courbe  cherchée  est  une  cycloïde,  dont  on  déterminera  les 
quatre  constantes  d’après  un  égal  nombre  de  conditions  données. 

js 

q33.  Prenons  pour  3*  ex.  la  fonction  Z=  , s étant 

J 1 V(z~h) 

un  arc  de  courbe,  ou  d«“:=da:a-|-d>y!l--}-d*’  : il  s’agit  de  rendre 
fZ un  minimum.  Ce  problème  revient  à trouver  la  courbe  AC 
(fig.  85)  suivant  laquelle  un  corps  pesant  doit  tomber , pour 
mettre  le  moins  de  temps  possible  àpasserde  C en  A.  (Voy.ma. 
Mécanique,  n°  192).  Formant  la  variation  è~z,  nous  trouvons 

— ds  dx  Ar dj-'  dz 

, JS — 


2.\ / (z — h)3’  às\/(z — h ) 


dsV(z-g)'  ds(\/zh) 


enfin,  m—M=P. . . = 0.  Les  équ.  D deviennent 

a(dT^tbô-)=°'  J(a 

Nous  omettons  ici  la  3e  équ.,  qu’on  peut  démontrer  être  com- 
prise, dans  les  deux  autres;  condition  saus  laquelle  le  problème 
proposé  serait  absurde.  En  intégrant,  et  divisant  l’un  par  l’autre 
les  résultats,  on  obtient  dj- ==fldar;  ce  qui  prouve  que  la  projec- 

37.. 
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tion  delà  courbe  sur  le  plan  xy  est  une  droite , et  que,  par  con- 
séquent, cette  courbe  est  décrite  dans  un  plan  perpend.  aux  xy. 
Prenons  ce  plan  pour  celui  des  xz  ; la  ire  des  équ.  (i)  suffira  , 
et  nous  aurons  Mr=ds  J/(z  — h);  et  comme  d^1  = darï  -f-  dz% 

on  trouve  dx  = -z'  ^ En  posantz=Æa4-/i — «.on 

on  reconnaîtque  cette  équ.  est  celle  d’une cycloïde(wy'.  p.3g5) 
dont  k1  est  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

Quand  les  limites  sont  deux  point  fixes  A et  C (fig.  85),  il 
n’y  a aucune  autre  condition  à remplir,  si  ce  n’est  de  faire 
passer  la  cycloïde  AC  par  ces  deux  points,  ce  qui  détermine 
les  valeurs  des  constantes  k et  h. 

Si  la  2*  limite  est  un  point  fixe  C,  et  si  la  i r*  est  une  courbe 
AB  située  , ainsi  que  le  point  fixe,  dans  le  plan  vertical  des  xz 
on  a Sx Hx=Szu=o, 


et 


dar. 


d #,V/ (*,  — *) 


dz. 


Jz. 


Il  suffit  de  rendre  L,  nul , en  ayant  égard  à la  i re  limite  qui  est 
une  courbe  AB  dont  x/=fzi  est  l’équ.  donnée.  On  en  déduit 
Sx'  — ASzt  = o;  multipliant  par  x,  ajoutant  à L , on  trouve  les 
deux  équ. 

àsyiz,  — h)  — °»  Ûsy(z—h)  Ax  — °‘ 

En  éliminant  x , on  obtient  dzy-{-  Adx'=o.  La  cycloïde  devra 
donc  couper  à angle  droit  la  courbe  donnée  AB;  la  constante^' 
sera  déterminée  en  comparant  l’équ.  de  la  cycloïde  à la  précé- 
dente. 

On  trouvera  dans  les  trois  dimensions  la  même  conséquence, 
de  sorte  que  la  courbe  de  plus  vite  descente,  en  partant  d’une 
courbe  quelconque  CD  ( Gg.  86),  pour  aller  à une  autre  AB, 
est  une  cycloïde  A’ C normale  à ces  deux  dernières.  La  même 
chose  aurait  aussi  lieu  si  les  deux  limitesétaientprises  sur  deux 
surfaces  courbes,  ainsi  qu’on  peut  s’en  convaincre. 

Quand  la  courbe  doit  être  tracée  sur  une  surface  donnée  par 


i 
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son  équation  n=o,  Féqu.(Æ)  ne  se  partage  en  trois  équ.  qu’après 
avoir  ajouté  >èu , ce  qui  donne,  au  Jieudes  équ.  (i),  trois  équ. 
entre  lesquelles,  éliminant  A,  on  aurait  celles  de  la  courbe 
cherchée.  Si  Fou  avait  pour  limites  deux  points  fixes,  les  cons- 
tantes seraient  déterminées  par  la  condition  que  la  courbe 
passât  par  ces  deux  points  : lorsqu’on  a pour  limites  deux 
courbes,  celle  qu’on  cherche  doit  les  couper  à angle  droit 
comme  ci-dessus.  Ainsi , le  reste  du  problème  est  le  même  dans 
les  deux  cas. 


g3ij.  Quelle  est  la  courbe  BM  (fig.  78)  dont  la  longueur 
est  donnée,  qui  passe  en  B et  en  M,  et  qui  intercepte  entre  ses 
ordonnées  terminales  BC,  PM  et  l’axe  Ax,  l’aire  la  plus 
grande?  Jj'ùx  doit  être  un  maximum,  l’arc  s étant  constant  : 
il  faut  donc  combiner  la  variation  de  fZ  —fydx  avec  celle  de 
f\/(àx*  -f-  dj"')  — const.  = o,  suivant  ce  qu’on  a vu  n°  928  , 
afin  de  pouvoir  partager  l’équ.  B en  deux  autres.  On  trouve 
pour  la  variation  complète 


d’e 


et 


m = o, 


T,  M = àx,  N=>  &, 
d£  d$ 


. dx  llj  , 

?+*•-&  =C’  X~ A’^=C’ 


’ As 


Ces  équ.  sont  identiques,  puisqu’ en  intégrant  l’une  ou  l’autre 
on  parvient  au  même  résultat;  on  ne  doit  donc  pas  éliminer  A 
entre  elles.  La  iTe  donne,  en  mettant  p/(  dx*-f-djrl)  pour  dr, 


■lr_.  i/Qa  — Cr— O’] 

d.r  y — c 


d’où  ( x — c'y  -(-  (y  — ey  = A*. 


La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  ; et  suivant  qu’il  tourne 
sa  convexité  ou  sa  concavité  à l’axe  des  x,  Faire  est  un  mini- 
mum ou  un  maximum.  On  doit  déterminer  les  constantes  c, 
c et  A par  la  condition  que  le  cercle  passe  par  les  points  B et 
M,  et  que  l'arc  BM  ait  la  longueur  exigée.  Tel  est  le  plus 
simple  des  problèmes  à’ Isopérimètres . 
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g35.  Quelle  est  la  courbe  BM  ( fig.  78  ) pour  laquelle  l’aire 
BCMP  soit  donnée,  l’arc  BM  étant  le  plus  court  possible.  ? 

On  a ici  /|/(dxa4~  d^'1)  = minimum , avec  la  condition 

fyùx — const.  = 0.  En  imitant  le  raisonnement  ci-dessus , on 
obtient 


d# 


xy=c, 


équ.  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  nous  venons  de 
trouver  : le  cercle  est  donc,  encore  la  courbe  demande'e. 


936.  On  demande  quelle  doit  être  la  courbe  MK  (6g.  44) 
la  plus  courte  possible,  l’aire  MAR  comprise  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  AM,  AK  étant  donnée  ? 

On  doit  avoir  s — f d/1)  = minimum,  avec  la  con- 

dition (n*  769),  f\{xdy  — ydx)  = const.  : ce  qui  donne 

dx . ^dÆ-f-dj’ . -f-  x . ê'djr — dx . l'y— y . <hlx)  =0. 

ixdy  — d (J7—  = o.  ; *)*+  d (jl  + °* 

Ces  ëqu.  s’accordent  visiblement,  et  il  suffit  d’intégrer  la  1 r%. 
a étant  une  constante  arbitraire  ; il  vient 

(].t 

xy  4- c=  —,  ou  (xy  + c)djr=  dxv/[t  — (>y+  c)*]. 

On  fera  xy  -f-  c = z , et  l’intégration  sera  facile  ( n°  809,  IV) 
on  trouvera  ( Xx  -f-  b)%  4-  ( x y 4-  c)’  = 1 , ou , si  l’on  veut , 
(x  4-  b')1  4-  Cr-f  </)’=  A\  La  courbe  cherchée  est  donc  un 
cercle,  assujetti  à passer  par  les  points  M et  K , et  à former 
l’aire  MAK  de  grandeur  donnée.  En  sorte  que  toute  autre 
courbe,  passant  par  deux  points  M et  K de  celte  circonfe'rence, 
et  formant  la  même  aire,  aurait  l’arc  intercepté  dans  l’angle 
MAK  plus  long  que  l’are  de  cercle , quels  que  soient  les  points 
M et  K.  On  verra  de  même  que  le  cercle  répond  aussi  au  pro- 
blème inverse  : de  toutes  les  courbes , d’égale  longueur  entre 
deux  points  donnés , quelle  est  celle  dont  faire  MAK  est  un 
maximum? 
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93-3.  Parmi  toutes  les  courbes  planes , terminées  par  deux 
ordonnées  BC , PM  (fig.  71),  qui  engendrent  dans  leurs  révo- 
lutions des  corps  dont  l’aire  est  la  meme,  on  demande  quelle 
est  celle  qui  produit  le  plus  grand  volume? 

On  a f*y*àx  = maximum , et  f2.sry\/[Ax'l-\-  dy*) c=  const. 

D’où  il  est  facile  de  tirer 


tixyàx 

d.s 


-hr’=c> 


ydx  + = d 


Ces  équ.  s’accordent  entre  elles,  et  la  1™  donne 
d*= (c-^)dj- 

— rd  r 

Si  la  constante  c = o , on  trouve  dx  = — — ■ , d’ou 

1/(4* — y) 


(r  — by  -4- jr1  = 4a*;  éqii.  d’un  cercle  dont  le  centre  est  en 
un  lieu  quelconque  de  l’axe  des  x , et  qui  doit  passer  par  les 
deux  points  donnes.  Toutefois  ce  cercle  ne  répond  au  problème 
qu’autant  que  l’aire  engendre'e  par  la  re'volulion  de  l’arc  CM 
se  trouve  avoir  l’étendue  exigée  : en  effet , l’e'qu.  intégrale  ne 
renferme  que  deux  constantes,  qu’on  déterminera  par  la  con- 
dition que  la  ligne  passe  par  les  points  C et  M.  La  solution 
générale  du  problème  est  donnée  par  l’équ.  (i). 


938.  De  toutes  les  courbes  planes , d'égale  longueur  entre 
deux  points  donnés , quelle  est  celle  qui  , dans  sa  révolution  , 
engendre  un  volume  ou  une  aire  maximum  ? 

Dans  les  deux  cas,  /\/(dxJ  -f-  d<?'1)=  const.  En  outre , dans 
l’un  f*y%dx,  et  dans  l’autre  fisryds  (n°  792),  doit  être  un 
maximum.  D’abord,  dans  le  1"  cas,  Z = vy*dx.  En  raison- 
nant comme  ci-dessus,  on  trouve 


d’où 


(c — *y*)dy 

v [** — (c — *y*y]‘ 


La  courbe  dont  il  s’agit  ici  jouit  de  la  propriété  que  son  rayon 
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de  courbure  R est  = — — (n°  nni.  6°.);  en  effet,  on  a 
2srj" 

Cette  courbe  est  Y Élastique,  dont  lè  rayon  de  courbure  est  en 
raison  inverse  de  l’ordonnée.  Outre  c et  A,  on  a une  3e  cons- 
tante ; les  conditions  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points 
donnés,  et  ait  la  longueur  exigée,  servent  à déterminer  ces 
trois  quantités. 

Dans  le  2e  cas , Z == /s»/  \/  (dÆ*  -f-  dj-*),  d’où 


nxydx  -f  Adx 


= c,  d.r: 


c>lr 


’ ' V/[(2’rJ‘  + A)a—  c’]" 

La  courbe  demandée  est  une  Chaînette  (p.  454),  dont  l’axe  est 
horizontal  : il  y a maximum  ou  minimum,  suivant  qu’elle  pré- 
sente à l’axe  des  a;  sa  concavité  ou  sa  convexité. 

939.  Quelle  est  la  courbe  de  longueur  donnée  s , entre  deux 
points  fixes , pour  laquelle  /yds  est  un  maximum?  On  trouvera 
aisément 

(y~h  a)  ^ —c,  d’où  dxe= — — 


\/[  O"  •+-•*)’— <1‘ 


Ou  obtient  la  même  courbe  que  ci-dessus.  Comme 


ffAs 


est 


l’ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  d’un  arc  de  courbe 
dont  s est  la  longueur  ( voy.  ma  Mécanique , il0  64),  on  voit 
que  le  centre  de  gravité  d’un  arc  quelconque  de  la  chaînette 
est  plus  bas  que  celui  d’un  arc  de  toute  autre  courbe  terminé 
aux  mêmes  points. 

94<>.  En  raisonnant  de  même  pour  fy^dx  = minimum , et 
fydx—con%t. , on  trouve  j-a  -f-  A y — c,  ou  plutôt  y==  c : on 

f* v® 

a une  droite  parallèle  aux  x.  Comme-— — 7-  est  l’ordonnée 
r ofydx 

verticale  du  centre  de  gravité  de  toute  aire  plane  ( voyez  ma 

Mécanique,  n°  68),  celui  d’un  rectangle  vertical  dont  un  côté 
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est  horizontal , est  le  plus  bas  possible.  En  sorte  que  toute 
masse  d’eau  dont  la  surface  supérieure  est  horizontale , a son 
centre  de  gravité  le  plus  profondément  situé. 

Consultez  l’ouvrage  d'Euler,  intitulé  : Melhodus  invenicndi 
lineas  curvas  maximi  minimise  proprietate  gaudentes. 

VIII.  DIFFÉRENCES  ET  SÉRIES. 


Méthode  directe  des  Différences.  Interpolation. 

g4i.  Étant  donnée  une  série  a,  b , c,  d,...,  retranchons 
chaque  terme  du  suivant;  a'— b — a , b'—c — b,  c'—d — c. . . 
formeront  la  série  a',  b',  c',  d'. . . des  différences  premières. 

On  trouve  de  même  la  série  a" , b" , c" , d” des  diffé- 
rences secondes , a"  = b’ — a' , b" = c'  — b' , c"=  d1  — c' ; 

celles-ci  donnent  les  différences  troisièmes  a m = b"  — a'', 
bm  — c"  — 6* ...  ; et  ainsi  de  suite.  Ces  différences  sont  indi- 
quées par  A,  et  l’on  donne  à cette  caractéristique  un  exposant 
qui  en  marque  l’ordre  ; a"  est  un  terme  de  la  suite  des  diffé- 
rences n“.  On  conserve  d’ailleurs  à chaque  différence  son  signe, 
lequel  est — , quand  on  la  tire  d’une  suite  décroissante. 

Par  exemple,  la  fonction  y—  x3 — 9x4-6,  en  faisant  suc- 
cessivement x— o,  1, 1 , 3 , 4-.  • donne  une  série  de  nombres, 
dont  y est  le  terme  général,  et  d’où  l’on  tire  les  différences, 
ainsi  qu’il  suit  : 

pour  x = o,  1,  a,  3,  5,  6,  7..... 

série  r = 6,  — a,  — 4,  6,  34,  80,  168,  286...» 

diff.  ire*  Ar  — — 8.  — a,  io,  28,  5a,  8a,  118.... 

diff.  a®*  ay  = 6,  «a,  18,  24,  3o,  36 

diff.  3«*  A V = 6,  6,  6,  6,  6,  6....;... 

g4z.  On  voit  que  les  différences  troisièmes  sont  ici  constantes, 
et  que  les  différences  deuxièmes  font  une  équidîfférence  : on 
arrive  à des  différences  constantes  toutes  les  fois  que  y est  une 
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fonction  rationnelle  et  entière  de  x , ainsi  que  nous  l’allons 

démontrer. 

Que  dans  le  inonome  kxm  on  fasse  x = a. , j3 , y. ..  6,  k,  a ( ces 
nombres  ayant  h pour  différence  constante) , on  a la  série 
kttm , kSa , kym. ..  ktm,  k*.m , kxm.  Comme  * = A — h,  en  déve- 
loppant k*m=zk  (A — h)m,  et  désignant  par  m,  A',  A" ... . les 
coefficiens  de  la  formule  du  binôme , on  trouve 

A(Am — *")  = kmhxm~'—  kA,h’xn-'+  le  A"  h''*”-*.. . . 

Telle  est  la  différence  première  entre  deux  termes  quelconques 
de  la  série  kmm,  kfim,  kym. ...  La  différence  entre  les  termes 
qui  précèdent , ou  k(*.m — 0"*) , s’en  déduit  en  changeant  A en  x, 
» en  0;  et  comme  — h,  il  faut  mettre  A — h pour  a dans  ce 

a*  membre  : 

kmh(X-h)m~,-kA'h''(x-h)m-*...—kmhxm-'-[A'+m(m-iy\kh.,xm-*. 

Retranchant  ces  résultats,  les  deux  premiers  termes  disparais- 
sent , et  il  vient,  pour  la  différence  a*  d’un  rang  arbitraire, 

km(m  — i)  A’Amm-*—  kB'h3xm-3+ . . . 

Changeant  de  même  A en  A — h dans  ce  dernier  développement, 
et  retranchant,  les  deux  i*"  termes  disparaissent,  et  l’on  a pour 
différ.  3e, 

km(m — i ) (m — 2)  h3 Am~3 — kB"hixm~*. . . , 

et  ainsi  de  suite.  Chacune  de  ces  différences  a un  terme  de  moins 
dans  son  développement  que  la  précédente  ; la  ir'  a m termes  ; 

la  2'  en  a m — 1,  la  3“  m — 2 , etc.  ; d’après  la  forme  du 

i*r  terme,  qui  finit  par  rester  seul  dans  la  différence  me,  on  voit 
que  celle-ci  se  réduit  à la  quantité  constan  te  1 . 2 . 3 . . .mkhm. 

Si  dans  les  fonctions  M et  N,  on  prend  pour  x deux  nombres, 
les  résultats  étant  m et  n,  celui  qui  provient  de  M-\-N  est 
m-f-n.  Soient  de  même  m!  et  n les  résultats  donnés  par  deux 
autres  valeurs  de  a:;  la  différence  ire,  provenue  de  M- f-IV, 
est  visiblement  (m  — - m')  + («  — n').  Il  faut  en  dire  autant 
des  différ.  3's,  4e’  - • • • différ.  de  la  somme  est  la  somme  des 
différ. 
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Donc,  si  l’on  fait  x=a,(i,y. . . . dans  kxm-\-  pxm~'-\- . . . . , 
la  différ.  (jn — 1)'  de/zx1"''1  étant  constante,  la  m‘  sera  nulle, 
donc  pour  notre  polynôme  la  différ.  m’  est  la  même  que  s’il 
n’y  avait  que  son  i'r  terme  kxm.  Donc  , la  différence  m'  est 
constante,  lorsqu’on  substitue  à x des  nombres  équidfférens  , 
dans  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  degré  m. 


943.  On  voit  donc  que , si  l’on  est  conduit  à substituer  des 
nombres  équidifférens  , ainsi  qu’on  le  fait  pour  résoudre  une 
équ.  numérique  (page  9a  et  216),  il  suffira  de  chercher  les 
(m-f-t)  i'r’  résultats  , d’en  former  les  différences  i™,  2”. . . : 
la  m' n’aura  qu’un  terme',  comme  on  sait  qu’elle  est  constante 
et=i.2.3. . .mkhm,  on  prolongera  cette  série  à volonté.  On 
prolongera  ensuite , par  des  additious  successives,  la  série  des 
différ.  (m— -1}"  au-delà  des  deux  termes  connus;  celle  de 
(m — 2)"  sera  de  même  prolongée. . . ; enfin  la  série  des  ré- 
sultats provenus  de  ces  substitutions,  le  sera  aussi,  autant  qu’on 
voudra , par  simples  additions. 

C’est  ce  qu’on  voit  dans  cet  ex.  : x 1 — x 3 — 2x4- 1 . 


x — o.  1.  a.  3 
donne...  1. — 1.  1.  i3 
ira  diff.  — a.  a.  13 

a® 4-  10 

3e 6 


Diff.  3es  6.  6. 

aos  4-  10, 

iras — a.  a. 
Résultats  2 . — f . 

Pour  x=  o.  1 . 


6.  6.  6.  6.  6... 

16.  2a.  28.  3).  40... 

ta.  28.  5o.  78.  11a... 

1.  i3.  41.  91.  1G9... 

a.  3.  4.  5.  6... 


Ces  séries  se  déduisent  de  celle  qui  est  constamment  6.6.6.. . 
et  des  termes  initiaux  déjà  trouvés  pour  chacune  : un  terme 
s'obtient  en  ajoutant  celui  qui  est  à sa  gauche  j avec  le  nombre 
écrit  au-dessus  de  ce  dernier.  On  peut  aussi  continuer  les  séries 

dans  le  sens  contraire,  pour  obtenir  les  résultats  de 

x— — 1, — 2,  — 3....  Un  terme  s’obtient  alors  en  retranchant 
le  nombre  inscrit  au-dessus  de  l’inconnue  de  celui  qui  est  à 
droite  de  celle-ci. 

Dans  le  but  qu’on  se  propose,  de  résoudre  une  équ. , il  n’est 
plus  besoin  de  pousser  la  série  des  résultats  au-delà  du  terme 
où  l’on  ne  doit  rencontrer  que  des  nombres  de  même  signe, 
ee  qui  arrive  dès  que  tous  les  termes  d’une  colonne  quelconque 
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sont  positifs  du  côté  gauche, et  alternatifs  dans  le  sens  oppose, 
puisque  les  additions  ou  soustractions  qui  servent  à prolonger 
les  séries  conservent  constamment  ces  mêmes  signes  aux  résul- 
tats. On  obtient  donc , par  cette  voie , des  limites  des  racines 
soit  positives,  soit  négatives. 

g44-  A l’avenir,  nous  désignerons  par  yx  la  fonction  de  x 
qui  est  le  terme  général  de  la  série  proposée,  et  engendre  tous 
les  termes,  en  faisant  x=  o,  i ,2,  3. . . ; par  ex.  ,jr$  désignera, 
qu’on  y a fait  x — 5,  ou  qu’on  a égard  au  terme  qui  en  a 5 
avant  lui  (le  nombre  91,  dans  le  dernier  ex.)  D’après  cela, 

Xi  — jr„—  AT»,  jr,~  J,  jr3—  . . 

A.r.  — ajt 0=A\r0,  , t/.si*/,,  ûjr3— a\tv*  • 

a\t.— ■ A!r0=A!ro,  *■' y , a\ts—  etc. 

En  général, 

Jx— 

a .T"*  , 

a’jTx— = a3j-x_,  ,etc. 

945.  Formons  les  différences  de  la  série  quelconque 

a.b.e.d.e 4=0+0',  c = 4 + b',  d = c + c' 

A1.  o'.S'.c'.d'V. .....  4'  = o'+o",  c'  = 4'  + 4”,  =c'  + c\. . . 

A*....  o*.  4".c".<T....  4"  = a"  + o®,  c*  = 4"  + 4®,  <T  = e"  + c®.. . 

A»....  o».  4“'.  c®  etc.  4®=  o®+o,T,  c'»=4"  + 4't,  d®=c®  + c«».«., 

En  éliminant  &,  6',  c,  c'.. . . , des  équations  de  la  t”  ligne,  on 

réduit  le  2'  membre  à ne  contenir  que  a,  a,  a" On  peut 

aussi  obtenir  des  valeurs  de  a ',  a",  ti". , ,,  qui  ne  renferment 
aucune  lettre  accentuée  : on  trouve 

ô=r  a-j-a',  c=a-f>  2a'  -j-  a",  d.  — a-\-  3a' -f-  3a"  -j-  a", 

e=a-}~4a'-(-6a'’-b4a''4-n,v>  f = a-f  5a' 4-  toa"  etc. 

a'=b — a,a”=c — zb  -|-a,  am=d — 3c  +3 b — a... 
Comme  les  initiales  a',  a",  a". . . sont  A3j',0,A3-?-0 
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et  que  a, b,  c,d...  sont  J3-*  •,  on  trouve 


S.-fo-b  AJTo, 

.r»=ro-Màj-0-t-  A\r„, 
J-3=J-o-{-3a^0+3  A*  J-0+ aVo  > 
jr4=j'o+4Aj'o+6A!,/„  etc. 

En  général , 


A J O— J—  J-o, 

L'y<r=jr*—- 2J  >+?<,> 

aVo=/3- 3j-,+3  J-,— J'0 , 
A4ro=r4— 4^3+6^,  etc. 


r*=^.+*Vû+*-j-  A\ro+a?;~  • ~3~  • • {A), 

n — I M — 1 X — 2 

A\n  — jr«—  «/»-,  4-  « — J"« - »— n — - • —3-  X«-3  4-...(fi), 


946.  Ces  équ.  donnent,  l’une  un  terme  quelconque  de  rang 
x (le  terme  général  de  la  série),  quand  on  connaît  le  i*r  terme 
de  tous  les  ordres  de  différences  ; l’autre  l’initial  de  la  série 
des  n“  différences,  connaissant  tous  les  termes  de  la  série 
J'oiJ’itJ'i'  ■ • Pour  appliquer  la  ire  à l’ex.  du  n°  g43,  on  fera 


JV=i  > aj-0=— 2,  A3jr0  = 4»  A3=6,  A<=o... 
d’oùg'x=  1 — 2x-\-2.x[x — 1 ) -f-x(x — 1 ) (x-2)—x'1 — x° — 2X-f- 1 . 


On  se  grave  dans  la  mémoire  les  équations  (A)  et  (Z?) , en 
remarquant  que 

Jx  — (l  + ^J-o)X, 


pourvu  que , dans  les  développemens  de  ces  puissances , on 
transforme  les  puissances  de  A/“,en  exposans  de  A, pour  mar- 
quer l’ordre  des  différences , et  les  puissances  de  y en  indices, 
mais  il  faut  qu’on  mette  y0  au  lieu  du  Ier  terme  1 . 

947.  Quelle  que  soit  la  série  proposée  a, b ,c,d. . .,  on  peut 
toujours  la  concevoir  tirée  d’une  autre  dont  on  aurait  omis 
périodiquement  certains  termes  , par  ex. , dont  on  aurait  pris 
les  termes  de  2 en  2,  ou  de  3 en  3,  ou  de  4 en  4 - • ■ Étant 
donnée  la  ire  série  a,  b,  c. . . . ou  plutôt  son  terme  général 
yx(éc{u.  A) , proposons-nous  de  retrouver  cette  suite  primitive, 
que  nous  désignerons  par 

a. a'. a". . .ah~ ‘.b. b'. b". . ,bh~' .c.c' .c" . . . etc.  (C). 

On  voit  qu’on  suppose  ici  que  h — 1 termes  ont  été  supprimés 
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entre  a et  b , autant  entre  b et  c , lesquels  termes  étaient 

soumis  à la  même  loi  de  génération  que  la  série  a.b.c...  qui  en 
fait  partie.  V interpolation  consiste  à insérer  entre  les  termes 
d’une  suite  proposée,  un  nombre  désigné  de  termes  soumis  à 
la  même  loi  : pour  interpoler,  il  faut  donc  trouver  ces  inter- 
médiaires , ou  plutôt  le  terme  général  de  la  série  (C).  Il  suffit 
visiblement  de  poser  dans  l’équ.  {A),  terme  général  de  a,b,c... 

la  condition  x = jr  ,z  marquant  le  rang  d’un  terme  de  la  nou- 
velle série  (C)  ; car  en  faisant 


i = o,  1,  2,  3 h,  h -+■  1,  h + a...  aft...  etc., 

ona  1=  O,...  (A  — 1)  termes h — 1)  termes. . .a. . . etc. 


On  retrouve  donc  ainsi  les  mêmes  nombres  a,  b,  c. . . . que  si 
l’on  eût  fait  x = o , 1,2...  dans  A,  et  en  outre  A— 1 termes 
intermédiaires.  Cette  substitution  conduit  à 


zA‘ 

^.=^0+  — + 


z(z — A) a’  . s(z — h)  (z— aft)A3 
2 . k1  2.3  .A3 


etc....  (D). 


Cette  équ.  donnera  j~x  quand  x = z,  z étant  entier  ou 
fractionnaire.  On  tire  de  la  série  proposée,  a,  b , c,  d. . . , les 
différences  de  tous  les  ordres  , et  le  terme  initial  de  ces  séries 
représente  A’,  A1. . . 

Mais,  pour  pouvoir  appliquer  cette  formule,  il  faut  qu’on 
soit  conduit  à des  différences  constantes , afin  qu’elle  soit  ter- 
minée, ou  au  moins  qu’elle  ait  pour  A’,  A*.. . . des  valeurs  dé- 
croissantes qui  rendent  la  suite  D convergente  : le  développe- 
ment donne  alors  la  grandeur  approchée  d’un  terme  répondant 
à x~z  ; bien  entendu  qu’il  ne  faut  pas  que  les  facteurs  de  A 
croissent  assez  pour  détruire  cette  convergence,  ce  qui  restreint 
z à ne  pas  dépasser  une  limite. 

Par  ex. , on  trouve  n°  364  » X que 


l’arc  de  6o°  a pour  corde  1000,0 


65° 1074,6 

'3°° "47>2 

750.. . 1217,5 


70,3 


t 


( 
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Puisque  la  différence  est  à peu  près  constante  , du  moins  de 
6o°  à 75®  on  peut,  dans  cette  étendue  , employer  l’équ.  (D)  ; 
faisant  ù=5,  il  vient,  pour  la  quantité  à ajouter  à y„=.iooo, 
i.74  >6.  s — ^0s(2 — 5)=i5, 12.  z — o,o4.z\ 

Ainsi , en  prenant  z = 1 ,2,3...,  puis  ajoutant  1000,  on  en  tire 
les  cordes  de  6t°,  62°,  63°. . . . ; et  même  prenant  pour  z des 
valeurs  fractionnaires,  on  a la  corde  d’un  arc  quelconque 
intermédiaire  entre  6o°  et  ^5°.  Mais  on  ne  doit  guère  étendre 
l’usage  des  différences  ainsi  obtenues,  au-delà  des  limites  d’où 
elles  ont  été  tirées.  Voici  encore  un  ex. 


A' = -45 

i3942 

13897  — 4® • 


On  a log  3ioo  szj’m  = 49*  36i  7 , , 

log3no  =492,?f>04 

log  3 1 20  = 494 1 546 

log  3 1 3o  = 495544^ 

Nous  considérons  ici  la  partie  décimale  du  log.  comme  étant 
un  nombre  entier.  En  faisant  A = io,  il  vient,  pour  la  partie 
additive  à log  3 100, 

l40O,  95.Z  — O , 225  . za. 

Pour  avoir  les  log.  de  3 tôt,  3 102, 3io3..., on  fera  z=i  ,2,3... , 
et  même, si  l’on  veut  log.  3 107, 58,  011  prendra  2=7, 58,  d’où 
résultera  10606  pour  quantité  à ajouter  au  log.  de3ioo;  savoir, 
log.  3i0758  = 5,4924223.  Voy.  mon  Astronomie  pratique , 
n°  77,  et  ma  Géodésie,  n°  378. 


948.  Ces  procédés  s’emploient  utilement  pour  abréger  le 
calcul  des  tables  de  log.  de  sinus , de  cordes , etc.  On  se  borne 
à chercher  directement  des  résultats  d’espace  à autre,  et  on 
comble  ensuite  l’intervalle  par  Interpolation. 

Le  plus  souvent  la  série  proposée  a,  b , c. . . , ou  la  table  de 
nombres  qu’on  veut  interpoler,  répond  aux  rangs  1,  2,3..., 
alors  h = t,  et  l’on  cherche,  quelque  terme  intermédiaire  à yQ 
et  y,  répondant  au  rang  z;  l’équ.  ( D ) devient  alors 

yx—yo+zb  +t' A’-f-z.  — . —5—  a3  4-  etc. . . (£). 

2 2 O 

i°.  Quand  il  arrive  que  A*  est  nul,  ou  très  petit,  la  série  se 
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réduit  à j'o  + zV  ; d’où  l’on  tire  que  la  diff.  zA'  croît  propor- 
tionnellement à z;  c.-à-d. , qu'il  faut  ajouter  à y0  une  partie 
de  A* proportionnelle  à z.  Nous  avons  fait  souvent  usage  de  cette 
remarque  (n01 91,  III , et  626). 

20.  Lorsque  a4  est  constant , ou  a3  très  petit,  ce  qui  arrive  le 
plus  souvent, 

-f  2 1>'+  4 — 0 A‘]  • 

Ainsi  formez  \ (z  — 1)  a’,  et  corrigez  A1  de  cette  quantité; 
puis  considérez  la  série  comme  ayant  ce  résultat  pour  dijfér. 
ir%  et  que  la  dijfér.  seconde  y fut  nulle;  ce  qui  ramène  la  re- 
cherche au  cas  préce'dent.  Par  ex. 


log  3io  = 2,4913617  = y0 
log3n  = 27604 

log  3i2  = 4i546 

log  3i3  = 55443 


1 3987=a‘ 
i3q42 
1 3897 


— 45  = AJ 

- 45 


Comme  les  A*  sont  conslans,  pour  avoir  log  310,768  , on  fait 
z = o,758,  d’où  \ (z — 1)  A*=o,i2i  .45  = 5,445;  ajoutant  à 
A‘,  on  a 13992,445  qu’il  faut  multiplier  par  z ; le  produit  est 
10606,27  ; dont  log  310,758=2,4924223. 

3°.  Quand  A3  est  consîant,  ou  que  A*  est  négligeable,  la 
série  (E)  n’a  que  quatre  termes,  et  l’on  voit  qu’il  faut  corriger 
Aa  de  f (z  — 2)  A3,  et  regarder  cette  quantité  A1  comme  une 
différ.  2e  constante  ; et  ainsi  de  suite. 

On  peut  voir  des  applications  de  cette  théorie  à la  p.  1 o 1 des 
tables  de  log.  deCallet,  où  l’on  calcule  ces  log.  avec  20  déci- 
males. 

4°.  Réciproquement,  si  les  termes  yz  et  y0  sont  donnés  et 
qu’on  demande  le  rang  z du  1",  la  différ.  2'  étant  constante  , 


on  a 


z 


Jz  —Jo 

û’  + il*—  0*a' 


< (F). 


On  fait  d’abord  le  calcul  en  négligeant  le  2*  terme  du  dénom., 
ce  qui  donne  une  valeur  approchée  de  z,  qu’on  substitue  en- 
suite pour  z dans  la  formule  (F)  sans  y rien  omettre. 


I 
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Si  l'on  connaît  le  résultat  du  calcul , dans  l’ex.  précédent,  on 
enlirelenumcr.  jr, — j"0  — 1 0606,  qui,  divisépar  A‘=  13987, 
donne  une  ir'  approximation,  z = 0,758  : cette  valeur  mise 

pour  * , dans  fi,  donne  z — = 0 , n58. 

13992  " 

Le  problème  inverse  se  résoudra  de  même  lorsque  A3  sera 
constant,  etc.  ( V . Conn.  des  Tems,  1819,  p.  3o3.) 

g4g.  Voici  une  manière  commode  de  diriger  le  calcul  quand 
A*  est  constant,  et  qu’on  veut  trouver  n nombres  intermé- 
diaires successifs  entre  y0  et  y,.  En  changeant  z en  z-j-i  dans 
{D)  et  retranchant,  on  a la  valeur  générale  de  la  différ.  ir* 
pour  la  nouvelle  série  interpolée  : faisant  de  même  sur  celle-ci, 
on  ob  tient  la  différ.  2*,  savoir  : 


Différ.  1”,  *'  = X + Différ-  3'>  "£• 

On  veut  insérer  n termes  entre  jra  et  jr,  ; il  faut  prendre 
h ==  n -f-  1 ; puis  faisant  z sb  o , on  a le  ternie  initial  des  diffé- 
rences 


S"  = 


n -f-  1 


-ini”; 


on  calculera  î‘ , puis  J"  ; ce  terme  initial  J11  servira  à composer 
la  suite  des  différences  irt*  de  la  série  interpolée  (<J'a  en  est  la 
différ.  constante}',  puis,  enfin,  on  a cette  série  par  de  simples 
additions. 


Veut-on,  dans  l’ex . de  la  p.  5g  1 , calculer  les  log . de  3 1 o t , 3 1 02, 
3io3. . on  interpolera  g nombres  entre  ceux  qui  sont  donnés  : 
d’où  n =9,  0,45,  à"  = 1400,725.  On  forme  d’abord 

l’équidifférence  qui  a pour  terme  initial,  et — o,45  pour 
différ.  constante  , les  différ.  premières  sont 

i4<>o,725,  1400,275,  i3gg,825,  1399,375,  i3g8,g25... 

Des  additions  successives,  en  partant  de  log  3ioo,  donneront 
les  log.  consécutifs  qu’on  cherche. 

Je  suppose  qu’on  ait  observé  un  phénomène  physique  de  1 2* 
T.  II.  38 
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en  iih  , et  que  les  résultats  mesurés  aient  donné 

à o*...  ^-0=  78  .. 

; A’=222  ,. 

«2 3oo  AJ=;44 

2.4 666  e «44 

36 .,,6  5,0 


Si  je  veux  trouver  l’état  qui  répond  à 4%  8*,  12*. . j’inter- 
polerai 2 termes,  d’où  n — 2 , ï2  = 16 , a''  = 58 ; composant 
l’équidifférence  qui  commence  par  58,  et  dont  la  raison  est  16, 
j’aurai  les  différences  1"*  de  la  nouvelle  série,  et  par  suite 
celle-ci  : 


Diff.  i”5  58.74  * 90  • 106.  i22.  i38. . 

Série 78.  i36. 210. 3oo. 406.528. 666. . . , 

O*  , 4*  , 8k,  12*“,  l6'l,20ll,24*.  . . , 

La  supposition  des  différ.  2es  constantes  convient  à presque 
tous  les  cas , lorsqu’on  peut  choisir  des  durées  convenables. 
On  fait  fréquemment  usage  de  celte  méthode  en  Astronomie  •, 
et  même  quand  l’observation,  ou  le  calcul,  donne  des  résul- 
tats dont  les  différ.  2“  offrent  une  marche  peu  régulière,  on  im- 
pute ce  défaut  à des  erreurs , qu’on  corrige  en  rétablissant  une 
marche  uniforme.  . . , •. 

95o.  Les  tables  astronomiques , géodésiques...,  se  forment 
d’après  ces  principes.  On  calcule  directement  divers  termes , 
qu’on  prend  assez  rapprochés  pour  que  les  différences  1"*  ou  2P‘ 
soient  constantes  ; puis  on  interpole  pour  obtenir  les  nombres 
intermédiaires.  V.  mon  Astronomie  pratique,  n°  78. 

Ainsi,  quand  une  série  convergente  donne  la  valeur  de  y,  à 
l’aide  de  celle  d’une  variable  x ; au  lieu  de  calculer  y chaque 
fois  que  x est  connu,  quand  la  formule  est  d’un  fréquent  usage, 
on  détermine  les  résulta  tsj-  pour  des  grandeurs  de  x graduelle- 
ment croissantes  , de  manière  que  les  y soient  peu  différens  : 
’»  inscrit,  en  forme  de  table,  chaque  valeur  de  près  de  celle 
lex,  qu’on  nomme  l’ Argument  de  cette  table.  Pour  des  nombres 
x intermédiaires,  de  simples  proportions  donnent  y,  comme 
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<on  l’a  vu  pour  les  log.  (i“  vol.,  page  ta3),  et  à la  simple 
inspection,  on  obtient  les  résultats  cherches. 

Quand  la  série  a deux  variables,  ou  argumens,  x et  z,  les 
valeurs  de  jr  se  disposent  en  table  à double  entrée,  comme  celle 
dePythagore  (n°  i4)  ; en  prenant  pour  coordonnées  s:  et  z,  le 
résultatest  contenu  dans  la  case  déterminée  ainsi.  Par  ex.,  ayant 
pris  z ~ i , on  rangera  sur  la  i”  ligne  toutes  les  valeurs  de 
X correspondantes  à arsss  i,  a,  3...  ; on  mettra  sur  une 2' ligne, 
celles  que  donne  z = 2;  dans  une  3e,  celles  de  z=3.. . Pour 
obtenir  le  résultat  qui  répond  à x =3  et  x — 5,  on  s’arrêtera 
à la  case  qui,  dans  la  3'  colonne,  occupe  le  5e  rang.  Les  va- 
leurs intermédiaires  s’obtiennent  d’une  manière  analogue  à ce 
qui  a été  dit.  V.  p.  21  et  24’ 

g5i.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  x croissent  par  des 
équidifférences.  S’il  n’en  est  pas  ainsi , et  qu’on  connaisse  les 
résultats  x — °,  5,  c>  d. ..  provenus  des  suppositions  quel- 
conques x—et , 0,  y , . . , on  peut  recourir  à la  théorie  ex- 

posée n°  465,  lorsqu’il  s’agissait  de  faire  passer  une  courbe 
parabolique  par  une  suite  de  points  donnés  : ce  problème  n’est 
en  effet  qu’une  interpolation.  On  peut  aussi  opérer  comme  il 
suit. 

A l’aide  des  valeurs  correspondantes  connues  a,  a,  b,  0..., 
formez  les  fractions  consécutives  : 


■b  — a 

À — 

c — b 

A-d~  6 

y-, 

-0—*.' 

'•y  — 0' 

■ t -y 

_AX—A 

y — *’ 

B,= 

A,— A, 

y—0  ’ 

b = a,-a, 

e — y 

• • • y 

• f ; . 

B,  — B 

C,= 

B,- B, 

„ Cx~c 

D — •' 

£ — CL 

« —0 

■ — « 

Éliminant  entre  ces  équ. , on  trouve  successivement 

b a -f-  -â{fi  — a) , 

c=za  + A(V  — a)  + B[y — a)  (y—0), 

d—a+  A(& — a)  -f  {i~—0)  4-  C(à'—x)  — fi)  (ï-y), 

38.. 
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et  en  général 

Tx—a  + A(x — «)  -f  B(x~a)  (x—fi)  -f  C{x— a)  {x—0)  [x—y). . . 

On  cherchera  donc  les  différences  ir”  entre  les  re'sultats  a,  b , 
c... , et  l’on  divisera  par  les  différences  entre  les  suppositions 
«,  0,  y...,  ce  qui  donnera  A,  A,,  Ax...\  traitant  ces  nombres 
d’une  manière  analogue,  on  en  déduira  B , B, , B,...  ; ceux-ci 
donnent  C,  C,...  ; et  enfin  substituant,  on  a le  terme  général 
demandé. 

En  exécutant  les  multiplications, l’expression  reçoit  la  forme 
a -f-  ax  -\-a*x'. . . . de  tout  polynôme  rationnel  et  entier;  cela 
vient  de  ce  qu’on  a négligé  les  différences  supérieures  (n°  942  )• 


Corde  de  6o°  = 1 000 
:io35 


35 


A =i5  • q 

. » — o, 10 
Ax  = 14,82 

V / C —0,21 

Ayx=. si4,6r 


6a . 20' 

65.io  = 1077 
69.  o=ti33 

on  a «=o,  0=2  j,  y = 5g,  ^=9. 

On  peut  négliger  les  différences  3”,  et  poser 

ya-=.  iooo -+*«5,082.3:  — o,o35*s. 


B = 

Z?,= 


— o,o35 
— o,o3t 


g5a.  En  considérant  toute  fonction yx,  de  x,  comme  étant 
le  terme  général  de  la  série  que  donne  x=m  ,m+ h ,m -p  nh. ,., 
si  l’on  prend  les  différences  entre  ces  résultats,  pour  obtenir 
une  nouvelle  série,  le  terme  général  sera  ce  qu'on  nomme  la 
Différence  première  de  la  fonction  proposée  yx , qui  est  repré- 
sentée par  Ayx-  Ainsi,  on  obtient  cette  différ.  en  changeant  x 
en  se -b  h dans  yxi  et  retranchant  yx  du  résultat;  le  reste  en- 
gendrera la  série  des  différences  1 en  faisant  x = m , m -f  h , 

m-f-  2 h,  etc.  C’est  ainsi  que 


3Tx- 


x ' 


donne  kyx 


Ix  + bY 


a ~f-x  J x a -\-x-\- h.  a x’ 

Il  restera  à réduire  cette  expression,  ou  à la  développer  selon 
les  puissances  de  h. . . 

En  général,  il  suit  du  théorème  de  Taylor,  que 

=r'fc  + + \rwv + • . ■ 


! 
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Pour  obtenir  la  différence  2*,  il  faudrait  opérer  sur  AjrX}  comme 
on  a fait  pour  la  proposée  ; et  ainsi  des  différences  3",  4'*>  • • 

Intégration  des  Différences . Sommation  des  Suites. 

g53.  L’intégration  a ici  pour  but  de  remonter  d’une  diffé- 
rence donnée  en  x , à la  fonction  qui  l’a  produite;  c.-à-d.  de 
retrouver  le  terme  général^  d’une  série  jrm,ym+h,ym+th...., 
connaissant  celui  de  la  série  d’une  différence  d’ordre  quel- 
conque connue.  Cette  opération  s’indique  par  le  signe  2. 

Par  ex. , E(3xa-{-x — 3)  doit  rappeler  l’idée  suivante,  sachant 
que  h = 1 : une  fonction  engendre  une  série,  en  y faisant 
x=o,  1,2,3...;  les  différences  i,c*  qui  s’ensuivent  forment 
une  autre  suite  dont  3xa  -f-  x — 2 est  le  terme  général  ( elle  est 
ici  — 2,2,  12,  28...).  L’objet  qu’on  se  propose  en  intégrant 
est  donc  de  trouver  jrxt  fonction  qui,  si  l’on  met  x-+-i  pour  x , 
donnera, en  retranchant, le  reste  3x*+x — a. 

Il  est  facile  de  voir  que,  i°.  les  signes  2 et  û se  détruisent 
(comme  f et  d);  ainsi , "ZAfx—fx. 

20.  A[af)=zaAy  \ donc  Zay—aAtf. 

3°.  Comme  A{At — Bu)  = A Al — B Au , de  même,  on  a 
2 (At-~  Bu)=Azt  — BZu , t et  u étant  des  fonctions  de  x- 

954.  Le  problème  de  déterminer  par  sa  différence  1”,  11e 
renferme  pas  les  données  nécessaires  pour  être  résolu  complète- 
ment ; car  pour  recomposer  la  série  provenue  de^y*,  en  parlant 
de  — 2, 2,  12,  28...,  faisons  le  t*r  terme  y0  = a,  nous  trou- 
vons, par  des  additions  successives,  a,  a — 2,  a-}- 2,  n+iu..., 
et  a demeure  arbitraire. 

Toute  intégrale  peut  être  considérée  comme  comprise  dans 
l’équ.  (A)  (p.  53g)  ; car  en  prenant  x = o , 1,  2,  3...,  dans 
la  différence  ir*  donnée  en  x,  on  formera  la  suite  des  diffé- 
rences ir”  ; retranchant  celles  ci  consécutivement,  on  aura  les 
différences  2'%  puis  les  3",  4“”-  Le  terme  initial  de  ces  séries 
sera  A'y0,  A*jra. . . , et  ces  valeurs  substituées  dans  ( A ) don- 
nent j'x.  Ainsi,  dans  l’exemple  ci-dessus  (qui  n’est  que  celui 
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du  n°943,  quand  a= i),  on  a (n°g46) 

asjt0=4,  Ay0=6,  àt'j'o  = o. . . j 
d’où  yT-x=y0  — ix  — x*  + x3. 

En  général , le  i"  terme  j0  de  l’équ.  (J)  est  une  constante 
arbitraire, qui  doit  s’ajouter  à l’intégrale.  Si  la  fonction  donnée 
est  une  différence  a",  il  faudra,  par  une  ir*  intégration,  re- 
monter à la  différence  ir“,  et  de  celle-ci  à yx  ; ainsi , l’on  aura 
deux  constantes  arbitraires  ; et , en  effet , l’équ.  {A)  fait  con- 
naître encore  yx,  en  trouvant  A*,  As...  ; seulement  y0  et  A'j-,, 
restent  quelconques.  Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

g55.  Proposons-nous  de  trouver  Zxm,  l’exposant  m étant 
entier  et  positif.  Représentons  ce  développement  par 

2x“  = pxa  -\-tpcb  rxc. . . , 

a , b , c...  étant  des  exposans  décroissans  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner, aussi  bien  que  les  coefficiensp,  q...  Prenons  la  différence 
1",  en  supprimant  le  2 au  i"  membre,  puis  changeant  x en 
x-\~h  dans  le  2%  et  retranchant.  En  nous  bornant  aux  deux 
i ers  termes , nous  avons 

xm=/>aftxa-‘-f-  \pa{a  — ijfc’X1-’. . . + qbhxl~' .... 

Or,  pour  que  l’identité  soit  établie,  les  exposans  doivent  donner 
les  équ.  a — i=m,  a — 2 = b — i;  d’où  a—m-^-i,  b=m-,  de 
plus , les  coefficiens  donnent 

l=pah,  — \pa(a—i)h=qb  ; d’où/»  = q = —\. 

Quant  aux  autres  termes , il  est  visible  que  les  exposans  sont 
tous  entiers  et  positifs  ; et  l’on  peut  même  reconnaître  qu’ils 
manquent  de  2 en  2;  c’est , au  reste , ce  qui  suit  du  calcul  ci- 
après.  Posons  donc 

txm  = pxm+l  — TÀXm-{-  AXm~'  -f-  4-  y*™-5 . . . , 

et  déterminons  «,  H , y...  Prenons, comme  ci-dessus,  la  diffé- 
rence 1 re,  en  mettant  x -f-  h pour  x,  et  retranchant  : et  d’abord 
ea  transposant  pxm+' — on  trouve  que  le  t”r  membre,  A 
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cause  de ph{m  + r)  =i,  se  réduit  à 

h*  m — 3 3W  m— 5 5 hs  s 

A'.— T .xm~*+A y—  .—P-xM  i+A,'.—g-'—  ■ xm  °... 

2.3  4 2.5  o 2.7 

Pour  abréger,  nous  omettons  ici  les  termes  du  développement 
de  a en  i ,que  le  calcul  prouverait  s’entre-détruire  ; et  nous  dé- 
signons par  i,  m , A’,  A’...  les  coefficiens  du  binôme.  Venons- 

en  au  deuxième  membre,  et  faisons  le  même  calcul  sur 

««■“‘-{-/Sx10"9.. . . nous  aurons,  avec  les  mêmes  puissances 
respectives  de  x et  de  A, 

. , , m— a m — 3 . m — 2 m — 4 . 

(m — i)«  + ra — i . . — - — ct+m—i. ..  «-f ... 

2 3 2 0 

•+  (m — 3)/S-f m — 3.— — - . 

2 3 


-f  (m— 5)7+... 

En  comparant  terme  à terme , on  en  tire  aisément 

' mh  n — A"h3  A"& 

* — 3.4’  *a.  3. 4.5’  v 6.6.’]"'  ’ 
d’où  l’on  tire  enfin 


7^1+ 1 ry*ÎTl 

2x"=  -j 4-  mohxm  1 -f-  A"bhlxm~i 

(m-+-i)h  a 

-f-  A,,ch5xm~b-^-Ay,dh7xm~7  +• . . . (D). 

Ce  développement  a pour  coefficiens  ceux  du  binôme  de  deux 
en  deux  termes , multipliés  par  de  certains  facteurs  numé- 
riques a,  b,  c. . . , qu’on  a nommés  Nombres  Bemoulliens, 
parce  que  Jacques  Bernoulli  les  a le  premier  déterminés.  Ces 
facteurs  sont  d’un  fréquent  usage  dans  la  théorie  des  suites  ; 
nous  donnerons  un  moyen  plus  facile  de  les  évaluer  (n°  957  ) : 
en  voici  d’avance  les  valeurs. 


n Di  b — , a 0 j c — , 5 a y d — )|o  j e — , ^ 2 > 

f—  _ _ü  « rr J.  h ,fi'7  i £1367 

J 3 » 7TÔ  ’ 8 ’ 1 a > n g I 60  > «43ÏÏÏ*  * * * 


g56.  Concluons  de  là  que , pour  obtenir  2xm,  m étant  un 
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nombre  donné  entier  positif,  il  faut,  outre  les  deux  premiers 

termes , ——  prendre  le  développement  de  (x-4-  h)m, 

(m  + OA  a 

en  rejetant  les  termes  de  rangs  impairs , i er,  3e,  5*. . . , et  mul- 
tiplier les  termes  conservés , respectivement  par  a , A,  c 

x et  h n’ont  que  des  exposons  pairs  quand  m est  impair , et  réci- 
proquement; en  sorte  qu’on  doit  aussi  rejeter  le  dernier  terme 
hm,  lorsqu’il  vient  en  rang  inutile;  la  quotité  des  termes  est 
i m + a , quand  m est  pair  ; et  \ (m  -+■  3)  quand  m est  impair, 
c.-à-d.  la  même  pour  un  nombre  pair  et  pour  l’impair  qui  suit. 

I 

Veut-on  Sx*"?  outre  — i*'“,  on  développera  (x  + A )'% 

et  conservant  les  2**,  4e,>  6e*. . . termes , on  aura 
iox9aA-j-i20.i:7AA3-f-  25a. . 

donc 


Zx'°.= 


x1' 

1 1 A 


■ix'°  -j-  5*sA  — x7A3  -|-x5A3  — £ x3A7  + xi3 . 


C’est  ainsi  qti’on  obtient 


2*1  = f-  —r- 


2*< 


2x»  = 


2x«  = 


= 

X 

4* 

- X» 

2x*=  — r - 

ah 

X 

a ’ 

3 4 

x»  Jus 

X» 

" + 6’ 

xt 

xs  hx* 

w 

•— h ~~r~  » 

a 4 

*! 

x4  Zur* 

54 

— — "f-  — 5- 
2 3 

3o  f 

X» 

X5  5&x* 

h*x* 

= 

64 

7 13 

la  ' 

xi 

x®  Tu:* 

h*x 

P 

“T+T 

~~  + 

~W' 

X8 

x*  4x7 

74’x4  , 

4«x> 

84 

a in 

a4  4 

. ■ — -, 
ia 

xo 

x8  a4x7 

2^*  x* 

P 

~T+~ 

j5  r 

9 

x9  34x8 

^h3x6  # 

4*x< 

io4 

~ T+  4 

IO 

a 

2*7  = — 


2**  = 


47  x 
347x» 


2**»  = etc.  (t'orex  ci-dessus.  ) etc. 


K' 
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957.  Voici  un  moyen  facile  d’étendre  aussi  loin  qu’on  veut 

les  valeurs  des  nombres  bernoulliens  a , b , c. ...  Qu’on  fasse 

x=h=ï,  dans  l’équ.  {[))  ; Xxm  est  le  terme  général  de  la  série 

qui  a xm  pour  différence  ire;nous  considérerons  ici  £ 1 , et  cette 

série  est  la  suite  naturelle  o,  1 , 2,  3. . . . Prenons  zéro  pour 

1 1 , 1 — m 

1"  membre , et  transposons \ = — : 

1 rn-j-i  a 

— = am-\-bAn- f-  cA"-\-dA'n. . .-4 -km. 

En  faisant  m = a,  lo  2*  membre  so  réduit  à am,  d’où  l’on  tire 
m =4  donne  am  4-  b A",  ou  4-  , pour  2'  membre  ; 

on  trouve  am  4-  bA"+  6c,  pour  m = 6. . . . ; ainsi,  en  procé- 
dant selon  les  nombres  pairs  771  = 2,  4,  6,  8. . . . , on  obtient 
chaque  fois  une  équ.  qui  a un  terme  de  plus,  et  sert  à trouver 
de  pioche  en  proche  le  dernier  terme  20,4^,60. . . mk. 

g58.  Prenons  la  différence  du  produit 

j~x=  (x — h)x(x-j-h)  (x  -f-  iJi) . . . (x  -J-  ih)  ; 
en  mettant  x-J-A  pour  x,  et  retranchant,  il  vient 

Ajx~ x(x-\-h)  (x  + 2 h). . . (x ih)  X (i-f-  a)/i  ; 

divisant  par  ce  dernier  facteur  constan t, intégrant , et  remettant 
pour  jra  sa  valeur,  on  trouve 

Sx  (x-)-  h)  (x  -f-  2 h) . . . (x-f-  ih) 

= X + (x  + ih). 

Cette  équation  donne  F intégrale  du  produit  de  fadeurs  qui 
forment  une  équidijjfe’rence. 

959.  En  prenant  la  différence  du  2*  membre,  on  vérifie 
l’équation 

v — 1 

~ x(x-f-h)  (x-j-zh) . . . (x-f-ih)  ifix(x-j-  fi) . .7[x4-(z — 1 )*]* 
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g6o.  Soit  jrx-=za?  ; la  différence  est 

û*  (a1 — 1 ) ; d’où  y a—  Sa*  (a*—  1 ) = a*  ; 

donc  En»  = 4-  const. 

ak — 1 1 

961 . L’équ.  suivante  est  n° 8 dansla  note delap.  3^3,  vol. 

cos  B — cos  A = a sin  \{A-\-B) . sin  \{A  — B)  ; 
or, 

A cos  x = cos  (x  -J-  h)  •-  cos  x = — a sin  (x  -f-  \h) . sin  * h ; 
intégrant  et  changeant  x-j-iienï,  on  a 

«.  . cos  (z  — \h)  , 

2 sin  z = t — rr h const. 


a sin-;A 


On  trouverait  de  même 


sin  (z — ±h)~ 

I cos  z ss i-: — -I-  const. 

asin^A 

Lorsqu’on  veut  intégrer  des  puissances  de  sinus  et  cosinus, 
on  les  tradait  en  sin.  et  cos.  d’arcs  multiples  (vojr.  p.  a56) , et 
on  a des  termes  de  la  forme  A sin  qx , A cos  qx  ; faisant  qx=*z , 
l’intégration  est  donnée  par  les  équ.  précédentes. 

g6a.  Soit  représentée  l’intégrale  d’un  produit  uz  par 
2 (uz)  =w2z-f-t, 

u,  z et  t représentant  des  fonctions  de  x , celle-ci  inconnue,  u 
et  z données.  En  changeant  x en  x-f-A  dans  u2z+t , u devient. 
u+Au,z  devient  z + Az,etc. , et  l’on  a 

u2z-f-uz-|-Au.2(z-f-Az)  — f-  j 

retranchant  notre  a®  membre  uAz  1,  on  en  obtient  la  diffé- 
rence , ou  celle  de  uz  ; de  là  résulte  l’équation 

o = Au. 2(z -f-  Az)  + AI  ; d’où  f= — S [Au. 2(3+4*)]. 
Donc  2(u.z)  = u2z — 2[Au.2(z  + Az)]; 

cette  formule  répond  à l’intégration  par  parties  des  fonctions, 
différentielles , p.  445- 
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g63.  Il  n’y  a qu'un  petit  nombre  de  fonctions  dont  on  sait 
trouver  l’intégrale  finie  ; on  a recours  aux  séries  quand  on  ne 
sait  pas  intégrer  exactement.  Celle  de  Taylor  Ayx  =.fh  -f-. . . 
(n°  g5a) , donne 

jrx  — hlf  -f-  {h'Zj* + f Kxj" . . . , 

où  y,  y . . . sont  les  dérivées  successives  deyx.  Regardons  y' 
comme  une  fonction  z donnée  en  x ; il  faudra  faire  y'=z,y',=^z', 
y=z". . . , et  ys  ==fyix  =fzdx  ; d’où 

fzix = Alz  -f-  A A’Sz'-f-’  A’Sz* . . . ; 
puis  Xz  = br'fzix — \hXz'—  %h*Xz°. . . 

Cette  équ.  donne  Xz,  quand  on  sait  trouver  Xz',  Xz". . . ; pre- 
nons la  dérivée  des  deux  membres  j celle  du  i"  sera  S z',  ainsi 

qu’on  peut  s’en  assurer.  On  tirera  de  là  Xz ",  puis  Xz" ; et, 

même  sans  faire  ces  calculs,  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat 
de  la  substitution  de  ces  valeurs  sera  de  la  forme 

2z  = h~l  fzix  y Az BTa!-\-  CA’z” . . . 

Il  reste  à déterminer  les  facteurs  A,  B,  C.. . Or,  si  z=xm, 
on  en  tire  fzix , z',  z* . . . , et , substituant , il  vient  une  série 
qui  doit  être  identique  avec  (2?) , et , par  conséquent , privée 
des  puissances  m — 2 , m — 4 • • • En  sorte  qu’on  posera 

fzix  z . ahz'  , bh?z"  chïz’’  , dh7z,n 

Zz=J-? t — t -f s , etc. 

h ai  1.2  2.3.4  2* • 

a,b,c. . . étant  les  nombres  bernoulliens. 

Par  ex. ,ûzx=lx ,h=i ,flx.dx=xlx — x,z'=x~\  z"—  etc.  ; 

donc  Xlx  = C+ xlx  — x — [Ix  -f-  ax~x  -f-  bx~3  -f-  cx~5  etc. 

964.  La  série  a,  b,  c,  d k,  l,  ayant  pour  différ.  1" 

a,  b',  c" , on  a vu  (u°  g45)  que 

b = a-f-ar,  c = b-f-b',  d=c  ■+■  c' . . . ./=  k -f- k'-, 

cqu.  dont  la  somme  donne  l—a-\-a 

Si  les  nombres  a U , c ...  sont  connus,on  peut  les  considérer 
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comme  étant  les  différ.  i™  d’une  autre  série  a,  b,  c. . .,  puis- 
qu’il est  aisé  de  composer  celle-ci  à l’aide  de  la  1”  etdu  terme 
initial  a.  Par  définition  (n'gSS)  nous  savons  qu’un  terme  quel- 
conque F,  pris  dans  la  série  donnée  a',  b',  c\ . . , n’est  autre 
chose  que  Al,  puisque  V m — l;  en  intégrant  l'  = ùl,  on  a 

= /,  ou 

Xiî1  xz  o!  b -f*  c’  «f*  • • • • -f  1 9 


en  supposant  l’initial  a compris  dans  la  constante  du  signe  2. 
Donc,  en  prenant  l’intégrale  cT un  terme  quelconque  d’une 
série,  on  obtient  la  somme  de  tous  les  termes  qui  le  précèdent, 
2rr*  —Jo  -hr,  -f-jtv . . . 


Bien  entendu  que  pour  avoir  la  somme  de  la  série , y compris 
le  terme  général^-,,  il  faut  ajouter  à l’iutégrale,  ou  bien  y 
changer  x en  x -f*  t , ou  enfin  chauger  x en  1 dansj-,  avant 
«l’intégrer.  Du  reste,  on  détermine  la  constante  en  rendant  la 
somme  —j~0  quand  xsl. 


g65.  On  sait  donc  trouver  le  terme  sommaloire  de  toute 
série  dont  on  connaît  le  terme  général,  en  fonction  rationnelle 
et  entière  de  x.  Soit  jr^  = Axm  — Bx*  -f  C,  m et  n étant 
entiers  et  positifs , on  a ASxm  — Bzx*  -f-  Csa°  pour  somme 
des  termes  jusqu’à  ym  exclusivement.  Cette  intégrale  une  fois 
trouvée  par  l’équ.  D,  on  changera  x en  x-\*  1,  et  l’on  déter- 
minera convenablement  la  constante. 

Soit,  par  ex. , j**  — x(ax — 1);  changeons  x en  x 1 , et 
intégrons  le  résultat;  nous  trouvons 

221’  -f-3Sx4-2x°=  — — -3— ■_ —x  . - — - — : 

a.3  2 3 


ou  n’ajoute  pas  de  constante,  parce  que  x = o doit  rendre  la 
somme  nulle  ( voy \ p.  25). 

La  série  im,  2"1,  3ra. . . des  puissances  m " des  nombres  natu- 
rels, se  trouve  en  prenant  S.*1"  ( équ.  D)  : mais  il  faut  ensuite 
ajouter  le  x‘  terme  qui  est  xm , c.-à-d.  qu’il  suffit  de  chan- 
ger— ;r”,  2'  terme  de  l’équ  D,  en  : il  reste  ensuite 

à déterminer  la  constante , d’après  le  terme  auquel  on  veut  que 


} 

Ij 

î 

ï 


» 
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la  somme  commence.  Par  ex.,  pour  la  suite  îles  carre's,  om 
prend  2x%  p.  600 , en  changeant  le  signe  du  2'  terme , et  l’on  a 


ix3  + iar,,  + ix=x. 


2Z  + I X «f  1 


la  constante  est  = 0,  parce  que  la  somme  est  nulle  quand  x=  o. 
Mais  si  l’on  veut  que  la  somme  s’étende  de  n*  à x*,  elle  est  nulle 


, „ n — 1 27i  — 

quand  x = n — 1 ; et  I on  a const.  — — n . 


2 3 ’ 

Cette  théorie  s’applique  à la  sommation  des  nombres  figurés. 
Par  ex.,  pour  ajouter  les  x 1*"  nombres  pyramidaux  1.4.10.20  .. 
(p.  21),  il  faut  intégrer  le  terme  général  £x(x -f- 2)  (x  4.  1); 
on  trouve  (n°  g58)  tj(x — i)x(x-f-  i)(*42)  : enfin  il  faut 
changer  x en  x + t , et  l’on  a,  pour  la  somme  demandée, 
jjx(x-f-  1)  (x  +2)  (x  4"  3).  La  constante  est  nulle. 

g66.  Les  nombres  figurés  inverses  sont  des  fractions  qui 
ont  1 pour  numérateur,  et  pour  dénominateur  une  suite  figurée. 
Le  x'  terme  de  l’ordre  p est  (p.  22  ) 

1 ’ 2 • } — •;  donc  C 1 ) 


x(X  + I ) . . . (X  +p— 2)  {p— 2 lx(x-j-  I ) . . . {x+p  — 1) 

est  l’intégrale  (n°g59).  Changeons  x en  x-f-  1,  puis  détermi- 
nons la  constante  en  rendant  la  somme  nulle  quand  x = o, 

nous  aurons  é?=  - : et  la  somme  des  x ie”  termes  est 

P — 2 

1.2.3..  .(p—  1) 


V — ‘ 1 


p—  2 {p  — *)(*  + t)(x4-2)...(X-f^  — 2)* 

Faisons  successive ment/7  = 3,  4»  5. . . . , et  nous  aurons 

2 


Z + i 4 S + TÔ  • ■ 

* -i-  i J 1 -J-  . i- 
?>  l A 1 1 o » o * 

T + S + T5  + TS- 

}+z+++ù- 


1 .2 

Xfx-f  1) 
1.2.3 


X-I-  I ’ 


X(x+l)(X+2) 


li  — 


I .2.3.4 

(*4^  _ (x+l)...(x-f^j, 


(x+  l)(x-f-2)  ’ 
2.4 


i .2. 3. 4*5 


4x+4) 


2.3.5 


(x-f-i)...(x44)’ 
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et  ainsi  de  suite.  Pour  obtenir  la  somme  totale  de  nos  sériés,  il 


faut  rendre  x infini , ce  qui  donne  - — ^ pouj  la  limite  dont 


elles  approchent  sans  cesse. 

Pour  la  série  sin  a,  sin  (a-f-A),  sin  (a-i-nh) 
(n°96i) 


2 sin  (a -J-  hx)  = C 


cos(a-f'*jr — ;A) 

2 sin  j A 


on  a 


changeant  zeni+i,  et  déterminant  C par  la  condition  que 
x = — i rende  la  somme  nulle,  on  trouve,  pour  terme  som- 
ma toire, 

cos  (a — {h) — cos(a-f-Ax+ JA) 

2 sin  j A ’ 

sin  (a-l-{hx) . sinfi/i(x+  i)J 

ou  - — - , 

smi  A 

en  vertu  de  l’équ.  (8)  de  la  note  p.  3^3,  I"  vol. 

La  suite  cos  a , cos  (a -f-  A) , cos  (a  -f-  2A) . . . donne  de  même 
pour  terme  sommatoire, 

cos(a-4-  ~Ax) . sin[iA(x+  1)] 
sin;  A 


! 

! 
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V.  Intégration  des  équations  à trois  variables  : liquations  différen- 
tielles totales,  538;  différentielles  partielles  du  Ier  ordre;  544; 
— du  Ie  ordre,  55l  ; intégration  par  séries,  558;  fonctions  arbi- 
traires, 56o. 


CiiAP.  VI.  Calcul  des  Variations , 563;  isopérimètres,  conditions  de  maxima 
et  minirna , 56e , 58i. 


LI-VRE  VIII. 
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Erratum  du  Tome  I. 

Page  44^  ligne  3,  en  remontant,  lisez  jzÿn 

Errata  du  Tome  II. 

Pages  27  ligne  1 1,  le  i*r  dê  A,  lisez  le  premier  de'  A 
33  8,  en  remontant,  m"  lisez  m" 

273  et  278  lisez  trigonométrie  sphérique,  au  titre  de  la 
page. 

(J  y t (J  y 

34o  ligne  g,  ~ k,  lisez  — k 

363  ligne  11,  ajoutez , l est  — ou 

Ajoutez  à la  fin  de  l’art.  626 , p.  247  , 

La  série  E est  peu  convergente  pour  les  petits  nombres  2,  3, 

5. . . Voici  l’usage  qu'en  fait  Borda  (' Tableau  de  log.  décimales)  ; 

1 1 •+■  r m , m — n 

il  pose  — = — , d ou  r = , et 

i — y n m -f-  « 

Log^=2iü{^+i(^)  +■•■] 

0 n lm  + n 1 \m  nj  5 \m  nj  ) 

Telle  est  la  difféç.  entre  les  log.  de  deux  nombres  m et  n, 
exprimée  par  une  série  très  convergente , surtout  quand  m et 
n sont  grands  et  peu  différens.  Ainsi , pour  m = 1 o 1 et  n=ioo, 
le  1"  chiffre  significatif  du  2'  terme  n’est  que  du  8e  ordre  dé- 
cimal, et  dès  le  nombre  »oo,  on  peut  se  contenter  du  1"  terme, 
lorsqu’on  ne  calcule  les  log.  qu’avec  7 chiffres  décimaux , et  on 
obtient  la  différ.  entre  deux  log.  successifs. 

Pour  les  petits  nombres , Borda  pose 

m = (p—  )»  {p- f-2),  n = (p  + i)1  {p—  2} 
il  trouve  m — n=4,  m-\~n=:?ip3 — 6 p,  et  les  log.  népériens 
l\(p—  l)  +-1(^  + 2)  — 2l(/)-f  1)  — l(/7~f-2)  = 

p 1 — 3 jp  1 Cp3 — 3 p)  5 (ji3  — 3 p) 
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qu’cci  fasse  successvement  p = 5,6,  7 et  8,  on  aura 
ah  - 313  + 17  = 2 (&  + -|-. . .) 

a15  + 12  -al7=  2 (fr  + ÿ (é)3  +•  • •) 

413  — 4h  —15=a (ï&  + 1 (t^)3+  . . .) 
al7+  15  _513=2(^  + i(z_)s+t-0 

Os  séries  lopiaement  convergentes , sont  faciles  à calculer,  et 
on  ire  ensuite  les  log.  de  2 , 3,5  et  7 par  l’élimination  entre 
ces  quatre  équ.du  1"  degré.  Haros  a imaginé  de  poser 

m=p'(p  + 5Xp  — 5),  n=(p  + 3)  (p-  3)  (p+4)  (p- 4). 
Il  obtient  ainsi  une  série  procédant  selon  les  puissances  im— 
paires  de  ^ > qui  est  tellement  convergente , que 

dès  p = 1 2 , le  : terme  a son  1“  chiffre  significatif  au  9'  ordre 
de  décimales.  I)b tient  ainsi  le  log.  de/>  -f-  5,  lorsqu’il  con- 
naît les  log.  de-f-  4,p  4.3,  p,p  — 3 et  p — 5. 
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